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Uber die Resolvente der Volterraschen
Integralgleichung

} Von
Yoshiro Ikeda.

(eingegangen am 10 Okt. 1927.)

In der vorliegenden Arbeit wollen wir eine Methode darstellen, durch
die die Resolvente der Volterraschen Integralgleichung zu gewinnen ist.

Es seien
(1) #© g UL +a, =0,
( 2) . 2 - 51 =D + b, v=0 ’

lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung, deren Koeffizienten @ und &
keinen singuliren Punkt zwischen ¢ und x besitzen, und es seien #,
Ugyeuenns , %,, die unabhingigen Lésungen der Differentialgleichungen (1).

Nun ldsst sich die Differentialgleichung (2) in der Form
(3) 2T(E) + @ (EY ™ (E) 4. +a,,(§)v(§)
=(a(§) =)™ E) e vee A (@) — 6u(€))2(E)

schreiben.

Wir setzen

2,0 (8, 1, (8, y 2, E(E)
B D(E),  srerereeeeeerneesies e
(4) AN e, ,
2,D(E) yeres eeeeeeiiee e
TR () P , %4,(&)
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und
(%), Uo{ )y envvnnnnnns s (%)
2, D(E), w0, D(E), .. , 2 (E)
(5) D(x, E)=] ceeereerrrnnnnn eeereeerean s eaainas +A.
(),  #P(E), weiriiriiiei,
(&), 7X (3 T , 2%,(8)

Wir multiplizieren die beiden Seiten der Gleichung (3) mit D(x, §) und
integrieren von @ bis .

Da
SvC”O(E)D(x,é)déz oD D () + _1)w<m~2>—a~p(x,fs) T,
o™~
(=)o D)+ (= 2ol DU ),
Scz‘zﬂ”“DD(x,E)dE =D D(2,E)F eeviiiiiiiiiii e

m 2 m 1

e T O e S e

...................................................................................................

+ (o

j oD, €)a’§——ga oD £ )
ist, so folgt
(6) j{vc"‘)-l‘lﬁﬂ(m_l)"‘ ...... +czm7/}D(x,E)a’E

=D D(2,8) 4 (— z)ycm—%[ip(x,s) +(— I)alD(x,E)] Foes

m-~1 m 2

+w(—z)m-l[ aagb D)+ (— D) {alp(x,a}+...+(_z)m—1am_1y(x,s)]

j( 7y [ e D)+ (— 1) g 57: : {ﬂlD(x,E)} +o. +(—I)’”n,,lD(x,§)]d§.

Setzen wir zur Abkirzung

(7) Jo=D(8),

..............................

®)  fi= agn S D(x,E)+ (— 1)~ E o {alD(x 5)} ...... (= 1y D(xE),
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und

(9) F(#,8) =0+ (—1)s™ 2, + ------ (= 2y,
(10)  FE=(—1)"0

(11)  F&)=(a,—&) " Ot...... +(@,—0,)7,

so erhalten wir aus (3) und (6)
(12) E(x,@_za(x,a)+j”ﬁg(x,s)v(s)fzs:fp(x,E)Fg(s)ds.

Um die Funktionen FZ(#,§) und ZFy(x£) zu berechnen, betrachten wir

nachstehende Determinante :

0, #(%), verireenne. wenny 2,(%)

0, #™ (), .ivunn.. s 2,2 D(8)
(13): A,=(—1y*| 1, ulc’”‘”‘b(f) ......... ) 2,0 D(E)

0, T (E), ciiiiiiiiiiiieaaee,

0, 2(E), cveniiriiiiians y %,(§)

Differentiieren wir jede Zeile der Determinante A4, so erhalten wir nur zwei

von Null verschiedene Determinanten :

0, (%), cverreniirannns y (%)
0, (&) viiinnn. y %4, 7(E)
0, ™ E), .cnvennn. s %, 7(E)
. et | e
( 4) ( ) I, le(m—~n—1)(g)’ ......... , um(m—n—l)(g) ’
0, %O I(E), iiiiiiiirian
0, (&) siiviiiiininn , %(€)

und
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0, #(x), cerrviriininnns, 2,(%)

o, w™ &), ..., 2,7 (E)
(IS) (__]>n,+1 I, ”l(m—n—l)(E),“ ..... . ”m(7n~az.—1)($) ,

0, ul(7n—n,~1)(é)’ ...... . um(m—ﬂ.—l)<5)

0, #(E)yerennnen. eereeneen, 2,(8)

wenn 7=ko und n<m—r. Im Falle wo #n=o ist, haben wir nur eine

Determinante :

0, #(x), coeninninnn cernansy %,(7)
7, (), i , 1,07 0(E)
(16) (= 2y o, w7, ... evene, 2,078
: 0, #,NE), sirireinnnn, 2,07(E) ’
0, (), viveriininnnn, (3

ebenso im Falle wo m=m—171 ist:

0, (%), cveriiriniiiiniinny ?lm<3»')
0, leCm)(E)’ eetessanncscsany ”m@O(E)
o, ”1(1"’_2)(5); sereenenasany U (”L“Q)(E)

(17) (=2)"

L L R R R R T R

Denn die iibrigen m—2 bzw. m—r Determinanten miissen simtlich ver-
schwinden, weil zwel Zeilen einander gleich sind.

Da die Determinante ihren Wert nicht andert, wenn man zu den
Elementen einer Zeile die mit einem beliebigen gemeinschaftlichen Faktor
multiplizierten entsprechenden Elemente ciner anderen Zeile addiert, so lisst

sich die Determinante (14) in der Form



(18)
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.........

.............................................
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( . 1>n+1

1., 7[1(7114-—91'-1)(5), ....... Z[m(m—'n——l)(g)

0, w™RE), i,

0, (&), eiiriininns , #4(&)
schreiben, wobei

c=uP v anu P ‘au,  1=I, 2,.., 7.
Also folgt aus (1)
€;= —au D, I=1, 2yeueuns , 7t

Daher wird die Determinante (18) folgendermassen dargestellt

n+1
'—(_I) 125981

u (%),

ul(m—‘lj(/g"), ey Z[mCm—‘.’)(E)

...... , 2, %)

...........................

...........................

Aus (13) folgt also;

die erste Determinante= —a,;4,(—z)y"*"

. [ll( _ I)n-}—l

2

die zweite Determinante=—a,4,,.

In analoger Weise folgt aus (16)

(19)

und

(20)

/AN
8 T

A
0§

wo(E),
”1(7n~‘2)(5)’

......................

..................

............

0, 2(&), +enen (%)
O, ul(m— 1)({_‘), ey ”m(m.—-l)(g)

..............................

—_— [lmAa( - I)m - ‘Z]Am—l)

2 lm(m)( é)
, ) Lm(m— D, ( 5)

.............................................
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Endlich betrachten wir die Determinante (15). Durch Vergleich mit (13),
kann man leicht sehen, dass sie gleich A4, ist.

Also erhalten wir aus (14), (15) und (18),
aA,,

(21) BE CZ”“AO(——I)"H-——(ZIA + Ay, [:”:}:0’ 72<77Z~I]'
Aus (16)
04,

(22) B
Daraus

D@E _ 0 A\ 24, 1 A, DA _ 4 4,

8 T lAS @ AT A T AT AT
oder
V > 4

(23) oz D) — ety =" 5

Nimmt man an

~1

(24) asn D(x8)— agn ll(le(x &) - +(——1)”a,lf)(x,5):%,

so wird

1

0
agnﬂ a/-n 1[11])(;L S)J """ + <_ 1)"' ag {[l,,D(:L,&)}
_od, A, A

—zar D(x,6)—
NN

gemal (20) und (21)

Aﬂ. Aﬂ—Ll Aw

4, .
I S N N NN

A

Also
21 ) -Aw-(-]
DEn+1 D( E) oer {(ZID(X’S)J—*‘ ..... +(—I)”Tldn+1D(x’E)=—A“
Damit wird die Annahme (24) bestatigt. Nach (9) lautet die Formel
" -_ 4,
(24X) Ja=—
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Im Falle wo n=m—1r ist, erhalt man aus (19) und (20)

ml

0
a"'m 'D( E) aEzn -1 {ﬂl[)(;b S)} + """ + (_I)m_1—ag{am—lp<x)€)}
ﬂn? A ‘A”L'—‘ A?)L -
_______( I)m 1 A1+a1 Al.
Also
. 87 am 1 "
(25) DSz el ) v (=10, Dlf) =0,
oder nach (9)
(25%) Ju=0.
Endlich schliessen wir aus (9) und (24%)
(n—1) }(m—E)J ..... y AJm—1
(26) E(;L‘,E):v A, -+ 4, + +vA ’
VAN
und aus (10) und (23)
Fyx&)=o.

Die Gleichung (26) lasst sich in der Form

0, 2,(X)y veennnn, v %, (%)
D), 1D, e, 1,5
(27)  Ffym— | oo A
vP(E), w4, (E), i,
(&), X R , 72,(8)

darstellen.

Folglich ist

Daher bekommen wir
(28) ()= Fi(x) + | D) R,

Nimmt man die Anfangsbedingungen wie folgend an,

v(a)y=ufa), v,(a)=uP(a),...... , v @) =ufm(a),
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so lautet die Gleichung (28):
(20) vi=ué+fﬂ(x,é)1¢3(5)ds.

Satz 1. #, und 7, seien die Funktionen, welche verschiedenen linearen
Differentialgleichungen sz-ter Ordnung geniigen. Nimmt man an, dass v;
und die héheren Ableitungen von #; nach x bis zur (m—z) -ten in vr=a

folgendermassen vorgeschrieben sind
va)y=ua), v (e)=u"(a),...... , o9 () =ufmD(a),
so sind die Funktionen #; und v; durch die Integralgleichung

(30) v (%) =u %)+ S:D(x’g)Fs(g)déo

miteinander verknipft.

Setzen wir

=042, + Gytty+ e + Oty
v= (I‘l'yl + aﬂzlﬂ + """ + amvm)
so kénnen wir ¢, ¢,...... y @, so wihlen, dass # und die héhere Ableitungen

von # nach x bis zur (77‘2—2) ten einschliesslich in x#=a verschwinden.

Aus (13) und (24) folgt, dass die Funktion D(x¢) und die hoheren
Ableitungen von D(x,§) nach & bis zur (m—2)-ten einschliesslich in £=ux
verschwinden.

Daher wird
j”z)(x,s)ﬁg(é)ds=S'“K(x,5)z/(s)ds,
wobei zur Abkiirzung

(31) K(x,E)—-—D(x,f)(am—ém)——%{D(x,é)(am_l——ém_l)}

m—1

o 0
Foen (2P D))

1) Diese Gleichung kann man auch. durch die Variation der Konstanten aus der
Gleichung (1) gewinnen.
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gesetzt ist.

Es gHt also :

Satz II. 2, und o; seien die Funktionen, welche verschiedenen linearen
Differentialgleichungen 7z-ter Ordaung gentigen. Nimmt man an, dass z;
und die héheren Ableitungen von v; nach x bis zur (m—1)-ten in y=a

folgendermassen vorgeschrieben sind

va)=uya), v, (a)=2"L(a),...... , 2 a)y=u N a),

so sind die Funktionen # und @ durch die Volterrasche Integralgleichung
(32) z;(x):u(x)JrS' K(xEYo(8)de

miteinander verknlpft.
Der soeben bewiesene Satz muss offenbar giiltig bleiben, auch wenn
man #; und 7, miteinander vertauscht. Es seien 7, ?,...7,, die unabhingi-

gen Losungen der differentialgleichung (2) und wir setzen

2 E), e s U (E)
(33) AN PP s
P(E), e y UnP(E)
2N () N , Tn(8)
2K € T s U %)
L () T , T (E)
(34) DL2,E)= | ciuveerirriiriierieiiiein e AN
DPE), i, , 7, (8)
L2 () y Vn(§)
Nach Satz II. erhalten wir die Volterrasche Integralgleichung
(35) | zz(x):fu(x)—}-YS(x,f)zz(E)a’f,

wobel

(36)  Sf)= [Dl @E) (G ) .—a%{pl(x,ex&m_l _ a)}

F oo +(—-I)m_1 aa;;_ll {D](,‘L’,E)(él“fh)}].
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Es gilt also:

Satz ITI. Wenn die Funktionen #; und 7; den Anfangsbédingungen

geniigen, so ist der Kern der Integralgleichung (32) die Resolvente des

Kerns der Integralgleichung (35). Also

S(#,6)=der Resolvente des Kerns K(x,£).

Da « ein Punkt der Bestimmtheit von den Gleichungen (1) und (2)

ist, so gibt es immer die Funktionen, welche imstande sind, den Anfangs-

bedingungen zu geniigen. Ferner JD(x,£) und auch D(x£) sind gegeniiber

allgemeinen linearen Substitutionen

Uy=aytt, + gty + ..o + Vinln,

(]m = ﬂmlu 1 + [lmﬂﬂ 2] + """ + [lmmﬂ my
bzw.

Vi=040 400+ e + G15Tms

....................................... y

V;n = émlzﬁ + /}mﬂ) a S ERPPP + &mm’llm,

invariant. Daher kann man die Annahme in Satz

soeben bewiesene Satz ldsst sich also so aussprechen':

III beseitigen.

Der

Satz IV. Es seien 2, #y......,2, die unabhingigen Ldsungen der

Gleichung
R At CU Fau=o,

und es seien o, g...... , 7, die unabhingigen Losungen der Gleichung
X et S +b,v=o0.

Bilden wir zwei Kerne K(x,§) und S(x,é), so ist

K(x&)=der Resolvente des Kerns S(x,£),

bzw.

S(x,8)=der Resolvente des Kerns K(x£),

wobel K(x,§) in (31) und S(x,€) in (35) gegeben sind.
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Als einfaches Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

du
dx?

4+ =o.

Die Lésungen sind
w=sin x, sy=cos X.
Aus (4), (31} und (36) folgt:
D(x8)=sin (x—§),

(37) K(x&)=sin (x—E&)(1—0,)+ % {sz'u (x— E)&l} ,
(38) S8 =Dy, 0= 1= 5| DAxA )

wobei

(7)) 2y(%)
7(8) 7y
7/(€) #/(§)
u(€)  2(8)

Dy(x,8)=

b

und 7, 7, die Losungen der Differentialgleichung

d*v w v
L oda? b dy

+o0=0
sind.
1. Ist
K(x,8)=rk sin (x—§)

ein Kern, so folgt aus (37)

I—b,=*Fk, b,=o.
Daraus
dv
—+(r—Fzr=0
P (= tyo=o,
vy=sin 1/ 1—k x, vy=cos /I1—F %,

und folglich ist:

203
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siny/1—kx  cosy/1—fx
D(xf)= ”'”\1/_1_—'/”’ € s 1/;?£ N __sin ]/I_—:'ﬂx—g)_
VI—fcosy/I—RE —y/ 1 —fesiny/1—/kE VI—k
sin/1—kE& cos/1—FkE l

Aus (38) ist die Resolvente

/e -
fir 7—&>0, S(x8)=——"rsi ZH{x—8),
lir o, S(x£) W) 14/ 1 — fe(x—§)

fir 1—k=0, SE&=—(x-4§),

fir 71— %<0, Sx§)= ,,_73

y #—

sone o/ e—1(x—§),
I

2. Ist
K(x8)=2/k cos (x—§)

ein Kern, so folgt aus (37)

Daraus

und folglich ist:

G U

I A(r—8) ¢
° D(x,8)= e
{(#6) e p
Also
fir &< 0, Dy(vE) 1 k=D B (et
tr B—r1<0, D(xg)=—F e : —F(x—8),
r \ i stre 4/ 71— (x—8)

fiir 22—1=0, DI(;L',{E):e(x_C'\(x—E),

I A(x¥—

%) N
e stnley/ 1 — R (x—E).
g -

Aus (38) folgt, dass die Resolvente des Kerns K(x,§)

fiir £y—1>0, D{x,§)=
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fir #—r1<o, S(x,f)::———Z/g 0 {e/e =i 1/??@‘——5)};

VI—F &
fiir Ber=o, S(x,s)zza%{e("‘i)(x—s)},

2k 9 [ H=-D

fiir £ 150, Strf)m—tr . O [0 ,-5}
tr 7>0, S(xf) T ¢ ser o/ Bt —1(x—§)

ist.

Ist also eine Differentialgleichung gegeben, so kann man, wie schon erwihnt,
einen Kert bilden, zu dem eine Resolvente (36) korrespondiert. Aber wie
kann man die Resolvente finden, wenn der Kern zuerst gegeben ist?
Ist der Kern in der Gestalt

(39) K(x8)=u(2)A(E) +aux) A &)+ ...... +2,(x)A,(8),

zu schreiben, so kann man eine lineare Differentialgleichung, deren Losungen

Uy tgyeuesns , %, sind, bilden.
Diese Gleichung sei
U 4 @y L +a, =0,
Da D(x,£) in der Form
(40) D(x,E)=121(x)B (&) + 1 %) By(E) + o +2,()B,(€)

dargestellt wird, so erhilt man durch Vergleich des Kerns (3I) mit (39)

0
(a1 AE)=BAEN =) g | BE i —00) )
om-t '
RaRTILRE +(—I)m—1 DEm—1 {Bi({:x‘z\_bx)})
I=1I, 2,00s0es , "

Aus diesen linearen Differentialgleichungen kann man die Losungen £,
/T , 0, gewinnen,

Hiermit bilden wir
R X e SR +b0=o0.

Wenn man die Lésungen v, v,...... , U, bekommen kann, so erhdlt man

aus (34) und (36) D(x,6) und S(x8).
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Als einfachstes Beispiel betrachten wir den Kern

(42) K(¢7)=a,d*(t)e aQS SHndt

Differentiiert man K(#7) nach ¢ und multipliziert es mit z/—a*4(7), so erhilt

man die Differentialgleichung

du
— A (Du =
o (Hu=o,

Daraus haben wir

14
~ﬁg&zw
UH=¢ ()

[

—o2\ k@t)dt
o

4
Ditry=t—20
e gué(t)dz‘

K(te)=(oeh(e)—ope 140"

Durch Vergleich mit (42) kann man & bestimmen
b= —*k(t)(a,— 1),
daraus

/g — A
L (@) =o, v=d T J e,

Also ist die Resolvente
t/’ Ndt
T L( ) .

S(Z)T) = (llaz/g(z-)e(’zl - I)a'lg

Zusammenfassend kann man sagen :

Satz V. Es sei der Kern in der Form
K(x8)=u(x)A4(8)+...... + 2, %) A,(8)

gegeben, Wir bilden nachstehende lineare Differentialgleiélmng
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€ R A € s » 2,()

wm(x), w" N %), el , 2, 0(x)
e =A%)
u(x), 2y (X) s ereeiinnn s (%)

Wir schreiben

und

B&)=_2D=E5)

[ { zzz(:p)}

Aus den 2 linearen Differentialgleichungen :

AU =BAE)m =)~ BE =) +

am——l
------ + (___1)7’7/—] aEm—l {BZ(E)([ZI—&I>}’ .
[z’ =T, 2)000nes ,m]
bestimmen wir ,, ,,.. . <y 0. Daraus
LG DL + &, 0=o0.

Nach (36) bilden wir S(x,£) mit den Ldsungen

S(,8) =Dy ) bu—ar )_—%{pl(x,s) (ém_l—'-zzm_l)}

e —1

S (DS —a)).

Foeea b (— 1

Dann ist S(x,£) die Resolvente.
Als Beispiel wollen wir einen Kern betrachten :

(i

K8 =aE)+ aE)E =)+ et ariE) = —
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Nach Satz V. ist

anr
A"

._.0}

(:lf——' E)n—l

(7z— )1
(et K {%{ b”_g)}+

(1=2)]
A B G
""" +H(=2) 85““1{ ((7z~—1>)! (_51)}_

Durch Vergleich mit dem gegebenen Kern erhalten wir

D(x8)=

K(x8)=

( . I)n— 72—1[2;n~i_1 — ( . I)n—l( ——b])(”_i_i)(if,,_l + ( - Z)n—‘.‘( - bg)(n—‘l—i)c;ihg Foeens
-+ ( - I)”—lﬁ’i( - bth-—,i))
2@ 45D L +8,_w=o,
a I - an~1
smfyzp&aahq_i%mgxﬁaahg+ﬁ““+(—1%4553{pg%94}
an—l .
S(x,8)=D(%E)a, 1+ a,_s 5 E D (x5 +...... +ao—8577D1 (x6)°

Aus (23) folgt

4D (xf) | ETD(E)
d‘:,:n. + al dEn 1

...... + a1 Di(x§)=o. -
Ist der Kern
. . S N [ 1(2') n—1
K(n)=a )+ a(o)a =)t vovort (S

so wird die Resolvente nach Satz IV berechnet.

aru _
dar o
A a1y
A - (ao A1 + e -+ (Zn_l'v) =0,
x . E\n-1
o(x)=u(x) + L% {aa(E)z,c-n—m(é) +a,(E) O DE) £ ... + zzn_l(.{-‘)z;(é)} JE

1) Die Resolvente ist in dem Buch von Goursat ,, Cours d’Analyse,* IIL. S, 330
gegeben.
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Daraus haben wir

a(X)0" %) + a, ()" (x) + ..o + a,;_l(x)v(;r)

=a,(X) (&) + ...... +a,_{2)u(x) + ‘rK (%) {ao‘ym— Dy, + %_ﬂ,} &,
oder

2(x) = {ao( 2)uP () 4 ... + an_l(x)zz(x)} + r[((x,é)z,(n)(g)dg_
Aus (34) und (35) folgt
() = ) — rDl(x,E) {ao(s)u@-v(s) e :zn(é)zz(é‘)}dé.
Daraus erhalten wir
z an—l
{u(““‘)(x)zzo(x) +rnenn + zz”_l(x)u(x)} =g — j {aOWDI (2E)+.neeen
+ aﬂ_lz)@,s)} « {ao(f)zzc““)(f) ER— zz,l,_l(S)za(E)} gt
Hieraus ergibt sich:
an-—l
S(zf)=— {aa(x)@j Dy E)+ vt tzq,,(x)Dl(x,E)},

oder

Sk =~ D).




