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Schwingungen des im Grundriss
gekrimmten Trigers

Von
Yosei Yamada

eingegangen am 7. September 1925
gegang p 9

Eindeitung.

Ein an einem oder beiden Enden in Stitzen eingebauter Triger, der
im Grundriss eine Kurve bildet, unterliegt an jedem Querschnitte sowoh!
Biegungs-wie Drehmomenten. An den Stiitzen treten Einspannungsmomente
beider Arten in Erscheinung, und so lange diese nicht ermittelt sind, ist das
Moment, das irgend einen Bruch verursachen kénnte, nicht zu bestimmen.
Wenn Momente und Reactionen an den beiden Enden des Tragers gegeben
sind, so wird das Moment an einem beliebigen Punkt des Trdgers ohne
weiters ermittelt werden konnen.

Die Verschiebung eines beliebigen Punktes wurde in drei Richtungen,
namlich in der Richtung der Tangente, in der der Normalen und in der der
vertikalen Richtung an demselben Punkte betrachtet.

Wenn der Triger eine bewegte Last hat, so muss ausser dem Gewicht
auch die Fliehkraft beriicksichtigt werden. Diese Fliehkraft ist je nach der
Stellung der Last verschieden. Die Verschiebungen eines beliebigen Punktes
des Trigers dndern sich mit dem Stellungswechsel der Last.

Man kann sich solche Verschiebungen auch so vorstellen, als ob sie
unter verdnderlichen Lasten an dem Punkte ausgefibrt werden. Der Ver-
fasser hat sich die Sache so gedacht, dass diese verinderlichen I.asten die

durch Seile und Rollen in den drei Richtungen wirkenden Gewichte sind.



24 Yosei Yamada.

Es wird im folgenden gezeigt, wie solche veranderlichen Tasten ermit-
telt werden konnen und in welcher Formel die Beziehung der durch diese
veranderlichen Lasten verursachten Verschiebungen und der Zeit zueinander
steht.

I. Schwingungen des Tragers mit schwingenden Lasten.

Die Verschiebungen irgendeiner Stelle (x, ») eines im Grundriss ge-
krimmten Tragers von konstantem Querschnitt unter der Wirkung einer Last
P beim Punkt (§,%) in beliebigen Richtung kénnen wir allgemein durch die

Formeln

C=yrr in vertikaler Richtung,
(1) ¢ =y Pty P in der Richtung der Tangente,
Cr=KMP P in der Richtung der Normalen,

darstellen, wenn die Stiitzen ganz fest sind.

In obigen Formeln bedeuten F*, P?, P*, die vertikalen, tangentialen,
normalen Komponenten von P und ¥*, ¥*, ¥, ™, ¥"", die Faktoren, die
von der Lage der ins Auge gefassten beliebigen Trager-Stelle und derjenigen
des Angriffsortes der Belastung sowie etwaiger Stiitzenweite und von den
Tragheitsmomenten, dem Elasticitits- und Schermodul abhingen. (Siehe, Y.
Yamada, In der Ebene gekriimmte Triger und Ramensystem mit gekrimm-
ten Riegeln. Fukuoka).

Wie in Abb. 1 gezeigt, greifen die drei Lasten P?, P*, P* durch Seile
und Rollen den Triager beim Punkt D an.

Die Verschiebungen irgendeinen Stelle C (x, ») koénnen wir alsdann

durch die Formeln

Gi=x"pPe in vertikaler Richtung,
(2N Zi=yi* Pt - i P in der Richtung der Tangente,
Cr=yit P+ i P in der Richtung der Normalen,
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darstellen, wobel 77, ¥i%, ¥i, 25", ¥i", als Spezialfille aus ¥**, ¥, ¥, ¥'",
A", abgeleitet werden kénnen.

Betrachten wir den Stab zunachst auch noch als masselos und stellen
uns unter den Lasten P?, P¢, P", die Gewichte von Massen 74y, 7, 1, vor,
die an der Angriffstelle durch Seile und Rollen in vertikaler, tangentialer,
normalen Richtungen befestigt sind, so ist offenbar in (2) ohne sonstige

Anderung mit der Erdbeschleunigung g nur

(3) Pr=mpg; Pt=uty g; Pr=pi} &
zu setzen. Werden dagegen die Massen in Bewegung versetzt, so dass die
Auslenkungen &1, £5h1, {51 ihrer Befestigungsstelle zeitliche Anderung er-
fahren, so wirken die Stabkrafte im Sinne einer Rickfithrung in die Ruhelage,

mithin ist in diesem Falle

d2 v.
ALY
Dt it o
(4) F —m])(e‘f e >
: Cpa
o U o LECALIN
P —ml,(‘> e )
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womit (2) tibergeht in

d-z 2 (Zz 70
(5) C{=xi"m’)}(g~——~[§?1 >+ xi'"’m“fa<g— fﬁ*)

o1 d?_ ‘ 3 .02 2 (izcn'
Ty “mﬁ;(g— 7’3‘) + X '77291(5 - ‘T/;?L>

Daraus erkennen wir, dass sich die augenblicklichen Verschiebungen des
Stabes zusammensetzen aus statischen Auslenkungen
(&) =1i"mivg
(3) (&) = imipg + yi"wih g
() =aitmly & + A" mip g

infolge der Gewichtsbelastungen und dynamischen Betrige

‘lran
Cv //: . v.'uﬂzv = ”-
(&) LA
LAY o Do

(5YR (64 = —yituts, 7 —X§'717721)W

2ot 2o
[ZCI)J WL, d DA

ENV = eyttt Emdy M/ ‘
(, ) X1y ps Do 2

Die Verschiebungen {4, €51, €51, an der Befestigungsstelle D der Lasten

Pr, P, P* konnen als Spezialfille aus (3) abgeleitet werden, nimlich

: s )
1= AL ( o
Cﬂ.l X])J D\ S (Z’l“

dﬂcl )
(601 o= X'b".17/15)<£'— 7%)

-1

[ZZ i
R (e
R

oder

(6)" m’,‘,i

2 g i
. D DA
"y 3 . —Mp&
dt Aoy
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wobel Y54, X% ¥54% als Spezialfdlle aus yi*, ¥i’, ¥i™ abgeleitet werden
koénnen.
Wir kénnen, unter Einfiihrung der Abklrzungen
(o) =Coa—Ap11n &
(7) (Gm)”:C’h‘l—xti)t‘]m;)g
(,.%1)'— a—Apap &

fir die dynamischen Auslenkungen, mit

A, _ A1)
ar? art
. [ZQCl]).l . ﬂﬂ(fﬁ).l)"
() drr dart
Ay _ (i)’
ar? ar

an Stelle von (6) schreiben

A1) (&)

S = 0
ar: Arany
ZQ 1 144 ] 122
0 T G,
at DAy
ﬂyﬁ(C’JLJ.l)” + (C?H)// = 0
[l’fg I(nnﬂzﬁ

Die Integrale dieser Formeln ergeben alsdann die zeitlichen Anderungen
der (&%), (€5%2)", (€%4)”, und damit auch wegen (7) diejenigen der Aus-
lenkungen %4, &1, &y, durch deren Einfihrung in (5) schliesslich der
Bewegungszustand des ganzen Stabes festgelegt ist.

Die Differentialgleichungen (9) haben die allgemeinen Integrale

I3 .
(Cha)'=Aycos— —=——==+(; st ——
1 Y pain, 1V A5,
(10)4(Ehn)"= e + G sin
1/ YR 1/ x5, ity
(Ch0)'=4, 505_*“*— 4 G stn————
N VAt

oder mit (&%) =(C%)" =(Ch1)" =0 fir t=0 und z==2=¢



28 Yosei Yamada.

0= Al = AQ e Ag
( 1 I) . 7Y . 7 . P
0=C_] sin——2——=20, sm%‘;ﬁ =, st——2——
U0 U . L
VA 1V Aoty V Xoaity

Die letzte dieser Bedingungen wird nur erfillt fiir

Ci=C=C=o0 oder
v ¢ n
SZ‘” %T = SZ‘?Z % = SZ 2.7, =0
v At v Y 1/ Apantn

Hiervon hat (i=C.=C;=0 keinen Sinn. Es bleibt nur die Bedingung
v 14 ".x.
S————=S$t————= ———=¢ {ibrig,

VX V Aty 1/ At

woraus sich die Schwingungsdauer zu

( to=2my/ ¥, in vertikaler Richtung,
(12) t‘_zm/ Xty in der Richtung der Tangente,
z‘”_27r1/ Ay in der Richtung der der Normalen,
berechnet.

Da die Konstanten ¢, ¢;, C; die dynamischen Halb- Schwingungsweiten
bedeuten, so kann man durch Beobachtung diese Konstanten ermitteln.

Aus (7) errechnet man

. I
C:l;).l ={(q Sin2 BT + X%’l.}lﬂiz)g
VA 1l
z ;. l(
(131 Eo1=C St Y h g
1/ A5ty
Cra=0Cs sm%—/ —— -+ YBnE
V' XBameh
T ___G Sire
at® Apurrsp 1/ Ay,
A4 G
(14) {ZI’) = iy :
z Xramip 1/ Aoty
s _ Cs stne
datt R -I/X’l’) narty
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Aus (5) folgt
¢

72
X}"ulﬂzl) 1/ X}'; "

‘- M( o

=i 7”1)( + e §I72
'1/ Aty

Apit’n 1/ X}L)"m -

s .
= v1"‘7722( Sr—, sin
Ybaitp 1/ X517
Cs

+ Xi{-“yﬂ"j;(é"—}- P sin —
A 1/ Ay

)
Vi)
(15) +/(’"7/Z“,("+ 1,?1 sin )
Vo)
)

Beispiel

j o | 0

Der in Abb. 2 gezeigte Trager ACDZES bildet einen Halb-Kreis, dessen
Durchmesser gleich 2r ist. Durch Seile und Rollen greifen die drei Lasten
P, P, P* den Triager beim Punkt 2 (», #) an, so dass die Lasten in

vertikaler, tangentialer uud normaler Richtung wirken.
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In diesem Falle rechnet man die Verschiebungen irgendeiner Stelle C
(#, ») aus
I =P in vertikaler Richtung bei C
Ci=yi' P!+ y"P*  in der Richtung der Tangente bei C,
lé_’i"—-—;{i’”l"—}-){i’“"l’” in der Richtung der Normalen bei C.

Die Faktoren ¥, ¥i', %™ 1% yi™ ergeben sich mit Zentralwinkel ¢
aus folgenden Formeln ;
7,3

2 =g Er

[477/1(90 tcos p—I)—4(7 +A+7h) sin @

2z Dy sin g+ 2p cos ) |

L7
,~f

wobei A=

T
ipa wird abgeleitet indem man g="7 setzt :

7° R ,
(5) =g | a8 )
7 . .
“@) xi-’=m[2ﬂ(7-+ (¢ +cos ¢—1) —2{n(7f~+ A+

4 /
(=i 1 —%)}singo + <1 + jﬂ >{7t<7/‘2 + 2@ sin ¢+ 2( — g cos 50}]
v

[/
wdbei A=—

F

. . T .
A wird abgeleitet indem ¢=-— gesetzt wird :

(5) A :Wﬁ[(yi_y)&[ I +%>—8} +,—z(7ﬁ+/1/){rc<3+—i;>_g}]

3

©6) 4= 4 [-.¢(72+ ).’)(ﬁ—2)50+4{4//1—7r(72+ /V)}(I—:os %)

T TP+ ) =8PV EL
()
7 Jsm 59—<]+ -

+ { SO ) (—2) + (ﬁ-’(f—’ + ) —87»1)(1 _
{2(472—n(7‘-’ +)J)>go sin @ +{ 77+ ) —87/’"’>§0 cos 50%]
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;T - . .
Wenn man ¢=— setzt, dann wird richtig
2

(7) ‘ Liv=0
3

7 92
©) = s | =)

A -
—(1 + 7) {2(7/"’ — ) sin ¢ +n(*+ 1) (st ¢—¢ cos go)} J

. . . . . T
¥4 wird richtig gleich null indem man 59=7 setzt.

(9) "= 4{7.[2(7,2 4 xf) —Sfi}E]/ {_(72—*' )‘l)(ﬂ:_le —cos Sp)

+ (1 + j: >{ (n‘z(yﬂ + ) — 87/’1>9p St @+ 2<4r‘2 —m(r+ A )><si7zsﬁ — @ cos 90>}]

— . . T .
¥pi wird abgeleitet indem ¢=— gesetzt wird
2

3

7 AN\
YT — 7l 20,2 )\/ _ 0,2
Ani SRR ) — 8 Bl [(14——7/2 >l7<7 (P2 =& )

+ 4<4VQ~— (7 + Z’))} —8(F+2) 75«2)]

Dieses Verfahren wird durch das folgende Zahlenbeispiel erlautert. Fir
den Stab mit runden Quérschnit’ce sei [==1"=490.0cm", /=981.8cm?, F'=78.
54cm’, £E=2,000,000kg/cm?, p==800,000kg/cm?, der Halbmesser des Kreises
r=100cm, die Lasten F'=/"=/F"=1,000 kg.

. Bl vy ) L
Man erhalt 227——— 1.25, 2’27 =6.25cm”, und fir die Anwendung

der G/ (2), (4), (6), (8), (9) nachstehende Zusammenstellung I.
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Zusammenstellung I

in Zahlen 15 .30 .43 .60 .75 .90 | 1,05 | 1.20| 1.35| 1.50 —

in Graden | 8°306/17°11/|25°47/|34°23/{42° 58/|51° 347]60° 10/|68° 45/|77° 21/|85° 57/| go°

10° % X}"” 5.05| 21.00| 47.48] 8o.21| 117.16| 155.66| 192.39| 224.12] 247.74] 260.47|262.14
100 X X,i't 1.32)  7.42] 20.95] 42.38] 70.42)102.32| 134.04| 163.47} 185.22} 196.97198.53
100 X Xti'n —1.10] —4.5Q] ~11.23] -20.14| —29.34| -30.34|-38.86| -35.12| —24.68] -8.60] o
107 X X’l’" 18.04f 061.09| 114.04] 103.77| 199.67| 214.48| 204.25| 168.53| 110.66| 37.25 o
107 X ¥ | —0.95-30.37{-49.40| -58.64| ~52.49| —20.82|  6.89| SI1.54] 04.28| 122.47]126.34

Fiar die Anwendung der GZ (1) erhilt man die statischen Verschieb

ungen irgendeiner Stelle C':

Zusammenstellung 1T

» in Zahlen .15 .30 45 .60 .75 .Qo | 105 | I.20]| 1.35| 1.50 %

(Ci)’ in cm. .0057| .0220] .0475| .080z| .1172 .1557| .1924] .2241| .2477| .2605] .2621
(C{)/ in mm. | .ocoz| .0028] .0097| .0222| .0411] .0660| .0958| .1283 .1Go5| .1884| .1985

(€1Y in mm. | .0081| .0307| .0646| .1051| .1472| .1847| .2111| .2201| .z049| .1597| .1263

In den nachstehenden Abbidungen 3 und 4 sind die Werte von Faktoren
xXi x5 A A, ', und die Verschiebungen (&9), (€LY, (¢hY fir die linke

Triagerhilfte ersichtlich gemacht,
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Abb. 4.

Yosei Yamada.
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Man erhalt auch noch

718 == 11ty =11} =1.01Q

¥31=0.000,262,25 7Py '3 =0.000,207,33
y ‘,-}1=o.ooo,019 77 VY1 =0.000,020,15
e —=0.000,012,63 Y5 =0.000,012,88
I

V1 =0.01635 — e =01.162

1 DY

R S
1/7/11)%1)1-—0 00449 »[/W_—“““J 7
ST e =278.552
v 11pX i =—0.00359 1/7”1)7{71117; 270552
£1=0.103 Sck. (1) =Cy stn 61.162¢
tt=0.028 (Con)'=0C, sin 222.717¢
£=0.023 ,, (&) =Cs sin 278.552¢

Die gesamten Auslenkungen irgendeiner Stelle sind alsdann
Er=(e1Y + 3813047 C, sin 61.162¢
Ci=(&) + 5058241 Cy sin 222.7170+ 7o177¢i"Cy st 278.522¢
& =) + 50582y, sin 222.717¢+ 791774 Cy sin 278.552¢
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2. Erzwungene Schwingungen unter der Wirkung
einer bewegten Last.
Abb. .

A B%MIT,
l .

1
Vo -V
Der in Abb. § gezeigte im Grundriss gekrimmte Triger ACB ist an
beiden Enden eingebaut und eine Last 2 fahrt von A bis £ den Triger
entlang. In diesem Abschnitt werden Temperaturinderungen und Verschie-
bungen der Stiitzen nicht beriicksichtigt. Die Verschiebungen des Punktes

D (a, 6) unter der Wirkung einer bewegten Last 2 beim Punkt € (£, 7)

sind
o=yl in vertikaler Richtung,
(I Co=xi P in der Richtung der Tangente,
=y P in der Richtung der Normalen,

in dem 2P die Zentrifugalkraft der bewegten Last £ und x3', Y7, X»" Falto-
ren bedeuten, die von der Lage der Stelle D d. h. (e, ) und derjenigeu des
Angriffsortes der Last d. h. (§, 7) sowie etwaigen Stiitzenweiten / und E I,
I, p. J abhingen und als Spezialfille aus y**, ', y"" abgeleitet werden
konnen. Die im Punkte D befindlichen verdnderlichen Lasten P, P, P,

die dieselben Verschiebungen hervorrufen, folgen aus
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Poia=ys'
(2 Phitsia=r "
Phsi=y 0"
wobel ¥%h, %5 ywi als Spezialfalle aus y™, ¥, " abgeleitet werden
kénnen. Wenn die Last /2 sich mit der konstanten Geschwindigkeit v

bewegt, dann wird,

AG)
S AR S d& .
(3) "= o worin P [ [(z’f(f) \} ist,
d& |

und da s ;/\/I—{—( ;’Jj )iz’x:vi ist, so sind Py, P%, P% Funktionen von £
a /]
Hierin bedeutet # den Zeitraum, in dem die Last F von A bis C fihrt.
Betrachten wir den Triger zunidchst auch noch als masselos und stellen
wir uns unter den veranderlichen Lasten 23, 7%, P’} die Gewichte von Mas-
sen. mp, iy, ey vor, die durch Seile und Rollen in den 3 Richtungen an
der Angriffstelle befestigt sind, so ergeben sich die erzwungenen Schwingun-

gen, die der Punkt D) unter diesen verdnderlichen Lasten ausfihrt, aus den

Gleichungen
(ZQ v 1 (1] 1
1y — P = =P,
dade? X1
dicl Cl
p D1 D p
(4) p 2 + aplet ZP-D
at Aba
& D
i . . __ Dn
"~ + T £
order
- C])i Lt I
17 s+ L p1= »
at iy
ll’f]ﬂ P
()22 Bla=— 2
125
*ha Py
[lf +/nf n
- 7y
. r 7 7 .
wenn nimlich £,= —; = ;A= — setzt wird.

) ¢ {2 N ] -
MY i MpYna 3y 4x1
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Die allgemeinen ILdsungen der Differentialgleichungen lauten fiir

1/—/671:“1:7 1/—'{3{:“[, —1’/—/",71:aﬂ:

—0, ¢ o PR o ap4 Pv 7 1

e v | ) v v D v
(o= ———14,+ g e a’zJ +“[Q+ 5-—— ¢ dt
20, | #ih, z2a, | 7% i
Y ‘ - ot [T

[ P]) %t ot Pj) %
O)thn=——| i | S|+ a2
20, | 72y 20, 3 unm _
—0, ¢ . . ;- o1 D g g

e P D %l ern D %
ST /R N ) I T
2 (lu L. 7 Zl]) 2 (/'71, ~ 771 l) i

Hierin bedeuten A, Gy, A4, C;, A, C; die Integralkonstanten. Da die

Gréssen der Massen #2j, me)j, 772), genau genommen

P P )
(7) Ny = = =
. g o
< S

gesetzt werden missen, so entsteht die Schwierigkeit, dass man es mit drei
veranderlichen #24,, 7, #}, zu tun hat.

Hitte man 4, 2, m) in diesen verdnderlichen Formen in die Gleich-
ungen eingefithrt, so hitten sich die_iiberhaupt nicht oder wenigstens nicht
mit einigermassen einfachen Mitteln 16sbare Gleichungen ergeben. Man kann
die anndhernden Losungen erzielen, indem man sich # in %, 2, m3, von

Null bis zum Endwerte nach einer Stufenzahl #, 4, #......7,......wachsend

K 2 P?'L
denkt, die betreffende (mﬂ})) ::< :) <m’1)> :( ”) <m’,’)> =(Tp) fur
n 8 ny w & ny 2 & n

jede Stufe berechnet und G/, (6) nun 18st, indem man fiir die Stuffe #, 4 bis

¢, jeweils die zu 4, gehorigen (#2)),, (172p), (5735), als Festwerte betrachtet.
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Beispiel
] y Pn
I .P D (7’, 7’)
En
(%, 7) \
\\\\ \ ,(
S Y /
y 2k / A e L\ 5 -
¢ @ 2 0 VA i
L7 B
H P
T, M 7
Vy ‘
Abb. 6.

Wenn der Triage, wie in Abb. 6 gezeigt ist, ein Halb-Kreis ist, dann sind

die Momente und die axiale Kraft an einem beliebigen Punkt (x, )

M =M, cos ¢+(T,— Vo) sin¢ Zwischen A und P,
=M, cos ¢+ (T,— V) sin ¢+ Pr sin (¢—¢) » Zwischen P und B,
B =B,— Hr+ Hjy cos ¢+ Hj'v sin ¢ Zwischen A und P,

=B, —H'r+ Hlvcoso+ Hirsing—Prsin(p—¢.)  Zwischen P und B,
T =(1,—Vy)cos o— M, sin ¢+ Vy Zwischen A und P,
=(L,—Vp)ycosg—M,sing+ Vy— P’l’{ r—cos (¢— S{)g)} Zwischen P und B,

N =H}cos o+ H) sin ¢ Zwischen A und P,

=} cos ¢+ HT sin ¢— P sin (¢ —¢y) Zwischen P und B.
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Die Momente und die Reaktionen bei A4 sind

e Py {71+ A)— 4R} sin @, — (1 + N, sin @+ 2nA(1 — cos @) — 42¢;
o iz + Ay —84

82 .
(2 + ) (7 —@e) + —— —2(z + V)gs sin . — 42
7,=Pr i

(74 4)

+ {gh—n (1 + )} cos o, + {75(1—[—2)——%}% cos @,

—&84
B — Py 7P+ ANz —cos @)+ {6 —7 (7 + A — 24 7 sine @,
’ 25 + )
A 21(72 + Ay cos @e + (TP -+ X)) — 87} @, sin @,

— 8yt

(7 — o)+ (T—29.) sin ¢, ) (7 + 1) — 4 X1 +cos ¢:)
V=P z
m(r+2)—84

]{l: — P (TC—SD";) Si?ll P

° T

I pr T A )= g} cos @y 7(P2 4 V) sin g —n(2+ V) cos ge— 4
U

(7 M) —8r*

wobei A=, N=—"o,

Die vertikale Verschiebung in der Trigermitte D (7, #) ist fiir o<§95<§

(3) G=xw' P

3

b PYLE . 4 92 . . 2 —
wobel  yp'= BT+ )57} [znl(n 2¢, ncasgog)—i—z{fr(l )

+<S’/I}sz'-zz O+ n{n%z-{—&)-zél}g&z stz @+ 2{7{"’(1 + K)—é’&}goi cos 902]4—

]/'3

5 il — 2 2l a2 _ 1,
T ) =87y [167 27(2—{—2)4—27{7‘{(14—2) 82—}-277Jg9;

+2{ﬂé(2 —|—2)—-8/2}7r cos @, — 2 {7{"(3 + ) +72(7 + ) —8Az + n)}sz’n e

+ rc{ﬂg(f +A)—8EA+ 8}902 sin @+ z{nz(z + X)—Sl}sog ocs %J



Schwingungen des im Grundriss gekriimmten Trigers. 41

i

Aus ¥z wird ¥7; abgeleitet, indem w;,::; gesetzt wird :
oo (T —q) PGP —8n—y)
) Y Sapf

Aus (3) und (4) folgt

2P
— =G —8r— )\

+ (7 + A, sin @+ 2(1 + A)p, cos ¢, }

(5) PI’;_ 2711 (¢ +cos@.—1)—2(1+ A+ mh)sin ¢

4 .
oder, da ¢ :7z‘ ist:

2P

) = G —sm— )\

2 TZ(%Z‘ cos ot — I)
7
—2(1+A+47k) sin—t -+ (r+ X)—zz‘ sin-—t+ 2(r+ /‘l)—Ti ¢ cosﬂzz‘1
” 7 7 r r )
Die horizontale Verschiebung des Punktes 2 in der Richtung der Tangente
T
ist fir o< ¢, < >
% C=1t5P"

7/3

FEL ()~

wobei ¥y = 57 [L— 277{ (74 =8+ zn/l’}

+ rr{n‘z(y/z + )-8 — /V)}sz'n 0.+ 27[{ (P A =8+ 27:/1’}505 @,
a [ \ : N '
+ 2| (P M) — 8 & S Q@ —T {7{‘"’(7/' + =8 — )\)JgpE cos gﬁ-;J
+ -
4 EF {2+ ) — 87

— 4% cos goﬁ—z[rr‘(r + AN =87 }gﬂv SE1L P — “ln (G2

7 [4 77 4 n{n‘z(f-’ + Ay —16 r’z}sm o

——167/‘“’}% cos goE] ist.

T .
Wenn man Pe="7 in ¥4 setzt, dann wird ¥%'=o.
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¥y wird folgendermallen berechnet :
(8) fr =L L )57 8) g 1)
YT Sn Bl (P 4+ 20) | , - I

o fara 2l
T ERER " A=y
Aus (7) und (8) folgt
2P (P4 [ . K
(P MNP —8) -l } — g(P =) [__Zm (I~ s f)

(9) £p =
(4 ) sin 1 — —7; teos )+ 2(r*— )J)-—jf ¢ sin *‘:j z‘]
- . " ; -

Die horizontale Verschiebung des Puntes 2 in der Richtung der Normalen

. T
ist fir o< @, <<—
2

(IO) 171) — X')]l).'n])n

- r® r I o 01
AL (2 - A 2 N
wobei Yo — Ef/{ L2(7’2 7’/) 87’2} [4l‘l(l -+ ) 27 J(I cos gps)

— 2N ) st o 2P X) (= R cos g [ FO4 D)

7
]“L JEF 7P+ ) —87 [

+2n(rt 4+ ) sin @, — {7‘[2 (7 + ) =8 }905 St @,

—87'2}505 i1z @ — 81— cos ¢,)

—z2n(r* + ), cos SDEJ

¥ou ergibt folgenden Wert :
7
(1) 5 = ST (4 1) =6

{n3(7,‘l+)\l>_20ﬂ7,2 + 321 —r2nk 4 16)/}

7

SBR[ (P ) —8r

o {n’*(r‘z + Ay — 121" 4 1617 — 47r2'}
!

Aus (10) und (11) folgt

2])71

(12) Pl o= ﬂg(yg_Fx/)_20n7,::+327,5_4ﬂ2/

[4 rH(m— 2)(1 — cos %zf > +2(mk

) N o . , v
— P41\ sin—t—— ¢ ms;t>—— {ﬂ'(r2 +A) =87 }f—z,‘ sznizf]
7 7' ” 7'
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Die erzwungenen Schwingungen, die der Punkt 2 unter den verdn-

derlichen Kraften P3, P, P35 ausfiihrt, ergeben sich aus den Gleichungen :

C])I

(13) +hlH =a (—I+ i ¢ cos %‘z‘ + b, sin —z‘—l—c~fsm~z‘

ez v
A d 1 cos —t
r ”

wobei  /£,= ~——I—-; a,=21k G,; by=—2(r+2+7) G,; c,=n(r+1) G,;

50X

2P

. i Y v
d=2(142) Go; G mip{mt— g+ (30— 8n—4)}

2 v . v v v
( 14) CD A, Eoa =ﬂ1<1 - oS Tj) + 51<Suz ;fz‘—— 7;‘ cos 7z‘>

v . v
4 oy st —t
s 7

wobel 4 :713,;‘?; ay=—2nrt Gy b =n(r*+ ) G; ey=2("—¥) G\
- 21)71(7,2 + )\/)
TP+ NG —8) 4l ) — (P — )]

(1 5) =Pl pen 1——LZ7<I — cos *‘z‘> + 0, (sz;z — __*# cos -}z)

+ cg—z‘ st —t
7 7

I .
= gy=gp (7 —2) Gy by=2(al — 4" + 7" G5

€= — {n’z(yf‘l—kl’)——&fﬁ}

?Pn
mp{ (- A — 20m7" + 327°— gal}

Gy Gy=

Die Losung der Gl. (13) lautet:

T 2Ly | -
e Cmﬁ{n‘l—4+2(3n2—8n—4)}{<% —/}L <7’ {/Lv( Y

A2 U bt (2)
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~—/1’v}L(I ~Z )+ 27r/é,,{2/cv—— (22+ I)(Lj )} cos 2 Z+ 2/31,{(3 + 34
Vi Va 7
+ n'])(—ﬂ )2—— (r+2+ mi)/é,,}sz'n L (r+ /1)1 &, {(1 )g—,év}t
7 7 7 7

. v v
X <7TSZ7Z — -+ 2 cos —1 >]
7 v

Aoy . L, 93
y7 sind o fiir #=o. 7

(17) 2(%)2{/%(71/1 —2—20)— ﬂ/l(%)z} cos 1/ et — 27'{%/5” (%)2 + %, }

1 . .
wird auch ¢ fir

v und

X st 4/ bt + 27[1{(1); — /av} 'r/éu{(/l )k, —(3A+ 1)( ) }sm —¢
v
+ 2/67,{(2 204 nz)(i)— 71/1/51,} cosLt— (1 4+ (1)“_@};
v 7 W\~
v T v, v
X (rr— cos—1 — 2—Si7 \z‘)z 0
v 7 7 7
woraus durch Versuch ¢ ermittelt werden kann.

. . . . . . s
Fir die Tragermitte wird bei z‘=2—7):

]) ])1
(18) ¢ha=7 -

.lng—gt—i—R(jnz—gﬂ_4)}{<%)2_/g,y}e

'l/ X’u

IO IO

—znx{(%f_ze;} <z—-)+2/bv{( 3 ;+~)»(_) (J-I—/H—ml)/e}

een{(2)

2<%>{ (K —2—21)

. ’ 8
wobei b=
[ agtls
Py
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Fir v=0 wird in G/ (18) richtig gleich =Py, fir V=c wird &5,
unbestimmt., Die Losung der G/. (14) lautet:

21)7’(7/2+)‘/>XM.
(19> Ct]).I: [ 2

[
0 1’){7f2(5n—8) + nzf} _4(7‘1_1/)2]{@)2_ z, }2 [2”(’
1) (DY st B A Y (G ot t

X €os 1//sz 27 {(7 >_—/l,} — +Z’)/é,<3——/»,>sz7z —

-—2&,{n7f<;—t,>+2(r 2/)<~> cos -~ 2(7-_/1')4,( 4 ——/é)

v, v ) s 7 ]
X —¢ st —t+a(r + /1’)/6,(——,— — ke cos —¢
7 7 7’ e 7

ay ) ac ] ' ..
%1 und L. sind o fiir z=o. Cha wird auch o fir
e at

(20) 271'(7/-’+/1’)<F ) Jy, cos 4/ Tet— 2< )]/Atlvr (M-/»,)—}~2(7/ —/1’)/72;}

X siny/ ey 2, z‘~{('r7/ — 7’)<~ — lt> + 20— ><-> sm—f
— zn(r+ X’)/c,( p > cos —-z‘ (N )/c,( > <——£,>Z smﬁf

—2(rP—X )/€,<1>(L, — /ct>z‘ cos Lt=o0
7/ \ 7 7

woraus durch Versuch ¢ ermittelt werden kann.

Far die Trigermitte wird be1 t="""1 (21) = o
2¢ -

Die Losung der GZ. (13) lautet:

(22) Cha=r 2L ] -
1 T+ A — 20m2 + 3290 — ym k! }{(;) — fcﬂ}

o v 8 T . ¥ v 2[ o 2 \? 0 o
+ 71'7")<7 1/ o, stiy/ /c,,,,z‘—.z(?) 2 (r— 2)(7> + 27+ A
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— 2k (247 )} cosy/ Fal + 47 (/L—z){<%>-,—én}—

f af (1)2 af,0 );(1)2_ A7, . 1 4
+2/lnl27f (m—6) o (42 > 2rk,(n 2>] cos;—z‘
— 2k, (mk — 47 + ﬁV§>(9;:;——k,,,> sin %z‘

v, . v
— smht

+ é’n(% - /671>{7T'2(7/1 4 ]l) _ 87’2}

£, (7h! — AL 1\t os 2
-+ 2k, (7 — g7 77 )( 2 F } p Y ¢ cos : Z:I

Chy und sind o fir z=o. wird auch o fir

A t_ic_y)_x
dt At

(23) w7 —gr*tar )<“) by cos v/ Rt + ’( ) 2ri(n—2 )<‘)
+ k(P Ay — 2k (24 7) }1/ foyy sty Pt
o o _anl @ 2N, 0 9
+ (g7t — i —mA!) | sin 72‘—4/37, " (7l — g* 4 7%
% cos L4 /cﬂ<fi>~<v—;—— /J,Ly (vt ) ——cS’r“}z‘ cos 2t
v 2 % l v

—2/37,<£>_(7r/1’ P e )(——/m>t sin t= o
7 7 v
woraus durch Versuch ¢ ermittelt werden kann.

. . . . . Ty
Fiir die Trager 3 = :
2v

2])11 2.9

(24) Cha= (5 L1 [(7V 2r4(”x/‘“
1 27?4 A — 2o + 3207 — gl } 1 <—> — /a’ﬂ} L
v

of 2N 5, (T AV PRV EAN
+ )<7> VR, 5172(51/é’,l>—2<7> {zr (7 H)(7>
AP A — 2k P (2 + 71)} cos < i V& ,L>
_[’ n)

+ 47 (n—z)( :q ! ,>L—2/a’q, (7A! — g7 - m? )(

T '212 f LY "1
Zp WA (R AN =8
M "( 7 '>IT(7 +A) =87 J}
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)
o o
— 07/

p— S
il pibot

wobei 2,

Fir v=0 wird in Gl (24) richtig {j1=0, fir V=0 wird {}; unbes-
timmt. Wenn die Last die Tragermitte Uberschreitet, so sind die Verchieb-

ungen in der Tragermitte D :

§ ])/3 9 o
(25> {p= 47[E[{7TQ(I +;‘)__81} [271“:2(7?—2502)—}—{71‘4(14—1)—67[‘)\

— 2+ 168} sin @—2n{m(2A+ 1) — 8} cos @, —7* (1 + A)p;
x stz e+ 2{7(1 + ) — 84}, cos 992]

p2%
T A N80
—2n{n (1 + ) —8A—2n} @+ {71 + ) — 2) — 2n*(3 + 54)
+ 16T+ 1)} sin @, -+ 2n{16A—n*(2+ 1)} cos ¢,

[27[2{7[9([ +4)— 84} —2n®(2 + A) + 1672

—a(n* =&Y 1 + Do, sin g, +2{n (1 +A)—8} ¢, cos goJ

\ . Pn73

(26) Co= o (4 1Y =57
— (3P ) =8En(37 + X)) sin @+ (TP + VY4 + 2m—77)
— 4 (g—mn)} cos @+ 2 {7+ 1) =8 @, st @,

. . Py :
o ' e ] 2,2
+7( 8) (1/ + )SD’ cos ?}]"‘ 47TEF<71'2(7’2+ZI)_87’2> [47'[7’

+ (7P + M) —167°) sin @o—n*{w*(P+ ) — 47*} cos @,

[27?3(7/2 + A — gm* X — 167

—2{7 (P + V) =8V @y sin ¢+ 777 + A, cos go]

(27) &= JET <ng(5n::,) =5 [471(734- AN —8F + {romy® + 2nk!
—(§+ 7Y+ A} sin @, + {n(en—2)(1* + ) — 87} cos .
+ A7 71— 8P} @ sin @, + (8 —2m)(#* + ), cos ¢,
Py [

LEF (7 (#* + 1) — 87}

X sin Qg+ {27 — A1) — 81} cos @, + (77" + M) — 8 @, s,

—2n(y*+ M) @, cos 902]

Die veridnderlichen Krifte Pj, Pj, P}, die ortfest in der Triagermitte

+ — 87+ {ron?+ 2nk — a2+ X))

verharrend die gleichen Verschiebungen erzeugen, lassen sich wie folgt er-
rechnen :
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'S
Py, 2F

= - !_ 7 — —_— v 2
7r‘“’—4z+/1(3n2——87r—4)[42ﬂ(‘n 7) 27r27z‘+ (1 +4)

—2(r+4+ nl)} sz'7z;zf~ 2n(1 4 24) cos Py {2+ Z)lz‘
» 7 7
x sz‘;z:izur 2(1+2) 2L cos 3;]
” 7 7

Y ol o Y o ’ 2
= ) P or =8 e} — =2 | T )

v, [ s e 1 v 0 v, . v
X $t71— w1 — (R A) = Nt sin—
(28). sire-— z+ |z *+ )jeos -, t+ 2(r )7, ?sin—-t

+ (@A)t cos —j—z‘]
7/

j2— 21)7,’ 2 . g2 !
Pn—mm[4r(n 2)—!—{]07:7/ 4 2md

— 8P =¥ + /1’)} sz‘il%f—&— {zrr"’(';f‘z + Ay — g (m 2)} cos %z‘

L + { (A — 8}’2} %Z si?l%t+ {87"" —2n(P -+ ) }%t cos ;Lz,‘]

Um die Differentialegleichungen fiir die erzwungenen Schwingungen
des Tragers unter diesen veridnderlichen Kriften zu I6sen, miissen die Grenz-
bedingungen zur Ermittlung der sich ergebenden Festwerte jetzt so ge-
wihlt werden, dass die Schaulinienhilften fiir die Verschiebungen der
Tragermitte bei Bewegung der Last von bzw. nach der Trigermitte richtig
aneinander schliessen.

Die vertikale erzwungene Schwingung ist alsdann :

Y 3
(29} £5u= TR A (e
{ng———4+/1(3712——87r*4)J(7——/a’v) ¢ ;

AT = «
9 sm(ﬁ1/ A > N\ 9
-—n/t_”?} SN2 T 27T<A) Qig_ + /) cos (’11 /7—)] ~
# 7 20

7 W
2Py 2
v

I %
-2 2 Al — T —
{7T2_4+R(\;n‘l_é’ﬂ——4)}<%——/€ﬂ> l_277 ( P> é)( I

_ %¢>_/eq,{(n‘-’(f 4 A)—2(1 42 +ﬂk>)( A

+

¥

— Ry ) — A il

/v> Az+4) 7
7 1 27 N v

X sz7z7z‘+2rr/cvl(1 +22) 7——/4, + (I—}—A)—;Z—J cos—t

7/ ——/Zy,)«[rzﬂt sinlt—2" ¢ cos :‘iz‘q
7 (G v 7 r

+(z 4+ z)/@.(
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Iiiir Endpunkt B wird bei z‘:%:

_ 2Py
(30) Cpa= {n2—4—|—l<3n" 8)'61‘ ) <_‘_——-l,,u) Lz( ){/a (A —2— 2/1)

2 ) Y ey )

V&,

Fir v=0 wird in G/ (30) richtig &=

Die tangentiale erzwungene Schwingung lautet :

- 2P+ MK, 5
(31) Cha [n(r2+/1'){72(3ﬂ—8)+7r1’} Hr =AY ](k_/a’)

2 2 2
x [27rrg< © ) + nét{Lz( 574 A A L[ — 37‘/2)} sz'nﬁz‘

——is‘{ 2t —a*(s* -}—Z’))(

- /a,) + 4—~(¢ —/1’)} cos Ez‘
2 u
—~,él(—7);«— % { 2(7 =X )lz‘ sin2 4 (7 + )¢ cos ﬂz‘}]
7 l 7 7 7 7

Fir Endpunkt B wird bei z‘=%:
(32) Cha=o
Die normale erzwungene Schwingung lautet:
2P
YA My —20mp® 4 3207 — gk }(_;

) o 9
+ ﬂ?f‘l)(i;«) 3 /75/” 272 (12%1 / /g/ﬂ) — 2(%) { 2r(m— 2)(%)
BT A — 28 (2 +70) Vcos (o) 77)

. Y 27 1 "

+ anw 92
{ 3(7/ Z/).—_ 907‘[7/‘ +327; 471'/{’}( . —"/3 > L47’ (71‘ 2)(

— ) — én{ <—~ — e, (0P + 2wl — 89— — 7k
7

(33) Cha= { . > L4(”x/ 4

7

—2( = (5’7/ —2n?—2nd') § sin —41‘ Bl (L=, (2n®®  2nX
7
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— g =81) + 2<:U">_(7f27 PN —8r7) Veos 2 /11(37 - /‘%r) f (2%
: 4 R 7 l
A — 87’2>—w‘5 sinZr+ (87— 2mp® — 2md! )il cos 2y ]:l
7 2 ” |
Fir Endpunkt B wird bei #= f;’_” .

" PNX T
(34) C:l'll: z 21 ] B} I r__ 2
{rf’(fz + MY—z0mr* 4 327" — yml! J(%j) —y H) [,4(71.)‘ #

3 (_ﬂ o AN NG
+ mﬂ(%) vV E, sz'n(‘z%-;/ /a’q,)——z(-;é) {2;»'2(7r—2)<%>

-+ /Ifl'ﬂr[?(y/? + ]/) — 2/‘2/717/3(2 -+ ’/T)} cos <%1/E>:|

Fir v=0 wird in G/ (34) richtig &j1=o.

Dieses Verfahren wird durch das folgende numerische Beipiel erldutert :
Fuar den Trager mit rundem Querschnitt sei /=/"=480.9cm®, /=98I.

8 cm®*, F=y8.54 cm®, E=2,000,000 kg/cm?, p=_800,000 kg/cm®, P=1,000kg,

r=1.00m ; die Geschwindigkeit »=3.00 m/sek., womit der Triger in 1.047

Sek. durhfahren wird.

E[ Vi 2 ; P'Z/Q
Ae= 20 =1.2¢, M=__=625cm’, P'=
7 . g

Vo o =917 kg.

Man erhilt fir die Anwendung der GZ (2) nachstehende Zusammen-

stellung III

Zusammenstellung 111 (A)

—

n Zahlen 0.15 0.30, o©0.45 o0.60f ©0.75 o0.90| 1.05 1.20 1.35 I.50] I.57

P
) in Graden | 8°36/17°11/]25°47/} 34°23/42°58/| 51°34/|60° 10/| 68° 457 77°21/|85°57/| 90°00/

¢ in Sek. 0.05| o0.10] o0.15] o0.20| ©.25 0.30] 0.35 0.40 0.45| ©0.50| 0.524

M, in kg m 143 271 380 466 531] 571 588 585 562 5230 500
B, in kg m -114] ~185] —218] -218] -193] -150| -05 ~35 25 78 100

7, in kg m 7 24 49 790 107|134 156] 172|181 182] 181
V, in kg 903 981 088! o025 880 825/ 762 69z] 6150 536] oo
Y in kg —131 —245| -342] —417] —476 -§11| -522/ -528 ~511l ~479] -438
HYin kg goo| 8oz| 677 5220 350 174 4l ~151] —281] —382| —419
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Zusammenstellung  IIT (B)
in Zahlen 1.65| 1.80| 1.9§5 =2.10| =2.25| 2.40| =2.55] =z2.7¢[ 2.85 3.00 3.14
P«

in Graden |94°32/|103°08/111°44/|120°10/|128°55/|137°31/[146°00/|154°42/{163°1&/|171°53/[180°00

Z in Sek. 0.55] 0.6 0.65/ o.70] o0.75 0.80| 0.85 o0.90] 0.95| 1.00| I.047
M, inkgm | 474 411 344 276] zog| 148 o7 56| 2z 7l o
B, inkgm 120 150 169|168 159| 131 96 65 32 3l o
7, in kg m 178 165 146 124 99 73 48 29 11 3 o
V, in kg 450 3771 300 2301 166 114 70 36 14 3l o
H! in kg -435| -379| ~324/ -263 -zoi -146] -96 -85 23 -6 o
H? in kg —446] —487| 483 -485| -394| —309] —z21| -142| -66| —z20| o

Es ergibt sich fiir die Anwendung der GZ (6), (9), (12), (16), (19) und

(22) fiir die linke Trigerhilfte nachstehende Zussammenstellung IV.

Zusammenstellung IV.

¢z in Sek. 0.05] 0.10 0.15| o0.zo| o0.25! 0.30| 0.35| 0.40] 0.45] 0.50| 0.524
Py oin kg 21 83 180| 304] 445 592 732|853 9431 99i| 1000
;) in kg -86] -29z —541| -782| -952| —~Iozz] -0973] -803 -526 -199| o
P3oin kg 68 219 347 420 374 212] -3z -370 —676] -846| -917
Cpi In cm | .0085 .0216 0468 .0791| .1162| .1553| .1930 .2243| .2467| .2619| .2638
Cﬁ’n in cm |—0016}-.0053 —0.0099|—.0144|—.0174|-.0188|-.0170|~.0147|—-.0097|-.0032]~.000C
%1 In cm | .0009| .0029 .0046] 0085 .0051| .0028!— 0007{-.0048|-.0088|~.0115|~.c121

Fir die rechte Trigerhilfte erhdlt man unter Benutzung von G/. (28)

(29), (31), (33) nachstehende Zusammenstellung V.

Zusammenstellung V.

b

7 in Selk. 0.55] 0.60] 0.65 o.70] 0.75 0.80] 0.85 o©.90 0.95 1.00| 1.047
P% in kg 98| 937 838 14| 584] 442| 204 164 71 9| o
])5) in ]\’g 108 544 815 979, 020 944 267 529 277 771 o
Pyoin kg | -869 -663 -353 —34] =225 377| 413 346 =208 3 o
A in cm .2611| .2479| .2211| .1888| .1541| .1168| .0778| .0451] .0196] .0057| .00I10|
C‘IM in cm .0036] .o100| .0150| .0180 .0187| .0173| .0141| .0097 .00§1] .0014| .000O)
by Il CmM  |-.0114]-.0087|~0046|~.0004 .0029| .c050| .0054| .0045] .002%| .0008| .c00q)
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Durch Auftragen erhilt man die in Abb. 7 dargestellte Kurve fiir die

Momente und Reaktionen im Stiitzenpunkte A.

Werte von Vi, Hy' und Hy" in kg.

N
i
\“\/
/TN
/L
i L
5 7 i \_‘_2
< \ e_/
/ ] /

N

-

0

[
(=
iy

1,000
500
800
700
600
400
300
200
100

-100

-200

-300

-400

w3y ur g pun 9], O] UO0A 23I9AA

~500

-600

0. 015 030 045 060 075 090 1.05 120 135

T

240 255 2.70 2.85 3.00

1.50 1.65 1.80 195 2.10 225

Werte von ¢,
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In den nachstehenden Abbildungen 8 und 9 sind din mit der Zeit ver-

inderlichen Krifte und die Einflusslinien fiir die Verschiebungen in der Triger-

)

mitte ersichtlich gemacht.
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0.90
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Werte von £}, in cm.
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Schwingungen des im Grundriss gekriimmten Triigers. 55

Man ist gewohnt, die Forminderungen, welche unter bewegten Lasten
am Triger auftreten, statisch zu berechnen. Diese Formindeungen vollziehen
sich aber in der Form der Schwingung und sind geneigt von den statischen
abzuweichen. Sie stehen unter dem Einflusse der Zeit. Man erkennt sicher,
dass did Verschiebungen &%, &5, &5 in GL (3), (7), (10), (25), (26), (27) und
3 Chyy s in GL (16), (19), (22), (20), (31), (33) miteinander gar nicht
gleich sind.

oy Eha sind nicht rzchtig gleich null fliir Endpunkt B bei ¢,=m, ob-
gleich &%, % gleich Null sind.

&5 ist richtig gleich null fiir gﬂg-——g— und ¢.=m.




