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Etude sur la force longitudinale de la piece
encastréee, les murs étant completement
dociles aux déplacements angulaires

Par
Fukuhei Takabeya.

(recu le 19 Juin 1926)

Nous rappelons que Iexpression ‘‘piéce complétement encastrée’”
désigne pour nous toute piéce encastrée aux deux extrémités et qui n’est
susceptible d’aucun déplacement horizontal ou angulaire. Cette définition
approfondie d’une piéce encastrée est donnée dans notre étude sur la picce
complétement encastrée, parue dans les mémoires de notre faculté, bulletin
du mois de mars de cette année et nous en tirons de nouveau les premiers
deux cas; on y trouve le mot “ encastrement” pour désigner le cas ol Ia
tension et le moment fléchissant négatif agissent aux deux extrémités de la
picce et en plus le cas ot la tension agit aux deux extrémités, sans qu'il
y ait aucun moment fléchissant,

Comme les cas spéciaux et bien applicables en pratique, nous traiterons
ci-dessous /le cas oit le déplacement hovizontal west pas permis, bien qu'tl y-
ait le déplacement angulaive, ¢ est-a-dive sans qu'il y ait aucun moment Jléclis--

sant aux denx extrémités de la pivce.

Cas ot les matériaux des murs sont plus ou moins dociles au
moment fléchissant, mais rigoureusement résistants
a la réaction horizontale.

Les matériaux dont sont faits les murs ne sont pas, en pratique,.

rigoureusement résistants a la tension ni au moment fléchissant; ils présentent
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généralexﬁent une certaine souplesse qui ‘peut avoir, méme si elle paralt
extrémement faible, une grande influence sur I'état d’équilibre de la piéce.

Nous allons étudier ce probléme seulement pour le cas ol les matériaux
des murs sont plus ou moins dociles au moment fléchissant, mais rigoureuse-
ment résistants a la réaction horizontale.

Soit une piéce AP de longueur /, de section uniforme &, encastrée aux
deux extrémités et portant une charge P au point C situé a la distance &
de l'extrémite 4. Solent R, et &, les réactions verticales respectives des
extrémités A et B soit X la réaction horizontale aux extrémités; soient
M, et M, leurs moments fléchissants.

Pour les lignes élastiques, nous avons les équations :”

\ . vy R M,
[de A C: y=A" 4 Ape™™ +~inx—7(i,

] s . N M,
(I)ﬁde CaB: y=DBe"+ By +——“(17£)*—1—Y‘,

{ ou e=] = }%
\ EITT+ X( D]

Les quatre constantes Ay, A, By et B, sont déterminées par les quatre
conditions suivantes :
pour x=0 ¥=0;
pour x=0 dy/dx=¢,
pour x=/ y=0;
pour x={ dyldx=—¢,.

On a donc

Al = 2375 (]ng'“]\)l + "YSDJ)

A": 2/IY§ (ME"‘Rl—'*Xv 1)

@ e

Bl ZXE ‘(MQS + RE - A/’?Z)
_ chEl+shEil _
z*‘*?rzyg—(ﬂ[zf - Ry + X¢,).

1) Voir Mémoires Vol. I, No. 1, 1926, P. 4.
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Remplagant A, A;, By et B, par ces valeurs dans I'équation (1) nous
avons :

R
X¢

de A C: y=%§(c/zsx—z)_. (st —Ex) + L0 st

de Ca B: y= ﬂ)?" {c/zE(l—x)—I}——f%f{s/zf(l—x)—E(wa)}

3 +%.s/z§(/~ )

d’ott Yon tire:

de A5 C: M= 1; SIzt— M clx— o EKTHER,
de Ca B: M= lgz SIE(l— ) — M hE(I— 2)— QE KISHE(l— ).

En supposant que les deux extrémités demeurent, méme aprés défor-
mation de la piéce, sur la droité AB, les deux réactions horizontales X aux
extrémités doivent &tre égales; nous avons par suite cing inconnues : X, R,
Ry, M et M,, Nous renvoyons a plus tard le calcul de X et nous allons
chercher & déterminer les quatre autres inconnues.

La statique nous donne deux équations :

R,+R,—P=o,
Ri— M= PI—a)+ My=o,

Pour z=ay, c’est-a-dire au point C, les fleches des lignes élastiques
AC et CB sont égales; et au méme point leur inclinaison sur AB est
identique ; ces conditions donnent deux équations qui, avec les deux eéqua-

tions précédentes, nous donnent les quatre inconnues: Ky, Ry, M et M;:

R = Pb‘s/za){ leochew s/z(—/el;—/”> — s/zw} — X0(¢,— @,)shtw,

R,= Pt?s/za){ kcho 4 sﬁ(@) - s/zw} + X0(p,— ¢,)s/w,
Poa, |
2, |

shie,+ shiy— shaw + Ry ch2w— 1)~ 20(chk,— I)}

(4) iy
+ _-{ ¢i(sh2w— 20ch20)+ @,(shew— 2(0)},

4@
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Poa, |
2k, |

1 My= sl shky—shaw + by(chzw— 1) — 20(clik,— I)}

+ LX_Z_{ @o(sh2w—20ch20) + @ (sh2w—20) } ,

ou 0= {ws/zzw——c/zza)—}-j} cu_mE /zl—-zzlf et £y=(/—a,)5.

Pour déterminer la réaction horizontale X, nous appliquons le théoréme

L

de Castigliano et l'on a:

. — ‘52 J, /7 -
(5) X=7- g 2 M.

Le second membre de la derniére équation étant implicitement trans-
cendante, on n’en peut tirer aucune conclusion pratique.

Dans notre recherche publiée dans les Mémoires No. 1, quelques avis
pour l'application de ce théoréme-ci sont donnés. '

De la derniére équation, on a donc pour X:

S de+j3’ Maa}
0

a1

d’ou 'on tire:

7,]]{,,(1,, — M2 5 S/lzkn _ ZS/Z/Cn )
E - (mz& 2 sl — ) E (ks 2

n=1

257 hok
2 R,”flﬂ S/ZZL,,, + 25/1%,,, ZC/Z/L“ -——-I) 2 ﬂlﬂgonlzn (C/ZZZEH—'ZC/Z/BH + I>
by \ 2k,

=

2R, @0 KT [ shzle, | shk, _ . )
+2 yx \ "z, + 7 chle,—1

(54)

E go,,a,;[( i s/zz,{’,,, _ I> WK
\ 24, 2

Cette équation nous permet de déterminer la réaction horizontale X,
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Note,

Pour calculer la réaction X, en posant K=F {1+ X/(/~ZL)}, on peut

encore partir de l'équation.

!P+KQJgP+C@)}

qui donne, par approximation :

. KO ((dy )
A*Grfdvd

De Yéquation (3) on tire d’autre part:
3

X @ f M (.

]

Avec l'équation

dy M
drv’ K7’

les dernieres deux équations nous donnent :

T T T
L&) A0\ y[92) =35 ue-3)
(1-dey— A4 NI
L. S0 0/ | N

Py T 51
N j\hEZP/ t \ é—%—<—2—
\ LN | 1/
l

N |/ \
AN/ e M \N

NS / X /\
a1 /
BRSG 1/
//‘ \\ ll 4 N
L/ \ i / N
X
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L e vz |
'-y‘%x%)l=§‘8?4(3—165+l16§2)
TN
NNy I
2 () -da-297 7Y b
N%h l“‘—l_‘—’: 7~
P _x 1
_I)\=E.2P / \ § T <5 —
FSNZEAN 7T
.t. % ;% \/ h, \
ht -::/ \a-_./

TFig. 2.

7 l
(e e
j(d; dr+\y i dx==0.

Si 'expression y est inconnue,
I'équation (6) est une équation
intégralé et la ligne élastique
d’une piéce primitivement droite
satisfait I'équation (6). Dans les
figures 1 et 2, on constate que
les aires de surface de (&y/dx)? et
7.d%/dx* sont égales, bien que
les formes respectives sont ex-

cessivement différentes.

Piéce encastrée aux deux extrémités, les murs étant compléte-
ment dociles aux déplacements angulaires.

C’est le probléme qui se pose pour un encastrement avec rotules

horizontalement immobiles.

Dans ce cas M;=M,=0 et en désignant @, et (/—a;) respectivement

par & et (1—e)/, on a;

()

R=Fr—c¢
R,= Pk,
_Pr
Spl—mfn
_Pr
G= g

)

ou 'on a pose:

fi= w,g{ sheew+choew—sh2(2 —e)w—cl2(2—e)w Ly el ,
Shgw--clgm—1 J
= w_gf sh2(1 —e)w+ch2(1—e)w—sh2(1 +e)w—cha(r +¢)w + e}
: \ shqw+cligo—1
et
o<le< 1

1) Equation similaire a été donnée par M. A. Ono.

Voir Memoirs of thecollege of

Engineering Kyushu Imperial University, Japan, Vol. III, No. 2, 1924,
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Les figures 3 & 7 donnent la représentation graphique des expressions

J1 et f qui permettent de déterminer les lignes d’influence de ¢; et ¢,.
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L’équation de la ligne élastique est :

cleAa\iC:

_I[ R
aive

I{ R,

dé CaB: y=2122

El X

(Ex—shiz)+ gols/zfx} ,

[5(1_ ) —s/zf(l—-x)] t gushE(l— )

et pouri I’équation du moment fléchissant, on obtient: -

¥

|

J)

0.34
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de A3 C: M= 5”5”(1@ — Xoy),

(9
de Ca B: M:“Z_f({;_"l(zez_)(goz).

X

En remplagant dans (7) e par 0,5 nous obtenons R et ¢ pour une
piéce encastrée portant une charge £ au milieu de sa portée; avec ces

valeurs R et @, I'équation (8) nous donne.

20x
i X P sl 7
| de 423 C: Fe=05=— x— 3

2X 2Wchw
(10)1

15 2= %)
' P 7
[de Ca Bt Jmem o | ).

2wchw

En remplacant dans (5,) M, par O, on a:

2
E 2R, p,al KT { shak, | shik,
i +

2/6711 /‘371/ B C/Zé,”‘ - I }

R2al ( shak 28l
— . a2 ] / —
(11) 4 E { Fr + . —2chi, z}

n=1

E wra f;]( 27 / shatk, . PR

‘“71 2/€n L2 ’

qui nous permet de déterminer la réaction horizontale .Y,

De I'’équation (11) nous tirons :

2

273
V2K g0l — Rt k) — KT i) | =25

g b

n=1

. ,
ot 'on a posé;

PN 2 N
(12) f‘l(l'ﬂ)_b?:“l 2/!371, ! ‘C/l/‘tﬂ-*‘ /en J’

fg(/e,,):%{ s’j’“? +2 Mo _ont,— 1),

fi2k,
fz’:(léﬂ)— /12 {S;Z s I})




84 Fukuhei Takabeya.

f](kw) fl(k7L)
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Fig. 8.
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fa(kn)
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ou encore, en développant en série, 'on a:

jrl('éﬂ') = }!E,L-{I + al}:

fg(éﬂ)zﬂ%{w a),

(13) /“@“):jf{”a‘”’}’

ou

a,= 0,3/ + 0,03752F 4 oun..
a,=0,15476/k)+0,00002k)+-......
03== 0,285+ 0,01005%0+  covvivninnn

On trouvera dans les figures 8 a 10 une représentation graphique des
fonctions précédentes pour 4,

En effet, si I'on s’est donné par exemple la section de la picce et la
longueur de la portée, le second membre de la premiére équation de I’équa-
tion (12) est un nombre connu /. On peut alors chercher par tatonne-

ments quelles valeurs de # et /% substituées dans le premier membre rendent

kn
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ce premier membre égal a /7 et pour obtenir X on n'aura qu'a porter la
%y

valeur trouvée pour # dans la formule A’:(-Z—y]([.
1

(Ri/P), (R,/PP?
1.0

R
MENNE

0.8 < e

0.7 \\ NN
0.6 S :

e
\‘\f “A; >
0.5 | \

04 g

)/

0.3

0.2

0.1

0 % 1 % %
Fig. 11.

Les figures 11 et 12 peuvent ‘servir & déterminer Ry, K, R} et Ry';
les figures 3 & 7 donnent les valeurs ¢; et ¢, et les figures 8 a4 10 determi-
nent les valeurs fi(%y), fo(#y), fil%r), fi(%e), /{/%s) et fi#s) pour % et /&, donnés.

Y

Soit une piéce de section d double 7 laminée avec /=400 cm,
1=170cm?, =10, 6 cm®, E=2100000kg par cm’ et P=300kg, chargée

au point situé a la distance @ de Uextrémité A4,
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(Ro/P), (Ro/P)?

0.5
=
0.4 - e
: <~
0.3 //
Q N _
0.2 Q\,\/ — e
/‘/ ‘2@\@' <1
0.1 Z S
/// —]
. —
pd wl c
0 % A % %
Fig. 12.

Pour ﬂ1=é, on-a: X=1060 kg,

Pour nlzgl, on a: X=g930kg (approximativement).

La figure 13 nous donne la ligne d’influence de la force longitudinale
X pour une piéce de section donnée comme ci-dessus avec une charge,

locale et fixe, P=500, 400, 300, 200 et 100 kg.

Xkg
L1 |
1000 P=500 kg
800 / . . -
/| P=it0kg| N\
W 7NN
/ P=300 kg \
400 o NN
= SEANE
200 /l;z‘ Pi———‘ZlOO kg \\ \\\
yé’?{/ TP 100 kg Tl
W - ““% a, cm
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Fig. 13.
Pour T'encastrement complet, on peut souvent négliger la force longi-

tudinale X, car elle n’a pas grand effet. Mais cela n'est plus possible
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400 / »»// 4 /Q;; = o QQO
7 v 4 ),
) o
/ /// 0‘\4 ke
P E//
300 74 / »Z
/
|4
200
100
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
‘ Fig. 14.

quand il s’agit de murs dociles aux déplacements angulaires, un cas dont
nous avons eu 'exemple ci-dessus.

La force longitudinale X est représentée dans la figure 14 corres-
pondant aux diverses charges P

Si d'autre part I'on fait varier la longuer / de la portée, on aura pour
X des courbes différentes correspondant aux diverses charges £. Nous
traiterons ce cas plus tard dans une nouvelle publication.

Pour terminer, je me fais un plaisir d’exprimer ici toute ma reconnais-
sance pour l'appui, au calcul compliqué de 'exemple numeérique, donné par
mon assistant M. Y. Yano et M. 5. Ono.




