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     '    rmtudie sur ia foueee Zongitudinaie de la pieee

        exkeasttee, Xes murs etant eompZetemaent

          dociXes aux depXacemez}ts angulaires

                                1)ar

                                         '
                       Wukuhei Takabeya,

                       (regu le ig Juin ig26)

    Nous rappelons que 1'expression "piece completement encastr6e"'

d6signe pour nous toute pi6ce encastr6e aux deux extr6mit6s et qui n'est

susceptible d'aucun d6placement horizontal ou angulaire. Cette d6finition

approfondie d'une piece encastr6e est donn6e dans notre 6tude sur la piece

completement encastr6e, parue dans ies memoires de notre facult6, bulletin

du mois de mars de cette annee et nous en tirons de nouveau les premiers

deux cas; on y trouve le mot "encastrement" pour d6signer Ie cas oU la

tension et le moment fi6chissant n6gatif agissent aux deux extr6mit6s cle la

piece et en plus le cas oti la tension agit aux deux extr6mit6s, sans qu'il

y ait aucun moment fl6chissant.

    Comme les cas sp6ciaux et bien applicables en pratique, nous traiterons

ci-dessous de cas oi" le dtiplacenzenl korigonntl n'esl Pas Peivnis, bie7z e2t'il J!

aiX de d4PIZxcenzenl ai4g7tftvire, c'esl-b-doe sans gzt'il y ail aztcztn 7･reoment.12Zckis--

sanl aitx tteux extre'mitis tl27 ltv pibce.

  gas oit les materia"x des muf"s sont pgues osc moins dogiges au

        momen# giegkissaigt, inais figeureassement resistants

                    it ga reagtion kerizoEitage.

    Les mat6riaux dont sont faits ies murs ne sont pas, en pratique,.

rigoureusement r6sistants a la tension ni au moment fi6chissant; ils presentent
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        'g6n6ralement une certaine souplesse qui ' peut avoir, m6me si elle parait
                                    'extre"mement faible, une grancle influence sur 1'6tat d'6quilibre de la piece.

    Nous allons 6tudier ce probldme seulement pour le cas oti les materiaux

des murs sont plus ou moins dociles au moment fl6chissant, mais rigoureuse-

ment r6sistants a la r6action horizontaie.

    Soit une pidce AB de longueur l, de section unifbrme 9, encastree aux

deux extr6mit6s et portant une charge P au point C situ6 a la distance ai

de 1'extr6mit6 A. Soient Ri et 1?2 Ies r6actions verticales respectives des

extr6mit6s A et B; soit X ia reaction horizontale aux extr6mit6s; soient

n( et JO¢] leurs moments flechissants.

    Pour !es lignes 61astiques, nous avons Ies 6guations:i)

                           '    (de A a C: j, =Aiegx+A2e-Ex+ R.¥ix- fl3,

 '(i)lde Ca B: 1== B,eex+B,e-Ept+ R2(fi-l X) H-. tb.,

    I OU g=(El-[,+iMY(Ag)]]S･

    Les quatre constantes Ai, A2, Bi et B2 sont determin6es par les quatre

oonditions suivantes:

                   pour x=o y=o;
                   pour x==o dylcthf==gi

                   pour x==l 3, =o;

                   pourx=l niJ,lcll:tr=-92･

    On a donc

    CAi = .i¥e (nei8- Ri + iYipj)

     A2= .i{7e (jT(6+ Ri rm X9i)

 (2)<
         cth67-sth61
     Bi= .xg L(IVE6+R2mX92)

         ckgl+sk81    ,B2= p..y6 (21{Z.l6-R,+Xg,).

i) VoirMemoires Vol. I, No. I, I926, P} 4･
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    Remplagant Ai, A2, Bi et B2 par ces valeurs dans 1'equation (i) nous

avons:

    `de Aa c: i== ll3 (ck6x--f)- i<I2 (sL6x-6x)+ f.i skgv

     de ca B: 7 = il(l (cas(i-x)-f)-ft'-(sne(i-x)- 6(i-x)]

 (3) + 962 srk6(l-x)

         d'oU 1'on tire:

     de Aa c: ?zdi;== 5i sntx-n(cnex-g,eKLlsk6x,

    ,de Ca is: ua== 52 sk6(l-x)-ill.cne(l-x)-g,6KLIisth6(l-x).

                     '
                                                        '    En supposant que les deux extremit6s demeurent, m6me apres defor--

                           "tmation de la piece, sur la droite AB, les deux r6actions horizontales Xaux

extremit6s doivent 6tre 6gales; nous avons par suite cinq inconnues: X; Ri,

jZ?2, .Zl41 et lcf5. Nous renvoyons a plus tard le calcul de I et nous allons

chercher a d6terrniner les quatre autres inconnues.

    La statique nous donne deux equations:

                   Rl+R2-P=o,

                   R,l-?l4I-P(l-a,)+?11i==o.

    ?our x=ai, c'est-a-dire au point C; les fieches des lignes 61astiques

AC et CB sont 6gales; et au meAme point leur inclinaison sur AB est

identlque; ces conditions donnent deux 6quations qui, avec les deux equa--

tions pr6cedentes, nous donnent les quatre inconnues: Ri, R2, .nt21 et .nd>:

    IR,=:rasthto(k,cth(o+srk(k'ik2)-sk(o]--YEI(g,-g,)sk2(o,

    iR,.=ptsh(ti(k,crkto+sth(k2I;k')-sletol+X5(g,-g,)sle2(o,

     uaI = {lkil' (sthki + slek2 - sk2a, + k,(cth2(o - i)- 2w(ckk, - i)]

 (4) {
                  + :l,21 (g,(,k2tu - 2(ti,rk2tu).+ g,(sfa2(o - 2(o)],



76 Ful<Rhei Takebeya.

     14={l?ka-.2(sltk,+skk,-sk2(ti+k,(crk2(o-i)-2(o(cthk,-i)]

     , + i2I,il.l-(g2(sk2(o-2(ock2(v)+g,(sk2(o-2(o)),

     LoCi 6=((oshe(o-ck2(v+Jj;i(v=-S6, k,=aS et k,=(l-ai)g.

    Pour determiner la r6action horizontale N] nous appliquons le th6or6me

                       'de Castigliano et Iton a:

 (s) X-#!=l;'n4cix.

             x

    Le second membre de la dernidre equation etant implicitement trans-

cendante, on n'en peut tirer aucune conclusion pratique.

. Dans notre recherche publiee dans les Memoirgs No. i, quelques avis

pour l'application de ce th6oreme-ci sont d6nn6s. .
    De Ia derniere equation, on a donc pour X:

                           al Z
                   .= £ (,i'Ydu+SIual

                           O at
d'oth 1'on tire:

                                         t.
     Z R",kfi,t-･aij,･ (ck2k,,.-2k,,,kk,,,-f)- ]X I!{22/g ( Srk.2ke,b- 2S2 i + .)

     oi=1 '                                  ol.=1
                                   '
    i- : 1?2f/ o3･ ( Sk.2k4f' + 2Skk,,,h' - 2cde, - i) - Z AI'igf,""'S' (frk2k. - 2ckk,, + f)

       ?1,=1                                       oi=1
 (Sa){

     +S2R7i･gii,i o?･Kf(S.klP,,+ Sfekk,,,?i -crkk,,-f)

       o}=1    1
                   '
        2
     -: 9e?･ao:,£/!212 G;2ki,/,i -f)pt F4llgkl2f3 ,.,..

    L oi=1

    Cette 6quation nous permet cle d6terminer Ia r6action horizontale Al
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                            Netee

   Pour calculer la r6action X] en posant K=E<i+M(E9)>, on peut

encore partir de 1'6quation.

                              i                  i(i+ ,lill] )==S(i.( t,ly., )2)･,,,.,

                             o
qui donne, par approximation:

                               i                       x.. Jg9/.-S(inltT)2nh,.

                              o
    De 1'6quation (s) on tire d'autre part:

                               i                       x=-.9tr-SJ,fi･4,cth:.

                              o
    Avec 1'6quation

                        cl";),- 1{Z,･

                        d3v2 Kl'

les derni6res deux equations nous donnent:

rv ?i

(SX-)2--,fg6(i-4g2)2 ,

y
(Zitll-z)t=Sti(4g2-3)

1

A..,Cli'(ll4

ifP
: gi<-li-

,

'

;
l7 P

l

1

'

gxxge (kP I

,)t<g $;Yp '

'

l

t

pt    Jtr
Fig. i.
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                   lZ(6) SGdy.x)2,ix+S,,(ue.i'ig.-)du=,.i)

                   oo

  ' Si l'expressiony est inconnue,
                                    1'6quation (6) est une equation
  . tgft int6grale et la Iigne 61astique
 rvS d'une piece primitivement droite
                                    satisfait 1'equation (6). Dans les

                                    figures I et 2, on constate que

                                    les aires de surface de (dy/tth:)2 et

                                    y.d}i/de2 sont 6gales, bien que

                                    Ies formes respectives sont ex-

                                    cessivement diff6rentes.
                Fig. 2.

  Piege efigaseree autx deux extreigagtes, ges murs eeafit gompXete-

            meiit dociEes aux dopgagemeets ailgutgaires.

    C'est le probieme qui se pose pour un encastrement avec rotules

horizontalement immobiles.

    Dans ce cas .n(1==?IV5==o et en d6signant ai et (l-ai) respectivement

par el et (i-e)l, on a;

    CRI == .R[I - s),

     R,=k,
         I72
     g, =: 4nvL,

         R2

(dM)384yIdlt=,b!St2-(3-16E+16g2)

l(dx)64-t2---xE2a-2g)2 P-tsHigi$:ill,:t::i;igef4t

A...,Clil4

E2?
E--X
l-<-
ll-

4

ec,
&wt,

.X

,v,

-

(7)

92

oU

A= (o

n== (o

et

4KfL,

1'on a pose:

  H2 sk2S(ti+cth2e(ti-sth2(2-E)(o-cth2(2-E)(o

             sk4(ti+crk4(o-f

m2fsth2(I-e)(ti+crk2(f-e)(o-srk2(f+E)(o-ck2(J+e

{ +f-e
1
J'

  l

o<e< +J

sk4(o+ch4(v-i

)(O + e]

   i) Equation simiiaire a et6 donnee par M. A

Engineen:inq Kyushu Imperial University, Japan,

. Ono. Voir Memoirs of thecollege of

Vol, III, No. 2, I924,
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ia ligne 61astique est:

==

 'ii-( E?' (g"x -- sh.'""x) + g,sh.･"-x],

-I( Ror?t x" k(l-x)risas(l-x)] + g,sth,"'(l-x)j,

'

du moment fl6chissant, on obtient:

O.30 O;32 O,34
ut
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                ttttttt

                   '     cle A a C: jlale== Slef"(R,---Xg,)}

 (9)
     de ca B: uL =Sth6(l6-") (R,-Xg,).

    En remplagant dans (7) e par o,g nous obtenons

pi6ce encastr6e portant une charge P au milieu de sa

valeurs R et g, 1'6quatlon (8) nous donne. ･

    lde A a c: k=,,,= .Px (x- ts.k,.:iO,; ],

(ro) <
     (de c a B:' 7,=,,,-- 2Px ((i-x)- tsth 22,(otiirkiiio X) ]

    En remplagant dans (s.) jlel, par 0, on a:

           '     C2
     ,:,,., 2RotttaijKf( sgzk,,n + skkk,,?} -,thk,,-f}

        2
(,,)<-X R2f, 3･(sg2,f?r + 2s21 ･t --- 2clhie,-T]

       ?e=1
            '        2     Lzll, l..l, 9;'bail,i!Il2f2 ( sg2kk,,7i - l) - 4llzg. 2f3 ,,. o,

qui nous permet de d6terminer la r6action horizontale X

    De1'6quation(ii)noustirons: '

                                           '
     llil](2K17?,,g,,ag,fl(k,,)-R;',a,Z,i`b(k,,)-K212g3a?,.itli(h,)]=:

     ot･=1

     otil'onapos6; .i',,.,1i .
(i2) ii A(k,,)= i,l ( Sth.2f,o, -i-crkk,+ S24,o, ],

     fi(h,)= kfli ( Sle.2k471･ +S Skk;l,Z,T･ -.,he,,,..],

     h(h,)!i,?(Sth.2kf,o',-i], . '

                              '      '                           '

etc.

R et 9
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Fig. io.

ou encore, en d6veloppant en serie, l'on a:

    `A(hi)=: i,2, (i+ ai],

(,,)1:[k,111:g.sf{eif,,;a"]'

     Otl

     ai==o.3k?,+o,q3as2k2,+.･･...

     a2=o,ij476k,l+o,oogg2k,`,+......
    {
    (a3=-o,2ag+o,ofgqsk,1,+ .･･..･......

    On trouvera dans Ies figures 8 a io une representation graphique des

fonctions pr6c6clentes pour kh.

    En eflet, si 1'on s'est donn6 par exemple la section de la piece et la

longueur de la port6e, le second membre de la premi6re equation de 1'6qua-

tion (I2) est un nombre connu ff On peut alors chercher par tatonne-

ments quelles valeurs de ki et k2 substitu6es dans le premier membre rendent
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ce premier membre

valeur trouv6e pour

6g

k,

al a H et pour

 dans la formule

obtenir

X==(
X
k,

al
)
    'on n
2

KL

aura qu 'a porter la

<Ri/P), (R,!P)2

   1.0

O.9

O.8

O,7

O.6

O.5

O.4

O.3,

O,2

O.1

                                                         E

                             Fig. il.

    Les figures ii et i2 peuvent tservir a d6terminer Ri, .Z?2, Ri2 et R22;

les figures 3 a 7 donnent les valeurs gi et g2, et les figures 8 a io cletermi-

nent les valeurs A(ki), A(ki), .IZ(ki), A(k2), .iS(k2) etA(k2) pour ki et k2 donnes.

'

Ltfl

,/p

r"
x/Oysp

    Soit une piece de section a double T laminee

i==i7ocm4, 9==io, 6cm2, E=2ioooool<g par cm2 et P

au point situ6 a la distance at de 1'extr6mit6 A.

 avec l==

=5oo 1<g,

40o cm,

chargee
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(R21P),(R,/P)2

   O.5

O.4

O,3

O.2

O.1

B.t
X9

lkgsi'

            o >6

           pour ai= L, on a:

                    2

                           '           Pour ai==-g-4 on a:

    La figure i3 nous donne la

.8 pour une piece de section

locale et fixe, P=:soo, 4oo, 3oo,

       X kg

1000

    Pour

tudinale

800

ooo

400

20Q

                            ･E

Fig. I2.

X== io6o I<g,

X==g3o l<g (approximativement).

Iigne d'influence de la force Iongitudinale

donn6e comme ci-dessus avec une charge,

 2oo et ioo l<g.

P== 500 l<g

P =400 kg

P='300 kg

]==200 kg'

P==100kg

  o 50 100 150 200 250 300
                     Fig. I3･

 1'encastrement complet, on peut souvent

X] car elle n'a pas grand efll]t. Mais

         al cm
  350 400

n6gliger la force longi--

cela n'est plus possible



P kg

sw

,seo

3oo

200

igo

Etude sur la force longitudinale de la piece encastree, etc.

eliirM

zcatb

1/
"ts

Qgst

",s!,
tshh'

//
/.Nts" ssoN

℃)N
'･OiN N//

flny)

tys

//7pt

'

89

  e ioo 2oo 3oo 4QQ soo 6oo roo seo goe iooo Xkg

           '                             Fig. i4･
                        '
quand il s'agit de murs dociles aux d6placements angulaires, un cas dont

nous avons eu I'exemple ci-dessus.

    La fbrce longitudinale X est represent6e dans la figure i4 cerres-

pondant aux diverses charges A

    Si d'autre part 1'on fait varier la longuer l de ia port6e, on aura pour

X des courbes difT15rentes correspondant aux diverses charges 2 Nous

traiterons ce cas plus tard dans une nouvelle publication.

    Pour terminer, je me fais un plaisir d'exprimer ici toute ma reconnais-

sance pour 1'appui, au calcul compliqu6 de 1'exemple num6rique, donn6 par

mon assistant M. Y, Yano et M. S. Ono,


