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Etudes statiques des charpentes rectangulaires
a construction

Par

Fukuhei Takabeya, Kogakuhakusls.

(recu le 19 Juin 1926)

Dans l'étude statique des poutres a béquilles, on applique en général
le théoréme de Castigliano ou du Travail minimum au calcul de leffort
hyperstatique ; cette étude a fait I'objet de trés nombreux mémoires dont
la nomenclature comprend spécialement des études de Strassner, Hartmann,
Kleinlogel, etc. Cependant a cause de la complication du calcul, ce pro-
bléme n’a été traité qu’approximativement pour les charpentes rectangulaires
4 construction.

Nous nous efforgons ici de traiter rigoureusement la question des .
charpentes rectangulaires a construction compliquée a résoudre par l'applica-
tion du théoréme de Mohr, c’est-a-dire des relations entre les moments.
fléchissants et les déformations angulaires aux deux extrémités de la piéce
déformée.

Pour la condition symétrique aux charges verticales et la construction on
peut faire facilement le calcul des charpentes rectangulaires a construction en
profitant de nos régles qui font la base de telles recherches.

Ce procédé est nouveau, du moins a la connaissance de l'auteur. Bien

que le probléme envisagé, seulement en l'apparence de type des construc-
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tions données, parit étre trés difficile a4 résoudre, les régles définies, cor-
respondant au type des charpentes rectangulaires données, nous conduient
mécaniquement a la solution du probléme.

Nous nous rappelons le théoréme de Mohr comme suivant :

Lorsqutune pitce est soumiise au moment fléchissant M, la différence des
angles formés pav deux tangentes & deux points gquelcongues, sur la courbe
astique, avec laxe de x, est égale en grandeur a DPaire de suyface de MIET
comprise entre lu portion de ces dewx points considévés de la pivee.

Lorsqitune piece est sowmise aw moment fléchissant, la distance du point
quelcongue B a la courbe élastique, mesurée novmalement & la position initiale
de la pitce considévée, @ partiy d'une tangente & la courbe élastique & Iautre
point guelcongue A est égale en grandenr au moment statique de [aive de
surface MIEI comprise entre la portion de ces deux points considévés, par
vapport au point B.

Le théoveme a été énoncé d’abovd pav Mol ; il pevmnet &' établiv facilement
les relations entrve les moments fléchissant aux points quelcongues & la courbe
élastique e les angles d'inclinaison que la fibve moyenne prend, sur I'lhovizon-
zale, aux mémes points considérés.

Soint M, et M, les moments fléchissants respectifs des extrémités A4
et B; soient ¢, et ¢, les déformations angulaires de la courbe élastique aux
extrémités A et B; soit E le coefficient d’élasticité de la matiére a 'exten-
sion ou & la compression; soit / le moment d'inertie; soit / la portée ou
hauteur de la piéce; soit ¥ le déplacement vertical de l'extrémité B a partir
de sa position initiale ; soit A4 laire de surface de 4, due a la piece appuyée
librement sur ces extrémités, par rapport aux charges intermédiaires de la
piéce ; soit 4 la distance au centre de gravité de l'aire A de la verticale de

la section B.

Des propositions de Mohr on tire donc les deux forinules bien

connues ;

2K d 24
M, =T{2% + %—37} ~= i (34=0),

2FE7 2d 24
ba = 7{290[: + SD(L - T} + 7(21_31);
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ou bien encore:

(I) {MLI:ZZEE {2¢(a+ (2 _3/‘!} - (;(ﬂu
]W;Ia’:ZES <2§Db+ Spa—.?lu) =+ C;:m

ou l'on a posé:

4
=
-
/‘l'— Z ’

(2)
24
C‘ab: Zg (31_‘1)1

C;m:%(ZZ—jx)'

L

Les derniéres deux quantités constantes Cp et G, sont les terms in-
dépendants des déformations angulaires et aussi des déplacements verticaux
de la piéce, seulement dépendants des charges intermédiaires. Tableau 4
donne les valeurs de C, et (, correspondant aux diverses charges données,

Dans cet ouvrage nous prendrons les conventions suivantes pour les
signes des quantités employées dans les équations:

Lorsque la tangente a la courbe élastique de la piéce tend & produire
un mouvement au sens de la marche des aiguilles d'une montre, mesuré a
partir de sa position initiale, la déformation angulaire sera dite positive.
Lorsque la ligne joignant les deux extrémités de la pi¢ce prend un mouve-
ment angulaire, le mouvement d’une extrémité de la piéce rélatif a l'autre
de celle-ci, mesuré perpendiculairement d la position initiale de la piece sera
dite un deplacement vertical et soit positif en cas d’un déplacement vertical
au sens de la marche des aiguilles d'une montre, mesuré a partir de sa
position initiale. Le moment flechissant par une force extérieure est positif
au sens positif de la déformation angulaire.

Les équations (1) sont trés utiles; elles sont les équations fondamen-
tales et générales qui nous permettent de déterminer leffort hyperstatique®.

S’il n'y a pass de charges intermédiaires dans la travée ou lhauteur

1) Les équations similaires sont traitées par MM. Wilson, Richart et Camillo Weiss.
Voir University of Illinois Bulletin, 1918, No. 108.
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AB, les termes de C, et (, dans les équations (1) disparaissent, on
obtient :

My=2EE{2¢.+¢,—3p},"
) {Mm:zES{z%Jr%—%)-

Hypotheéses sur lesquelles notre travail est basé.

Dans cette recherche les analyses sont basées sur les hypothéses
suivantes :

1. Les accolements des colonnes avec les poutres horizontales sont

complétement rigides.

2. Tous les joints, qui sont horizontaux a la position initiale, sont

supposés se trouver au méme niveau aprés la déformation.

3. Les longueurs des membres sont supposés, méme aprés la déforma-

tion, se conserver en longueur initiale.

4. Les deformations par cisaillement sont nulles.

5. Les charges et constructions sont supposées se trouver a la con-

dition symétrique.

Ies premiéres quatre sont les hypothéses qui ne sont pas réalisées en
sens rigoureux dans les constructions actuelles; pour les constructions en
ciment armé ou en acier, elles sont cependant permises sans erreur pratique
et souvent utilisées dans les recherches analogues.

La derniére hypothese est, en pratique, approximativement réalisée, car
c’est une condition extérieurement donnée.

Pour leffect de l'action du vent, le probléme est différent et nous
aurons une autre fois l'occasion de traiter de nouveau cette recherche

, .
spéciale.

1) M. Manderla a introduit d’abord les équations similaires, Voir Annales de
1’I§cole polytechnique Munich, 1879 et Allgemeine Baunzeitung, 1880-

Otto Mohr: Abhandlungen aus dem Gebiete der Technischen Mechanik, 1906,

C. R. Grimm : Secondary Stresses in Bridge Trusses, 1908.

F. C. Kunz: Secondary Stresses, Engineering News, 191I.

Wilson et Maney: Wind Stresses in the Steel Frames of Office Building, University
of Illinois Bulletin, 1915.

Wilson, Richart et Camillo Weiss: Analysis of Statically Indeterminate Structures by
The Slope Deflection Method, University of Illinois Bulletin, 1918.
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Calculs des efforts hyperstatigues.

Pour faciliter, la compréhension, nous commencerons a traiter le cas

simple (Fig. 1).

Les équations (1) et (2)

"= mous donnent pour le joint I:
& ¢ & ¢ hs My —g= 2 (2¢,+ ¢2)— Cia,
1 1 2 c JC o _% M_.(,:2Efa(2901),
&, . i«—lz I PP PP By My_y=2F" (20, + ¢,).
% % %//Z 72 J/;- 2 I’équation d’équilibre
a b | Mg+ My + M _y=0

nous donne:

(4) oo+ &p+E =0,

Fig. 1.

ou l'on a posé:
P1:2(51+Sa+$’1):

Cios
2FE

wy =

Pour le joint 2:
My_y=2FE(2¢0:+ @)+ Co_y,
M= 2J5E,(2¢,),
My_=2FE (2¢0.)— Cy_,,
M,y =2FE 20, + @s).
L'équation d'équilibre et la condition aux charges symétriques :

Mo+ My_+ M,y My =0,
G—Q: 61‘2—1:

nous donnent :
(5) 51991 + Ogpa 4 '{:3503-:602-* Wy
ol l'on a posé:

‘02: 2(51 + 52 -+ 51: -+ Sc)’
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.= Coy — Cis
TR 2"’
W, = Coms
Y

Pour le joint 3:
My_y=2F5{ 205+ ¢,)+ Cs_y,
My—y=2EE(205+ ¢2),
My_g=2F,(205)— Cisq.

1’équation d’équilibre :

My Myt My_g=0

nous donne :

(6) &potopstEpi=w;—wy,

ou 'on a pose:

ps=2(5+&+E,)

W — C’S——rl
S ZE s
w, = Ci-s
4'— .
2FE

Pour le joint 4 :
M, s=2F5(2¢0,+ @) — Ci_s,
My =2FE(2¢04+¢1)-
L’équation d’équilibre et la condition aux charges symetriques :
My_s+ M=o,
Cis=Ciy
nous donnent :
(7) S+t o=
ol 'on a posé:
os=2(51+6&)
P -
2E 2E

Les équations (4) & (7) permettent de déterminer les valeurs

quatre joints.

¢ aux
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Pour donner une vue d’'ensemble et en outre pour faciliter la formation

des déterminants, les quatre équations obtenues sont réunies dans le tableau

ci-dessous :

Tableau 1.
ARRaEE
| 6 &l @
&l ml| & Wyt

E | p | & || @
& & Pafl @

membres des équations.

valeurs ¢; a @,

La valeur de ¢, déduite des équations
(4) & (7) est représentée par une fraction dont

le dénominateur est égal au déterminant A :

o & o &
& 02 &
o & ps

Ei 4 S3 [04

INY

o

qui se forme, comme on le constate par le

tableau ci-avant, sans tenir compte des seconds

Le dernier déterminant est I'expression du dénominateur commun aux

Le numérateur de l'expression de ¢, est égal au déterminant A\;:

Wy § o &

Wy Py & 0

JANES

w0, & s &

W, o & P4

qui se forme en remplagant toutes les valeurs respectives dans la colonne

de ¢, par toutes les seconds membres des quatre équations.

On a donc pour ¢; I'expression suivante :

Par analogie, on obtient :

1= ﬁl .
=D

BN
_ s

903 A ’
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Les déterminants 4,, 4; et 4, sont les déterminants que nous pouvons
obtenir en remplagant respectivement les valeurs données dans la colonne de
¢, correspondant.aux ¢, ¢, et ¢, par les seconds membres des équations
comme dans le cas de ¢y

En portant dans les équations de M;_y, My_y, etc. les valeurs ¢ et C,
on aura l'expression des moments fléchissants a tous les jointé. Tableau B
donnera les valeurs de C correspondant aux diverses charges symeétriques.
D’aprés les expressions exposées on constate que l'expression p; est le
double de la somme des § qui se réunissent au joint 1 et I'expression p, est
le double de la somme des § qui se réunissent au joint 2. Par analogie
on désignera ci-aprés par o, le double de la somme des § qui se réunissent
au joint . On aura donc, dans la figure 2, pour le cas spécial ou tous les
€ sont égaux:

P py=2(28) =48,
1041:2(35):(55:
p.=2(45)=8¢.

Pour la condjtion aux charges symeétriques,

on a:
Cie=Cyy,
C3—4 == 6‘4—3
et plus généralement

7/5 Zf/j % % % 72 Cor-cri1y=Cirin—co

On remplacera ci-aprés Ciosgen €6 Copn—ed

Fig. 2.
par Cis.

On a donc:
Coroan _ Cosn-o _ Lo
2E 2 T 2B T

La méthode de [P'arrangement adoptée, comme on remarque dans
lexemple précedent, pour ranger les nombreux joints accolés dans l'ordre
convenable a former notre tableau fondamental est montrée de npuveau dans
la figure 3. Comme on voit, la nomenclature prise dans la figure est selon
la direction marquée par la ligne grosse, brisée et horizontale ; les valeurs

&, & et o sont montrées sus la poutre a laquelle ces valeurs appartiennent.
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¢
!

13 &, 14 §u 15 13 Wy 14 4 15 Uy
b —
612 ,11 /10
12 €111/ €0 10 12 w12;L Wi110 Do
&= G I e =
71 &8l & oll™?. 7] @, gl Ws 9| Wy
.
e, e e
6 555 £, 4 6| W 5| Wz 4] @
=3 <
& |&, [5
- 3
1| & 2] & 3 1| @wi2| @3] o

NN
W
N

-~

\

Tableau 2.

%%%

Donc si I'on com-
pose le tableau 2, d’aprés
notre nomenclature de la
figure 3, comme nous
l'avons fait pour le ta-
bleau 1, on y remarquera
qu'il y a aussi une regle
trés convenable pour ob-
tenir les équations qui
permettent de déterminer
les inconnues ¢.

Nous I'expliquerons
ci-dessous :

Dans le tableau 2,

la diagonale principale

‘ 9”.1' 992! ‘P:;‘ 994| %l s 597,| SDBI %I%oi S”ul %2’ 5913!991‘4 P

second
w
membre

1

£

£y

@y

.fl

P\ &, &

Wowy

£

So | P E:;

Wy Wy

é:é A

&

Wy~

& AL

SH

Wy-Wy

&

Lc

&

o] &

57 s

&

1)

&

3

£10

£y

!
10

Ligne de w

EIO

Pu

€y

€

1%

Ell

2 512

D1

£

€is

P4

€

/
10

Plsﬁ
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aura un rang de p dont le suffixe est mis en ordre de nombre ordinal, ¢’est-a-
dire en ordre des joints arrangés; les deux diagonales voisines auront les
rangs de § dont le suffixe est mis dans le méme ordre que p, et de plus
on constate qu'il y a des places réglées pour & a la colonne et rangées,
correspondant au & dont le suffixe est le méme que celui de &.

Ligne de ¢

[

Fig. 4.
Dans la colonne du second membre, @ se range selon la ligne zigzaguée,
o dont le suffixe est mis en ordrg de nombre ordinal. Alors on peut
construire trés facilement et mécaniquement le tableau 2, d'aprés la figure 3.
On a donc en général, comme preé-

cédemment, un tableau ; selon la diagonale J; jy jrrri vL ?L 757 Vg »L r/izml
O O R R AR A A

du tableau, une figure semblable & la con-

u&aua%izrual.\a

pe 1E o

struction donnée a plusieurs étages et
travées est obtenue.

Pour faciliter la compréhension, les £
régles trouvées sont réunies dans la figure

4. les régles énoncées ci-dessus sont

nouvelles, du moins a la connaissance de

» . .

I'auteur. Fig. 5.
On tire donc, par exemple, du tablean
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2 quinze équations qui permettent de déterminer quinze inconnues, soit

par la méthode d’élimination consécutive, soit par déterminants.

Tabeleau 3.

i <& &
. By (Ema Bre B, A, '
| ;.n.rmrg En2ni3 B A2 Evr pli Erg P et Wt 192 Lp 1413 e —— r Wes e wr
En E’,n-( ‘z;\-z %';*3 Er'r:vg EJ:H: ©
nlBollt Enaple o Eps N3 mlz mit W polt Whip2 ozl 12 gie It G
Eh, é'zl E’; %r;-z E”M-l g’m i !
gpBa2 B Ei  moBeamit Epalm | oy 2 W23 Ws | WL Wt i W
J/f 7 7 z W E T 7 7 % 7 v
BB 1B Bl Bl B 1 Bood B Bl =152 Bt | Bt Bl Bosl =1 T2 | BB @ @ ©
1058 ’ “
2 e[ 75, £) Wzi w
3 E»z ﬁa gz} gg w3 Wy
Y B3Ny s N o
-2 \\ fr)mz bz FvI;FZ %4 = -3
-4 Einf St | Bt & Wi Wiy
" Enrt S | Em 4 W4
41 Eot | See| B 1 [ Y Wniz
2 Eres| & BB By W e
3 gn/r-z i fomslEma 51;»3 arjms
g 7 NN 3 .
n-2 1343 N\ | fro|Bna £ ‘},/.z s
n-1 12 g Je1| B Er (‘%., (2%
n & Ep fr [En “,
it En ﬁnl En» %v
1n+2 I;-l £ fmz Ep “,{ 3 wrm
3 £, E,ps] 03| &l U3 Wpsp
D 7 NN O
r-2 Byl N Fa|Er @
rt £ Erpffuler| @
r B ' Er|fr | ®
e ’ ole ©
® e| |le @ o
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|

‘O
Fig. 6.

la ligne de @ est donc en zigzag.

Pour la figure 6, les lignes de p et
€ sont de méme forme que celles de la
figure 5; mais dans ce cas, la ligne de 0

o est tout a fait differente; elle est une

ligne droite.

La figure 7 est aussi un cas spécial
ol on trouve les lignes de p, &, § et w &1

étant une part de ceux montrés dans le

tableau 3.

Fukuhei Takabeya.

Conclusion.

Dans le cas ot les charges et construction sont
symétriques, les équations qui permettent de déter-
miner ¢, et par suite M, sont mécaniquement obtenues
par le tableau fondamental (Tableau 3).

Comme on le constate, d’aprés notre tableau on
n'a pas besoin de considérer, une a une, les équa-
tions ~ d’équilibre & chaque joint. Pour la relation
systématique de ce tableau les occasions ot 'on peut
faire des fautes sont, malgré le calcul assez compliqué,
trés rares. Or, bien que l'on ait malheureusement
fait des fautes inconscientes, par nos régles exposées
il est tres facile de les trouver.

La figure § nous montre un cas spécial ol toutes
les colonnes disparaissent et la construction donnée,
dans ce cas, se rvend a la poutre continue et la forme
des lignes p et & se rend 3 celle montrée dans la
figure 5. Pour les

poutres continues .

BAGUDBRLY YW
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Tableau A.
Conditi 1
Onchlaig;s s Cab C[,a
P 9
ey Fal? Pa’b
A—i‘B /2 /2
fe—]—>
jjlo {12”5(&4’5)‘1'65 ¢ _ficﬁ {zzaé(a+c) +6a%
+4cf(a+é)+c“} +4c"’(d+b)+cs}
c Cas spéciaux
AiﬁhﬂmB a= _ﬁi 68+ abc+ o 72 {4é+c}
i i r2f? 4 12l*
fe—{f—s
— e e { 2 2]
v/ Iy {4¢z+c} 7 6"+ gac+¢ i
a=b=o, P2 it
c=/. 72 72
we
6 o {2056(614—5\—{—56 (a+20) W{Ioac(a+c)+ 158(2a*
+ 304&2-1-253} + %)+ goabe + 3;3}
e Cas spéciaux
ra (L B || Sl ste]
AL~I IB = ol {Ioé +_5bc+cj PN 56+c
4 1
:(_—l ' b w? a-t zcl {Ioa(a—l-c) +3521
6oz |° f 6 ol f
a=b=0, @[° w/?
c=/1. 30 20
7 14 '\2 »
b ) H({—xVdx —e S YA (l—x)dx
e _" “ @
A
; Cas spéciaux
Al,‘_x .B a=o, b=/ ; ;
e > S 2 —x)dx

—2 g ya(l—zx)dz

o

12

0
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Tableau B. I
Condition des charges Con="Cra
P/
8
Pa(l—a)
l
Cas spécial.
O 2
3 Q
(a+b)

2 {2P1zz(a+ 20) +Pz((l+b)3}

Cas spécial.
l {
{ﬂ:kq, 50

4 16
P=n,

-1[1{ Pall—a)+ PHi— 5)}

Cas spéciaux.

1) {z.a:& P’%{jl——ja}

Pi=7F
2) 2 5‘ 5
P=2P5,
2 g1 2}
61 léfl(z @)+ 3bc+ 4¢

Cas spéciaux.

2
f; (30 +4¢)

1) a=o.

) imo. Lty

37
3) gl pIIE
5 750
12

4) a=b=o, 2c=1. P

I2
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Tableau B. 1II.
Condition des charges Con=Ci,
wc [ 9
2/ l6:1/7+4zéc+2(zc+c }
o Cas spéciaux.
A B wc®
iy o 1) a=o0. ——(40+c)
; . , 2/
Vo e—h—3
e [ ——2 we ., .
2) a-+tc=0. I, vléa +Izac+5c}
Z 2
3) a=o, 6:C:;‘. w Z(ZS
we Ié o 2bet 2}
I, l Qb+ gac+20c+c
o w
:m K Cas spéciaux.
A B _ wct
;g/g;z_c‘% :&Qég-)s I) a=a. 727 (2&’*’5)
T, SR
b e—bl we . .
e — 2) a+c=0b. 2 {za“+4ac+c-}
I’I 2
3) ﬂ:o’ b:(;:?. w ‘;2
h
—5_ S yx(l—zx)dx
y y 47
warﬂ . :*ix‘fB
A@w 1 1ak Cas spécial.
r-D—= ""b"} 2
H——-l"*““’l 14 I B
a=o, b::;. 75;/,1:([—-:5)&%




