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sc¢udes seatiqkxes des champewtes rectagzgulaixees
                    a eoftstncuctiorm '

                            Par

             Wukuhei Wakabeya, Kbstikzthabuskl.

                   (regu le ig Juin ig26)

    Dans ll6tude statigue des poutres a b6quMes, on applique en g6nerar

le theoreme de Castigliano ou du Travail minimum au calcul de 1'effbrt

hyperstatique; cette 6tude a fait 1'obj'et de trds nombreux m6moires dont

la nomenclature comprend sp6cialement des 6tudes de Strassner, Hartmann,

Kleinlogel, etc. Cependant a cause de la complication du calcul, ce pro-

bleme n'a 6t6 trait6 qu'approximativement pour les charpentes rectangulaires

aconstruction.' '
    Nous nous eflbrgons ici de traiter rigoureusement la question des

charpentes rectangulaires a construction compliqu6e a r6soudre par 1'applica-

tion.du theoreme de Mohr, c'est-a-dire des relations entre les moments-

fl6chissants et les d6formations angulaires aux deux extremit6s de la piece

d6form6e.

    Pour la condition sym6trique aux charges verticales et la construction on

peut faire facilement le calcul des charpentes rectangulaires a construction en

profitant de nos r6gles qui font ia base de telles recherches.

    Ce proc6d6 est nouveau, du moins a la connaissance de 1'auteur. Bien

que le probl6me envisag6, seulement en 1'apparence de type des construc-



S8 Fulcuhei Takabeya.

tions donn6es, partit 6tre tres diflficile a r6soudre, les r6gles definies, cor-

respondant au type des charpentes rectangulaires donnees, nous conduient

m6caniquement a ia solution du probleme.

    Nous nous rappelons le th6oreme de Mohr comme suivant:

    Lorsgu'ztne 21e`ce esl soumise aza moinenl facthissanX n{f] la deJlrff25rence des

a7rg?les formtis par deztx lafagentes d deztx polnts eztefooneztes, sztr la courbe

glasnigzie, awec l'atue de x, est igate en ,girancl27ztr di l'aire de sztty?ice de Wbl

comprise entve la 2ortiora de ces deztx pol7zts co7zsid?rtls de la Pibce.

    Lozseu'ztne pie'ce esl soumise azs moment fackissa7zl, la alZslance al2t Point

eztethoneue B a la coz･trbe tilasts'gue, mesurt5e normalemefzl di in Posimn initiale

de IZx Pie"ce consiZi2irtfe, b parlir a'ztne lzxiagenie d la coztrbe glZisdeue di l'autve

Poi7zt gziethonezte A esl eigrale e7z ,girandeur azs momenl statigzee de l'aine d27

sztzf2rce WEI comprise entre la pom'oiz de ces deztx points consitl25rtis, Par

mLitZPort aza 2olnt B.

    Le degor?7ne a iti e'izoncti d'abont par uaoler,' diPerfneX a'e'IZibimfacdement

les 1"t7lalions entre les neomelzths ,IZicthissanti aux Points eztethoneztes a la courbe

 '
e'IZzstiezte el les angllgs d'z'nclvzaiso7z azte IZi 77bre mczrefzne Pvenel) sur l'rkorigon-

rade, aztx me'mes .poz'nts consid?rgs.

    Soint .nt(lb et .nVZ. Ies moments flechissants respectifs des extr6mit6s A

et B; soient g. et gb les d6formations angulaires de la courbe 61astique aux

extr6mit6s A et. B; soit E le coecacient d'61asticit6 de la matidire a 1'exten-

sion ou a la compression; soit l le moment d'inertie; so{t l la port6e ou

hauteur de la piece; soit v le d6placement vertical de 1'extremite B a partir

de sa position initiale; soit A i'aire de surface de ?i4 due a la piece appuy6e

Iibrement sur ces extr6mit6s, par rapport aux charges interm6diaires de la

piece;soit R la distance au centre de gravit6 de 1'aire A de la verticale de

la section B.

    Des propositions de Mohr on tire donc les deux forinules bien

connues:

     .nt(L, == 2Ei(2go. + so,- 3i`i ]-J{lilllll-(.gR-i),

     llaZ.== 2 f(2sob + so,,- 21`l )+ 21A,,(21-3R),
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ou bien encore:

 (r> !jlClb ==2ut {29{e+9b M3tt} -- Cltb, ' '.
 " ' tneZ.=2EE? {2SPb + SOa -3A} + Cia,

oU 1'on a pose:

    (f     e=:-l,

         v
     pt=7,
 (2) <

          2A
     C;,b= li (32-l),

        '    ICba= 21A2 (21'3R).

    Les dernieres deux quantit6s constantes C;,b et CL. sont les terrns in-

                                  'd6pendants des d6formations angulaires et aussi des d6placements verticaux

                                                     'de la piece, seulement d6pendants des charges intermediaires. Tableau A

donne les valeurs de C;,b et G,, correspondant aux diverses charges donnees.

    Dans cet ouvrage nous prendrons les conventions suivantes pour ies

signes des quantit6s employ6es dans les 6quations:

    Lorsque la tangente a la courbe 61astique de la pi6ce tend a produire

un mouvement au sens de la marche des aiguilles d'une montre, mesure a

partir de sa position initiale, la deformation angulaire sera dite positive.

Lorsque la ligne joignant les deux extr6mit6s de la piece prend un mouve-

ment angulaire, le mouvement d'une extr6mit6 de la piece relatif a 1'autre

de celle-ci, mesur6 perpendiculairement a Ia position initiale de la piece sera

dite un d6placement vertical et soit positif en cas d'un d6placement vertical

au sens de la marche des aiguilles d'une montre, mesur6 a partir de sa

position initiale. Le moment fl6chissant par une force ext6rieure est positif

au sens positif de la d6formation angulaire.

    Les 6quations (i) sont tres utiles; elles sont les equations fbndamen-

tales et g6nerales qul nous permettent de d6terminer 1'efTbrt hyperstatiquei).

    S'il n'y a pass de charges interm6diaires dans la trav6e ou 1'hauteur

Voir

!) Les equations similaires sont traitees par MM. Wilson,-Richart et Camillo Weiss.

University of Illinois Bulletin, igi8, No. io8.
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AB, les termes de CLb et CL,, dans les 6quations (i) disparaissent, on

obtient:

(3)(SI:r,'L2.2ii[:$::$z:;:;:i)

         eeypotkeses sur gesq"eaEes noaffe travaia est base.

    Dans cette recherche les analyses sont bas6es sur les hypotheses

suivantes:

    i. Les accolements des colonnes avec les poutres horizontales sont

         comp16tement rigides.

    2. Tous lesjoints, qui sont horizontaux a la position initiale, sont

         suppos6s se trouver au m6me niveau apr6s la d6formation.

    3. Les longueurs des membres sont suppos6s, m6me apres ia d6forma-

                                                           '         tion, se conserver en longueur initiale.

    4. Les cl6fbrmations par cisaillement sont nulles.

    s. Les charges et constructions sont suppos6es se trouver a Ia con-

         dition sym6trique.

    Les premieres quatre sont les hypotheses qui ne sont pas r6alisees en

sens rigoureux dans les constructions actuelles; pour les constructions en

ciment arm6 ou en acier, elles sont cependant permises sans erreur pratique

et souvent utiHs6es dans les recherches analogues.

 '    La derniere hypothese est, en pratique, appreximativement r6alis6e, car

c'est une condition ext6rieurement donn6e.

    Pour 1'effect de 1'action du vent, le probl6me est diffZ5rent et nous

aurons une autre fbis 1'occasion de traiter de nouveau cette recherche

sp6ciale.

   !) M. Manderla a introduit d'abord les equations similaires. Voir Annales de
 '1'Ecole polytechnique Munich, i87g et Allgemeine Bauzeitung, i88o-
   Otto Mohv: Abhandlungen aus dem Gebiete der Technischen Mechanik, Igo6.

   C. R. Grimm: Secondary Stresses in Bridge Trusses, Igo8.

   E C. Kunz: Secondary Stresses, Engineering News, lgil.

   Wilson et Maney:-Wind Stresses in the Steel Frames of Othce Builcling, University

of Illinois Bulletin, I9I5･

   Wilson, Richart et Camillo Weiss: Analysis of Statically Indeterminate Structures by

The Slope Deflection Mlethod, University of Illinois Bulletin, !gi8.
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                                                       '

                Caigugs des eEfiorSs kypefstatiq"es.

    Pour faciiiter, la compr6hension, nous commencerons a traiter Ie cas

simple (Fig. i).

                                        '
 g cr3 3 st !d Les 6quations (P. et (2)
                                     nous donnent pour ie Joint I:                              -- -. as

                                 la2 2;4i",--2uti(29i+if2)-a-2,
                              ---* M;",,=2EE,,(2sc}1),

                                         ia4I-, =2fft,(29i + 94)･
                                 h,

                              .--E L'6quationd'6quilibre

  a b lct Wl-2+ua1-a+ll-4"o
              '               Fig. I. no(ui)dORiist,i,elj6,g,,+g,s,,,,,,,,,,,

oU 1'on a pos6:

     Pi == 2(g, + 8. + 6',),

          Q".,
     (Ol= 2E'

Pourlejoint2: ･
     ,ltf5-,=2.EE,(2so,+so,)+Cli-i,

     -ZifE-b=:2Eljlb(2so2),

     %-.=:2a.(2so,,)- C>..,

     1ue5", = 2ut2<292 + 93)･

L'6quation d'6quilibre et la condition aux charges symetriques:

     ?rVi-1+Mli-,+n4-.+MEm3=o,

     q-, == a-,,

nous donnent:

 (s) 6,g,+,o,g,+63g3=te2--tui

oU 1'on a pos6:

     P2=2(8,+g,+6,--411,),

e.1'i 6,,6,2

6e
c

6a e,

-l,

71

l,wriliva

z
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          G-, G-,
     (Ol== 2E =: 2E'

          a-.
     (02=: 2E'

Pour le joint 3:

     21{4-4=2Etl's(2gp3+g4)+Cli-4,

     J%-, =211e,(293 + 92),

     lla5.a=:2uta(2S03)la Cli-di･

    L'6quation d'equilibre:

     A4E-4+?lf5-2+ll<7[lma=o

nous donne:

 (6) e29,+P39s+g394==(03-(V4,

oU 1'on a pos6:

     P3 = 2(6, + 6, + 6,)

          C}]-,z
     (O･i =      o 2E'
          Cli-4
     (V4== 2E'

Pour le joint 4:

     -Zl,Zl-, =2ZIE;,･(2so,+ so,)- Cl,-3,

     -lliZ-,==2E(}1(294+9i)･

L'6quation d'6quilibre et la condition aux charges sym6triques:

     .Zl{(,-,+Ai(,-1==0,

     q-, = Cl,n,

nous donnent:

    (7) 61so,+6,g,+p4SC)ii=(04

oth 1'on a pos6:

     p, == 2(el + 6,)

     'w,= {)z4 =; {i]Izi9-

    Les 6quations (4) i (7) permettent de d6terminer ies valeurs g

      --quatre Jomts. , .
aux
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                    '
    Pour donner une vue d'ensemble et en outre pour faciiiter la formation

des d6terminants, les quatre 6quations obtenues sont reunies dans le tableau

ci-dessous: '･
                                 La valeur de soi deduite des 6quations
         Tableau i.
                            (4) i (7) est repr6sent6e par une fraction dont

                            le d6nominateur est egai au cl6terminant A:

                                              ,oi 6i o el

                                              gl ,o2 82 o
                                         A: .
                                              o e2 p3 g"..

                                              61 o 6, p,

                            qui se forme, comme on le constate par le

                            tableau ci-avant, sans tenir compte cles seconds

membres des 6quations. '
    Le dernier d6terminant est 1'expression du d6nominateur commun aux

valeurs gi a 94･

    Le num6rateur de 1'expression de gi est egal au d6terminant Ai:

                               (ti, 6,oel

            . (v2-(vl p2 e2o
                        A,=
                              (o3-(o,i g2 pr, 63

                              (ti4 o6,p4
      '
                                                                 .tt
qui se forme en remplagant toutes les valeurs respectives dans la colonne

de gi par toutes Ies seconds rnembres des quatre 6quations.

    On a donc pour gi 1'expression suivante:

                              g,= Ai.

Par analogie, on obtient:

                              g,==L4.>1!-,

                                   A

                              g,.. A3, ,
                                   A

                                m A4
                              94- m.
                                   A

9i 92 9s 94
second
membre

Pi Ci
ethfl Wl

e, P2 g, Ct}2ta(Ol

6, Pb'
Ct", (03MO)4

gtl 6fi 'P4 to4
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    Les d6terminants id2, 4 et `lg sont les d6terminants que nous pouvons

obtenir en remplagant respectivement ies valeurs donn6es dans la colonne de

9, correspondant.aux g2, g3 et g4, par Ies seconds membres des 6quations

comme dans le cas de gi. ,
                                            '    En portant dans les 6quations de IZII-2, n4-i, etc. Ies valeurs g et C

                                                        'on aura l'expression des moments flechissants i tous lesjoints. TableauB

donnera ies valeurs de C correspondant aux diverses charges symetriques.

D'apres les expressions expos6es on constate que 1'expression pi est le

double de la somme des 8 qui se r6unissent au joint･i et 1'expression p2 est

le double de la somme des # qui se r6unissent au joint 2. Par analogie

on d6signera ci-apres par p. Ie double de la somme des S qui se r6unissent

au joint r. On aura donc, dans la figure 2, pour Ie cas sp6cial oti tous les

6 sont 6gaux:

p

wr   , mmT     1
mp +.. pmL

  el
- +- -
  ll

q

q

t

F

k
'
t

r

'

de

sdi im

1

1

i2}i

  l

-- k nv

  1

  l

a
 Fig.

a donc

Pr

 l

--
" --"

  ll
mp tv -f - -"- ---

  ll z tz
         2.

On :

 t

--
 1

r
tz

iCl, l

op T
  di
   1

--- +
   1
rr

-- k

   t

2

                    qr)-(r+b

                      2E

    La m6thode cle l'arrangement

1'exemple pr6cedent, pour ranger

convenable i former notre tableau

la figure 3. Comme on voit

la direction marqu6e par la

6, ei et (o sont rnontrees sus

               Pp == 2(26) == 46,

               p, =2(3g)==6e,

               P.==2(4g")==8e,

     Pour Ja condition aux charges sym6triques,

 on a:

                G.,= C,-,,

                Cl,-q = Cll-3,

 et plus g6neralement
 '             '             qr)-(r+i)==qr+i)-(")

 On remplacera ci-apres q,･)-(.") et q.+i)-(.)

 par C{.)･

  = qr+1)-(r) = qr) =(o

               2E "'       2E

        adopt6e, comme on remarque dans

    les nombreux joints acco16s dans 1'ordre

     fondamental est montree de npuveau dans

, la nomenclature prise dans la figure est selon

ligne grosse, bris6e et horizontale; ies valeurs

 la poutre a laquelle ces valeurs appartiennent.
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charpentes rectangulaires
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13ei3!4gi415i13
I(D1314415(tils!

!

8n e,,,

6"iz8toro
6g,

(V1211(VlllO (oio

616,s #g6,Tg
e,

7' to78 tos9
tt
609

'8o

6a5

6g'

&4,
61

;2

'6

1

a)65 Ws4 (04

6,,6,2 gt;g23
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Wl2 W23 qs

r. tz }z va 7tv m 9A u
Fig. 3･

Tableau 2.

ftconstru:tion. 6S

    Donc si 1'on com-

pose Ie tableau 2, d'apres

notre nomenclature de la

figure 3, comme nous

1'avons fait pour Ie ta-

bieau i, on y remarquera

qu'il y a aussi une regle

tres convenable pour ob-

tenir les 6quations qui

permettent de d6terminer

les inconnues g.

    Nous 1'expliquerons

ci-dessous:

    Dans le tableau 2,

la diagonale principale

9i 92 9:l 94 9s 96 97. 96 SPg,9ioSC'nSOmSPmSPid9ier' second
rnembre

(o

Pi
e", q cqi 121
P2
g,. e,, C02'"Wt

E"

g2 P3 63 .

to3HW2･

6, P4 6. 6t, (o4--cets

gs e, Ps C"5' gg W5ba)6 5

gti 6, P6 e, dL)6

3･

46789IQ

e-6 g, (it7 C07

6C･ e,'

P8 6, gE CVshC07

6t -gs 8, Wg""toS
'

P9
'

g, Pi6
',6io 61o COto"CC)11

eg 6io P"
e"1i el, CO11ti'CO12 12

･EG 6n PIL7 {Fl2･ttt

CO12

'

"gt2 }pi'g 61, W13

11

12

13

l4

15

'

tt
8tll 61, A14 81, CO14-W13

'

6So 61, Pls (Ol5la(V14'
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aura un rang de p dont !e suffixe est mis en ordre de nombre ordinal, c'est-a-

dire en ordre des joints arrang6s; les deux diagonales voisines auront les

rangs de 6 dont Ie suffixe est mis clans le meme ordre que p, et de plus

on constate qu'il y a des places reg16es pour 6t i la colonne et rang6es,

correspondant au 6 dont le suMxe est le mame que celui de gt.

                         Ligne de g
             p MmuumMpmpmrmpmmuan 9

travees est obtenue.

    Pour faciliter la compr6hension, les

regles trpuv6es sont r6unies dans la figure

4. Les regles 6nonc6es ci-dessus sont

nouvelles, clu moins a la connaissance･ de

!'auteur.

    On tire donc, par exemple, du tableau

             .. Fig･ 4･
    Dans la colonne du seconcl membre, (o se range selon Ia ligne zigzagu6e,

tu dont le suffixe est mis en orclre de nombre ordinal. Alors on peut

construire tr6s facilement et m6caniquement Ie tableau 2, d'apres la figure 3.

    On a donc en g6n6ral, comme pr6-

c6demment, un tableau; selon la diagonale

du tabJeau, une figure semblableala con- ,
stru
Etion donn6e iL plusieurs 6tageS et twLF let cv

' ' ' '
' J '

;il,

' ' '

8

     p

Fig. S･-
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par
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quinze 6quations qui permettent de determiner

 la m6thode cl'61imination cons6cutive, soit par

constructlon.

qulnze mconnues,

 d6terminants.
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Tabeleau 3.
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                             gongEessioff.

                        Dans !e cas oU les charges et construction sont
     l¢ sym6triques,ies6quationsquipermettentdedeter-
     '
                    miner g, et par suite 7rf] sont m6caniguement obtenues

                    par le tableau fondamentai (Tableau 3).

                        Comme on Ie constate, d'apres notre tableau on

                    n'a pas besoin de consid6rer, une a une, les 6qua-

                    tions d'6quilibre a chaque joint. Pour la relation

                    syst6rnatique de ce tableau les occasions oth I'on peut

                    faire des fautes sont, malgr6 le calcui assez compliqu6,

                    tr6s rares. Or, bien que 1'on ait malheureusement

                    fait des fautes inconscientes, par nos regles expos6es

                    il est tr6s facile de !es trouver.

                        La figure s nous montre un cas sp6cial oth toutes
6
                    les colonnes disparaissent et la construction donn6e,

                    dans ce cas, se rend a !a poutre continue et la fbrme

                    cles Iignes p et 8 se rend a celle montt'6e clans la

             P figures.Pourles. - ''
                                 ..l       Fig･6･ poutrescontinges ' `
la ligne de (v est donc en zigzag:

    Pour Ia figure 6, les lignes de p et

                     'gsontdem6meformequecellesdela. 1et
figure s; mais dans ce cas, Ia ligne de p 'to
to est tout a fait diflfZ5rente; elle est une

    La figure 7 est aussi un cas special

oth 1'on trouve les Iignes de p, 6, 6t et (o et

etantunepartdeceuxmontr6sdansle Fig.7.
tableau 3･

7A i

7e777i 7Z.V!.,7zZ 7/"va

e 4

tt

tc,



Etudes statlques des charpentes

    Tableau
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A

constructlon. 69

Conditiondes
charges

Cab Cba

.ke,.aP'beA,.,BFa'--l-

Pab2

l2

lh2b

l2

L;ltl31iC2f2ab(b+c)+6b2c

+4c2(a+b)+c3

r.

IP2Cl".(l2ab(a+c)+6a2.

+4c2(a+b)+c3

G,b:keLA･Bll:tlel--p--ot
Casspeciaux

PC2 PC3

PC3
b=o.

o?c"
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Etudes statiques des charpentes rectangulaires a
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