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Etude de la Force Longitudinale et du Moment
de Flexion aux Extrémités de la Piéce
Compléetement Encastrée.

Par
F. Takabeya, Kogukuhalkushi.

(recu le 27 Aoiit 1923)

Introduction

Dans les livres d’étude sur la résistance des matériaux, la question de
‘la piéce encastrée aux deux extrémités est généralement traitée sans qu'il
soit tenu compte de la force longitudinale qui se manifeste dans la piéce.
Toutes les fois qu'une piéce encastrée aux deux extrémités porte une charge
verticale et s'infléchit, méme trés faiblement, il se produit une tension, en
plus des réactions verticales et des moments de flexion aux extremités de
la piéce. Or, si les derniéres forces sont prises en considération, la premiére,
par contre, est en général négligée. Il est vrai que les ouvrages dont nous
parlons ne prétendent traiter que le cas d'une piéce supposée rigoureusement
inflexible et dans ces limites ils résolvent correctement le probléme.

Lorsqu'une piéce encastrée est soumise a des charges verticales, elle
prend une courbure plus ou moins marquée sans, qu'il y ait d’axe neutre
dont la longueur reste invariable aprés la déformation de la piéce.
Le moment de flexion et la tension agissent alors simultanément et cette
derniére force, négligée d’ordinaire dans les manuels, produit souvent assez
d’effets.

Dans

ouvrage, nous nous efforcons de traiter la question de la piéce

complétement encastrée aux deux extrémités en tenant compte de la fleche,
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méme si elle est trés faible, de la piéce; dans cette étude intervient la force

longitudinale produite par la charge extérieure.

Déiinition d’Une Piéce Encastrée.

Les manuels donnent d’ordinaire la définition suivante d'une piéce en-
castrée aux deux extrémités: c’est une piéce dont I'angle de tangence i la
ligne élastique est nul aux extrémités ot la piéce rencontre.des murs. Pour
nous, considérant que les matériaux dont on fait usage pour la construction
des murs sont, dans la pratique, plus ou moins souples et par conséquant
n'offrent pas une résistance absolue 4 la tension ni au moment de flexion de
la piéce; considérant que cette souplesse du materiel peut ainsi avoir, méme
si elle pardit extrémement faible, une grande influence sur Plétat d'équi-
libre de la piéce, nous avons cherché a donner du mot “encastrement” une
définition qui se raproche de I'état réel d’équilibre de la piéce encastrée plus
que ne le fait la définition ordinaire. Nous emploierons ainsi le mot
“ encastrement” pour désigner :

a) le cas on-la tension et le moment de flexion négatif agissent aux
deux extrémités de la pivce ; »

8) le cas ot la ltension agit aux deux extrémulés, sans qu'il y it
aucun moment de flexion ;

c) le cas oi le moment de flexion négatif agit aux deux extrémités,
sans qu'il y it aucune rtension.

Telle est la distinction que nous ferons des differents cas de la picce
encastrée. *

Nous appellerons alors “ pizce completement encastrée” une piéce en-
castrée aux deux extrémités et qui n'est susceptible d’aucun ' déplacement,

horizontal ou angulaire.

* En général on suppose implicitement que les deux murs de soutien étaient faits de
matériaux de méme nature et on attribue une méme valeur dy/dx aux angles d'inclinaison
de la piéce, & ses extrémités. A un point de vue plus général on peut traiter d’encastre-
ments dans lesquels les murs de soutien ne sont pas forcément construits avec des matériaux
de méme nature. Par suite de cela nous pouvons distinguer 21 cas différents correspondant
aux conditions de 'encastrements aux deux extrémités de la piéce. (F. TAKABEVA: ErupE
DES PINCES ENCASTREES AUX DEUX EXTREMITES PAR CONSIDERATION SPECIALE DE LA FORCE
LONGITUDINALE, PARIS, § paraitre 1926)
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Picce Completement Encastrée, Portant une
Charge Locale et Fixe.

I. I*fquations Générales.

Soit (IFig. 1) une piéce AB complétement encastrée aux deux extrémités
et portant une charge P au point situé a la distance @; de I'extrémité A.
Soient R, et R, les réactions verticales respectives des extrémités A4 et B
soit X la réaction horizontale aux extrémités; soient 44 et M, leurs moments

de flexion.

A\

P P
¢ a, @,
Y 44 X

;

j}

M,

Fig. 1.

Pour les moments de flexion, nous avons les équations :

de A aC: M=Rx—M-—-Xy

(1)
lde C a B: M,=R{l—2)—— Xy

avec lesquelles 1'équation

(& _ a0
O\ =" &r

* Soit une piéce droite de section uniforme Q dont l’axe neutre, primitivement droit,
prend, lorsque la piéce est soumise au moment de flexion A7, la forme d’une courbe avec
un rayon de courbure p; nous avons dans ce cas: Ijp=My [(£7). De plus, sil’on introduit
la tension X, on a la méme formule, sans erreur pratique, en remplagant £ par £4-X/Q,
posons A =ZF {1-+X[(EQ)}. La valeur de X/(£Q) peut étre négligte devant l'unité et 1'on
peut donc écrire sans erreur pratique:

@y i,

da?  El
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nous donne:

de A aC: 3/-——Ale‘§"’+A._)fE“’+—]jT;x——ﬂé
(3) §
de C a B: J/:Z?le‘im+BzL"E“’+R—2(Z{_:i)~—%

ou E= / _;/}_1-
NTKT
Les quatre constantes A,, A, I, et B, sont déterminées par les quatre
condijtions suivantes :
pour x=o y=0;
pour x=o dyldx=o
pour x=/ y=o0;

pour x=/ adyldx=o.

On a donc

A=y

! Y(]I[S A1>,

Aﬂ X}' <_ﬂ/[1§ -+ Pl)y
(4) 4

B, =—=£.—T*<ZJZ§ + ]€2>,
2€‘§1Y
s
= ME— Ry ).
B.=— ey (M_ R)

Remplagant 4y, A,, By, et B, par ces valeurs dans 'équation (3) nous

avons

2, .
de Ad Ci y=" Hett— z} ?{,ls/zéx——éx},

(3),
de C a B: y:ih{c/z{:(l ) z} St {5/;5(1 ) —&(/— ,m)l

En supposant que les deux extrémités demeurent, méme aprés déforma-
tion -de la piéce, sur la droite AP, les deux reactions horizontales X aux
Y . A o -
extrémites doivent étre égales; nous avons par suite cinq inconnues: X,

2y, Ry, M et My Nous renvoyons a plus tard le calcul de X et nous
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allons chercher a déterminer les quatre autres inconnues; nous les affectons
a priori d'un sens, le résultat de nos calculs nous indiquera si nous avons
deviné juste; la statique nous donne deux équations :

R+ Ry— P==o,

Rl— M —Pl—a)+ My=o.

Pour x=ga,, c’est-a-dire au point C, les fleches des lignes élastiques AC et
(B sont égales; et au méme point leur inclinaison sur AB est identique ;
ces conditions donnent deux équations qui, avec les deux équations préce-

dentes, nous donnent les quatre inconnues: £y, Ky, A4 et My

R, = Poshw f leachew 4 s/z(@) — s/zw} ,

l
(04 _é
 Ry= Pdshw {,{zlc/zw + 5/1(%1—) — sl

J ]
(5) 4 M= };(le {s/'ziq STty — sh2w + kych2w— 1) — 20(c/tf,— 1)} ,

1

Poay (
2/32 l

!

— / .
ou 3:1(05/12(1)-—5/12(0—{—1}, (U:;E, k=at et bh=at.

My= Sleley+ shiley— sh2w 4 ky(ch2w— 1) — 20(c/fe,— 1) } ,

Sices quatre valeurs Ry, K., M, et A sont toutes positives, c’est que le
sens choisi a priori et indiqué dans la Fig. 1 est le bon; si l'une de ces
valeurs apparaissait avec le signe moins ce serait lindication que son sens

est I'inverse de celui choisi a priori.

II. Force Longitudinale X.

Pour déterminer la force longitudinale X produite par la charge ex-
térieure 2 on applique en geénéral le théoréme de Castigliano et a la formule

bien connue :

ds=o.

MM NN
(6)5 K “ y KT

8 8
Dans cette formule, A, contient P, .X, Ry, Ry, M; et M, et N,=LX.
Nous nous trouvons maintenant devant une grande difficulté ; quelle forme

de piéce devons-nous adopter quand il s’agit d’une charge virtuelle? Dans
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les calculs de systémes statiquement indéterminés, comme les arcs, les
charpentes, qu’on a I'habitude de déterminer d l'aide des équations ci-dessus,
on prend un systéme principal qu'on choisit généralement sans tenir compte
des forces extérieures, c’est-a-dire sans tenir compte de la forme que prendra
la construction aprés la déformation. Dans notre cas la fleche de la picce
joue un role important et Pon trouvera pour A4 une valeur différente
suivant que l'on prendra comme systéme principal une piéce primitivement
droite ou une piéce légérement courbée. Dans le deuxiéme cas on aura
M=y, tandis que dans le premier cas on aura Af4=o0. Pour pouvoir
appliquer pratiquement 1'équation (6), nous ferons la supposition suivante :
nous prendrons, pour supporter une charge virtuelle, une piéce primitive-
ment courbée dont la ligne élastique aura des ordonées moitié moindres
que la fléche réelle de la piece en quéstion.*

Nous avons donc: M =?/,, Ny=—1. Si l'on remplace ds par dx,
Péquation (6) nous donne :

M,y X
S oKL S Q=

w

@€
En remplacant dans la derniére équation A7, et p par leurs valeurs
tirées des équations (1) et (3), et en intégrant et, en outre, en y remplagant

Ay, A,, By et B, par leurs valeurs, nous obtenons :
(o

G
2%%(:&2/%—2/&,,s&/%—1)

‘ i}Mfaﬁ shak, _ 2shie, +I>
/g;ll ( 2/67L /gﬂr
{ 1

* Pour la justification de notre hypothése, nous prions le lecteur de se reporter a
I'article IIT—Voir aussi p. 13-23, ,,Zur Berechnung des beiderseits eingemauerten Trigers

unter besonderer Beriicksichtigung der Lingskraft, Berlin, 1924. par F. TAKABEvVA.

M. le Prof. A. Ono a traité le probléme similaire. Voir ¢ On the Application of Vari-
ational Equations to Statical Problems of Elasticity,”” Memoirs of the Colledge of Ingi-
neering, Kyushu Imperial University, Fukuoka, Japan, Vol. III, No. 2, 1024. M. le Prof.
K. Hayashi a donné quelques avis pour la justification de notre hypothése. Voir ¢ Uber
die Auwendung des Satzes von der virtuellen Verschiebung in der Festigkeitslehre,”
Memoirs of the Colledge of Engineering, Kyushu Imperial University, Fukuoka, Japan, Vol
111, No. 3, 1924.
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=0.

‘ 2 ]\).2 7 4
2al f shak, @ 2shk,
i‘*z; ;. (2@ + 2 ——2[/1/5”-—I>
] =
| HKAE
‘ i il
L

g9

Cette équation permet de déterminer la force longitudinale X

ITI. Note.

Pour justifier notre theéorie et prouver qu'elle est applicable pratique-
ment, nous voulons traiter la question plus a fond. Si I'on suppose que la
force extérieure augmente graduellement, on constate que la piéce est en
équilibre tout le temps que cette force augmente, causant, dans la forme de
la piéce, certains changements qu’il faut calculer jusqu'au moment donné.

On donne donc aux forces extérieures (au moment de flexion /7, et A
la force longitudinale /V,), certains changements infinitésimaux (@7, et dV,)
qui communiquent & la piéce un déplacement @« horizontal et réel.

Nous avons donc I'équation

MdM, MNdN,
(8) ——,ﬁ~a’s+ —,*[l’.s‘:[[(l"‘
K7 K8
$§ &
qui a été donnée pour la premiére fois, a ma connaissance, par M. K.
Hayashi. Cette équation permettra d’étudier le systéme prineipal en
p Y
question.

Soit AB une piéce “‘ complétement encastrée” et portant une charge
locale et fixe (Fig. 2). Si la piéce fléchit, il se produit, a ses deux extrémités,
une tension et un moment de flexion négatif. Ces deux derniéres quantités
sont fonctions de F.

1.’équation (8) nous donne I'équation :

* SiPon remplace &, 4, NV, et o respectivement par &, da/,, dNV; et du dans la formule

bien connue:

My M, 7y Ny
SI—-«———A e M1 Ly ds =

w EQ

on trouve I’égnation (8)
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MM, NN,
o) | | e | | g

P @ V]
qui est alors trés difficile & résoudre, car la quantité X est fonction de la
charge P appliquée extéricurement; soit X=AP). Il s'agit de déterminer
J(P) par l'équation (9). On a pour dM, et N, les expressions qui con-

L)
or

tion (9) nous donne donc une équation fonctionnelle qui contient /(£) et

IL)
op

tiennent /() et , parce que M, et V, sont fonctions de /{P). L’équa-

sous une forme trés compliquée. Comme il est trés difficile de

résoudre cette équation, nous adopterons un procédé plus commode qui
nous donnera une solution approchée :

La piéce étant d’abord droite, nous laisserons agir la tension [X'; de
cette tension s’ensuivra un déplacement horizontal «; aprés que la piéce a
repris son état d’immobilité, nous appliquons la charge locale et fixe pour
rendre @ nul (Fig. 2).

A

by

X

=
- 1ot

MIJN]

Fig. 2.

L’équation de la ligne élastique peut é&tre exprimée comme ci-

dessous :

de A& C: lf (msx 1> fM}



Etude de la Force Longitudinale et du Moment de Flexion aux Extrémités de la Pidce 9

de C & B: —_Y{ £ [C/Zg(z 2 ] ﬁ[sfzf(l—x)é—f(l—x)] }

ou

J=0slw {/égc/za) + sk le — s/zcu} s

(\

Si= {s/zfil + $leley—sT20 + ko ch2w — 1) — 20(cltly—I) 1,

2k,

—shw 1

(hm )
2 I’

Ss=0shw { Bychew 4 sh~2 21

Per,
fi= %{Sﬁ/ﬁ - 5htey—shz2w + fy(chaw — 1) — 20(clile, — I) }

De ces équations et de la figure 2 on tire:

de A aC: zz’[![_—{]g—ls/zéx——fgc/zfx}a’[), M=y,
AN, =o, Ny=—

de Ca B: (ZM;-—:{%s/z{‘(l—x)—jj,c/z&(l—x)}dP, M=y,
AN, =0, Ny=—1.

Remplagant ds par dx dans I'équation (8) et intégrant cette équation,

nous avons:

fed F dl '
dui=—t —1-;-{ FichEn—1) —ﬁ@g—@«}{ %sﬁfx —ﬁcﬁéx}dpdx
a P [s/E(l—x)—E(—x] )
+7 5 {jﬁjl [c/lf(l——x)——]} —fs ¢ | X
{ J; )l (I— x)}dex
ou
ra

O

o=

T Y lf(c/tfx —/f;
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2\ P T ey [ =) —€(—4] )
AR {ﬂ [‘ﬁg(l_")—l]”f?’ ¢ i

{%5725 ((=2)—/iel&(l—x) } =
ou encore

Xl z y
1) Zo=77\ >

K

MM dx

I’équation (10) montre qu’'une piéce courbée, dont les ordonnées sont

égales a la moité de la fléche réelle, peut servir de systéme principal.

IV. Cas Speciaux.

1). Soit X=o. A ce cas eorrespond une piéce qui est encastrée aux
deux extrémités et qui soutient une charge locale et fixe. Dans les
manuels on suppose d’ordinaire, mais d’'une maniére implicite, qu'une des
extrémités est complétement mobile horizontalement et de ce fait on ne
s'occupe pas de la force longitudinale, qui peut produire un changement
de longueur de la piéce, si les extrémités sont incomplétement mobiles
horizontalement.

On obtient alors pour &, R,, MM et M.

g LtEGut®)
lo
Ro—= Poi(3a,+ @)
2 13 »
(11) »
ﬂf;: (li(lv ,
Ve

.

* Soit o le déplacement horizontal. La valeur de «// peut é&tre négligée devant I'unité.
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A 14
2). Soit @y=a,. A ce cas correspond une piéce qui est encastrée aux

deux extrémités et qui soutient une charge / au milieu de sa portée.

4 , .
En remplacant @, et @, par 0 les équotions (3) nous donnent :

Ro= Ryt
2
(12)
M=M=
4(!) 2

L / '
I équation (7), en y remplacant @, et a» par - Ry, Ry, M, et M, par ses

. +/b’7 -
valeurs, et en designant ~ par o, nous donne pour A :
/20
2+c/zm~~3—— o s
(13) _ 1029K°]
. - PQ GQ
a)ﬁc/z"i 4
2

I’équation (13) étant transcendante, on n’en peut tirer aucune conclusion
pratique. On peut cependant, par les considérations suivantes, se rendre

compte du signe que 'on doit adopter pour X. En effet, pour une valeur posi-

33/&601/ <(Uﬁ[,‘/lgi>
@ J 2

est alors toujours positive et sa valeur varie en sens inverse de w.

tive de X, la quantité w est réelle; l’expression{z—i—c/z(u——

Pour une valeur négative de X, @ est imaginaire et ['expression
358w w .. , .
{2—}-5/1(0_—0} ‘066/37 est alors négative. Il résulte de ceci que X

[

doit étre positif, puisque le second membre de I'équation (13) est toujours
positif, quelque soit le signe de P. Ia force X se presente donc toujours
comme une tension, indépendamment du signe de £,

Si l'on s’est donné la section de la piéce et la charge P appliquée de
I'extérieur, le second membre de l'équation (13) est un nombre connu 7.
On peut alors chercher quelle valeur de @ substituée dans le premicr

membre rend ce premiér membre égal & /7 et I'on n'aura plus, pour obtenir

X, qu’a porter la valeur trouvée pour @ dans la formule X'=aw’{ ou a————’f—f(f .
, qu'a p P 7

La figure 3 peut servir a déterminer @ et en outre X
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X kg

~

4000

5000 / / /
1500
D
S
&

0
\
CAN
35 000
g
%000

3500

2000 /
1500

3000 /
2500 / /
/
/
/

1000

AN AN
\

0.4 ‘ /

0.8 /

12 /
1.6

N

2.4

28 2+ chw—2ohe
flw)= - v

32 o' ch’w,

]
ol
|
|

Fig. 3a.
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X kg
50000, /
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40000 0/ S o.Z& S Q/
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—
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0.4 e
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2.4 / TSh
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2.8 ( ) b Chzﬂ
2
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3.6 /
4.0 8 l
44 /
438 /
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5.6 }1
6.0
f(w)
Fig. 3b.
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Réactions Verticales aux Extrémités de la Piece
Complétement Encastrée.

Les premiéres deux équations de léquation (5) nous donnent les
réactions verticales qui se manifestent aux deux extrémités de la picce
complétement encastrée. Ces deux équations sont transcendantes et sous -
une forme trés compliquée a résoudre.

En développant donc en série I'expression de Rj, on obtient :

P3a+a)ad
R=TEDE
ou A= (& + ko) Ho—t)

40 + 1037+ /o)
(14) {par analogie :

PO S Lo ) WYY

2 13

SRS )
40 10(3%y+ fer)

Le coefficient d’élasticité étant en général un grand nombre, les
expressions 4 et A’ sont négligeables devant I'unité. Si l'on néglige ces
deux quantités dans les équations (14), on obtient pour &, et R, les valeurs

bien connues :

(R,= P(3a + @) ’
lo
(15) .
R=LB0ta)E

13

* En pratique la vuleur de X/(X7) est trés petite, par suite les valeurs X et ¥ sont
petites et ’on peut donc servir les équations (I§) sans erreur pratique.
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En désignant a; et a, respectivement par & et (r—¢)/, on a encore:
RFEQ(&),

Ro=DA(e),

ot on a posé

(16) 4 Si(e)=1—38 4 2¢,

foe) =38 —2¢°,

et

+1>e>o0.
La figure 4 donne la représentation graphique des expressions fi(¢) et

7:(€) qui permettent de déterminer les lignes d’influence de R et A,

i)

10
0-8 \ /
0.6 ™
0.4 i
02 p ]
0 0.1 02 0.3 04 05 0.6 07 08 09 10
Fig. 4.

Moments de Flexion Négatifs aux Extrémités de la
Piece Complétement Encastrée.

Les derniéres deux équations de l'équation (5) nous donnent les
moments de flexion négatifs qui se manifestent aux deux extrémités de la

piece complétement encastrée. Ces deux équations sont transcendantes et

€
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sous une forme trés compliquée a résoudre. Comme précédemment, en

développant donc en série l'expression de A4, on a:
I

) 2
.

o (fy+ 7Y /L’2<2/é1’“/32)
on =600 Tt 6o

(17)4 par analogie :

M:%[l"vl]r

oy ) Ey(2k—Ry)
\ r__ ( 1 1 1
| oun 7= 600 + 6o Foaians

Le coefficient d’élasticite étant un grand nombre, la valeur de X/(K7)
est trés petite et les expressions 7 et 7' sont négligeables devant l'unité.
Si 'on néglige ces deux quantités dans les équations (17), on a pour 44

et MM, sans erreur pratique:

Po,as
]’[1:—7-%—::
(18)
M= P(;al

qui sont les formules que donnent les manuels pour X=0. En désignant

@, et a, respectivement par ¢/ et (7—e)/, on a encore:
M=),
My=Pife),
(19)4 ol lon a posé
S =ela e,
| A9=t—92

La figure 5 donne la représentation graphique des expressions f5(€) et

7{e) qui permettent de déterminer les lignes d’influence de 44 et 4.
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£(s)
016

RN ARNZEA!

0.10

&X
/
"

AN

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 10 &

Fig. s.

Force Longitudinale qui se Manifeste dans la Piéce.

L’équation (7) nous donne la force longitudinale qui se manifeste dans
la piéce complétement encastrée. La solution de cette équation envisage
n'est pas obtenue sans un calcul assez compliqueé.

1.équation (7) nous donne:

E{Iemlas‘,ﬁveﬂ) M2, fil)— Rl f:;(/aa,,)} =25
=1

ou l'on a posé

(20) { filk) = chet,— i, — 1 |,

,
I 5/121377, ZS/Zén
f'l(én) = é:i { 2k - ~ ) e } ’

I S]l2/73ﬂ ZSZZZ?N.
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[ﬁ(lal) P\ 2%, 7 2chk, Ij



18 F. Takabeya.

ou encore, en développant en série, 'on a:

, _
Y W) T e
Sl AN + “p
l _ .
‘ /‘Z(/én) = ‘;'562, L“I + (12— ¥
(21) T ]
fé('éoz) - ijcfl LI + 0‘3' 3’
ou oy = 0,216/ + 0,01785/k) +......
0y =0,35F% +0,036908) 4 ......
y=0,I5470/ + 0,00002/% +......

On trouvera dans la figure 6 une représentation graphique des fonctions

précédentes sour /Z,.
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Fig. 6a.
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Fig. 6b.

En effet, si Pon s’est donné la section de la piéce et la longueur de
la portée, le second membre de la premiére équation de I'équation (20) est
un nombre connu /. On peut alors chercher par titonnements quelles
valeurs de % et & substituées dans le premier membre rendent ce premier
membre égal a /7 et 'on n'aura plus, pour obtenir X, qu'a porter la valeur
trouvée pour # dans la formule A’:(%)g K.

La figure 4 peut servir a déterminer R, et R, la figure 5 donne les
valeurs M, et M, et la figure 6 détermine les valeurs fi(k), /fa(4), fo(#),
Fils) Fo k) et fiolle) pour % et /o, donnés.

Toutes les formules que nous avons obtenues dans les paragraphes
précédents contiennent des termes transcendants qui les rendent difficilement

applicables dans la pratique.
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Fig. 6c.

Nous donnerons, pour terminer, la ligne d'influence de X pour une
piéce et une charge données.

Soit une piéce de section a double 7, laminée, avec /=400cm,
I=170cm’', £=10,6cm*, E=2100000kg par cm’ et P=s00kg, chargée au

point situé a la distance @; de P'extrémité A (Fig. 1).
/ .
Pour @;=—, on a X=y2kg,

3
8

La figure 7 nous donne la ligne d'influence de la force longitudinale X

pour @y=-3~/, on a X=750kg.

pour une piéce de section donnée comme ci-dessus avec une charge, locale

et fixe, P=1500 kg.
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