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    '   extude de Za Wexce Mongitudinale et du maoment
         cte Wlexion aux anxttemites de Za Piece

                 Completement rcneasttee.

                                Par

                   W, Takabeya, Kbgukz`hakztsrki.

                      (regu le 27 Aofit I925)

                           Introduction .

    Dans les livres d'6tude sur la resistance des mat6riaux, Ia question de

la pi6ce encastr6e aux deux extr6mit6s est g6n6ralement traitee sans qu'il

soit tenu compte de la force longitudinale qui se manifeste dans la piece.

Toutes les fois qu'une piece encastr6e aux deux extr6mit6s porte une charge

verticale et s'inflechit, m6me tr6s faiblement, il se produit une tension, en

plus des reactions verticales et des moments de flexion aux extremit6s de

la pidce. Or, si les dernieres forces sont prises en consid6ration, la premi6re,

par contre, est en g6n6ral ,n6glig6e. Il est vrai que les ouvi]ages dont nous

parlons ne pr6tendent traiter que le cas d'une piece suppos6e rigoureusement

infiexible et dans ces limites iis r6solvent cori-ectement le probleme.

    Lorsqu'une piece encastree est sournise a des charges verticales, elle

prend une courbure plus ou moins marqu6e sans. qu'il y ait d'axe neutre

dont la iongueur reste invariable aprbs la d6formation de la piece.

Le moment de flexion et la tension agissent alors simultanement et cette

derniere force, neglig6e d'ordinaire dans les manuels, produit souvent assez

d'effeIIiSans c?,,//1,/,,,,/i./i,,//,,;,/;,/,,.,,uvrage, nous nous efforsons de traiter ia quegtion de ia piece

compldtemenff encastree aux deux extremites en tenant compte de la fieche,,
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m6me si eJIe est tr6s faible, de la piece; dans cette 6tude intervient la force

longitudinaie produite par la charge exterieure. '

   '- .-Definitiend'UnePieceERcastree.

    Les manuels donnent d'ordinaire la d6finition suivante d'une piece en-

castree aux deux extr6mit6s: c'est une piece dont 1'angle de tangence a la

2igne elastique est nul aux extr6mit6s oti la piece rencontre les murs. Pour

nous, considerant que Ies mat6riaux dont on fait usage pour la construction

des murs sont, dans la pratique, plus ou moins souples et par cons6quant

n'oth'ent pas une r6sistance absolue a la tension ni au moment cle flexion de

la pi6ce; consid6rant que cette souplesse du mat6riel peut ainsi avoir, meAme

si elle parait extr6mement faible, une grande influence sur 1'6tat d'6qui-

libre de la pi6ce, nous avons cherch6 a donner du niot "encastrement" une

definition qui se raproche de 1'6tat r6el d'equilibre de la piece encastr6e plus

que ne le fait la definition ordinaire. Nous emploierons ainsi le mot

"encaslErefnent" pourd6signer:'. . ....
      a) le cas ozKs la tensioiz el de whome7zt de faxz'oiz nggzxof agissent,aztx

          dezdx extutimuts de. la .iOieLce;' ''/
                                                         '         '           le cas oi"t'la tension agth azcr dez"x.extre'mdr2is, sans qu'a y dil      b)

        ･aucztnmomenaf･defaxion;,' '. .,
   ' c) le cas o2Lf le 7nomenif de faxioiz vztigalij' a2pt aztx deztx axtrgmiths,

  ' ･sansgu'dilailauczt)zelension. '' ,'
    Telie est la distinction que nous ferons des difTZ]rents .cas de la piece

                                                                       '
    Nous appellerons alors "Pibce coimpthtefnent encaskre'e" .une piece en-

castr6e aux deux extr6mites et qui n'est susceptible d'aucun d6placement,

horizontalouangulaire. ' .
' ac En g6neral on suppose implicitement que les deux murs de soutien etaient faits de

materiaux de meme natute et on attribue une meme valeur dyldx aux angles d'inclinais6n

de la piece, b ses extremites. A un point de vue plus g6neral on peut traiter d'epcastre-
ments dans lesquels les murs de soutien ne sont pas forcement construits ave6 des mat6riaux

de meme nature. Par suite de cela' nQus pouvons distinguer2rcas differents correspondant
aux conditions de 1'encastrements aux deux extremites de la piece. (E TAi<ABEyA: E'ruDE

DEs plScEs ENcAsTJ(ims Aux DEux ExTREMITks pAR CoNSIDERATIoN SpSclALE DE LA FORCE
                             'LoNGITuDINALE, PARIs, ct .paraitre lg26) .
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            Piece Completenient Encastree, Portaflt ufie

                       C;harge E.egaRe et Fixe.

                         t                     g. Equations Generales.

    Soit (Fig. i) une piece AB compldtement encastr6e aux deux extr6mit6s

et portant une charge I' au point situ6 a la distance ai de 1'extr6mite A.

Soient je?i et R2 !es r6actions verticales respectives des extr6mit6s A et B;

soit -¥ la r6action horizontale aux extr6mites; soient 1( et .tU4:., Ieurs moments

de flexion. '
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Pour les rnomeRts de flexion, nous avons

ile.i/)g; k-:.t :llL-,1)IL.,,,
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R2
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les equations:

x

   X Soit une piece droite de section uniforme se clont l'axe neutre, primitivement droit,

prencl, lorsque la piece estsoumise au moment de flexion n(: la forme d'une courbe avec

un rayon de courbure p; nous avons dans ce cas: ilp=ldCl;1(El). De plus, si1'onintroduit

la tension X, on a la meme,formule, sans erreur pratique, en remplagant Epai- E+X!st;

posons A --E {1+Xf(E9)}, La valeur de Xl(Esu) peut etre negligee devant 1'unlte et 1'on

peut donc 6crire sans errenr pratique:

                             d2f! Adf,v
                                 =- .                             dx2 Ef
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nous donne:

     de A a c: ],=A,eE･v+A,,e-gft:+ lxe'x" n.yf.l

 (3)
     de C a B: J,=B,eljx+.B,e-Za:+ ??2(k-i X) - tt-'

ot, ts=4/L-JYf.-.

    Les quatre constantes Ai, A,), Bi et B,, sont d6termin6es par Ies quatre

                                                        'conditions suivantes:

        pour,:v=o y==o;
        pourx==o dy/(il:tf=o

        pourx=l y=o;
        pourx=l (ip,!(lhf=o.

    On a donc

    fAi=-Ili-L-l]ff(uag-7e,),

    l
    lA2 :.,.f.¥ (%ge + R,),

 (4) ･1

     B'= 2e"-fg"x (Jl-g+R2),

    '
    [BL' == 2,-t!iex (i`fhg-&)･

                                                             tlt
    Remplagant Ai, A,,, Bi, et B,, par ces valeurs dans 1'eguation (3) nous

avons:

     de A a c: y= Jxl (ckg"x-i]- 6R¥i (srkex-sx],

 (3)' d. c a B: y= tt-(ch6(i- x)-f]- itt (sne(i-x)-g(i-x)]･

       '
    IZn supposant que les deux extr6rnit6s demeurent, rnetne aprE)s d6forma-

tion -de la piece, sur la droite AB, les deux r6actions horizontales N aux

6xtr6mit6s doivent 6tre 6gales; nous avons par suite cinq inconnues: .8]

Ri, 7?!, l41 et J{I. Nous renvoyons a plus tard Ie calcul cle iJY" et nous
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allons chercher a d6terminer les quatre autres inconnues; nous les afllectons

a priori d'un sens, le r6sultat de nos calculs nous indiquera si nous avons

devine jt}ste; la statique nous donne deux 6quations:

                     R,+R,-P--o,

                     R,l-J(-2"(l-a,)+]L=o. s
Pour x=:ai, c'est-a-dire au point C; les fieches des lignes elastiques AC et

CB sont egales; et au m6me point Ieur inclinaison sur AB est identique;

ces conditions donnent deux 6quations qui, avec Ies deux 6quations pr6ce-

dentes, nous donnent les quatre inconnues: Ri, .2?L,, 1( et 14}:

    .Creitirask(o(th2ck(o+sk(kiik2)-sth(o],

    I･R2=A)sk(v(k!crk(v+sk(k2iki)-sth(v],

 (s),Y(--l26:i(shk,+skk,-sk2(o+k,(ck2(o-f)-2(v(dekL,-i)],

    Ifi4== {llkC2 (srkk,+skk,,-sh2tu+k,(de2(o-I)-2(o(crkk,-f)],

    Ioti B=[((tisrk2(v-ck2(o+i)li(o'==fe,k[=ai6etfe2=a,)e.

Si ces quatre valeurs Ri, R2, J( et n4 sont toutes positives, c'est que le

sens choisi a priori et indiqu6 dans la Fig. i est le bon; si 1'une de ces

valeurs apparaissait avec le slgne moins ce serait 1'indication que son sens

est l'inverse de celui choisi a priori.

                                 '
                  N. Force ]Longitudinale X.

    Pour d6terminer ia force longitudinale X produite par la charge ex-

t6rieure P on applique en g6n6ral le th6oreme de Castigliano et a la formule

bien connue:

(6) j ?'{23"ts+S tt",Ti ,t:,....

     ss
    Dans cette fbrmule, 1(L contient .E; .¥) l?i, R2, n( et A{ et A7L==-Y:

Nous nous trouvons maintenant devant une grande diflficult6; quelle forme

de piece clevons-nous adopter quand il s'agit d'une char.cre virtuelle? Dans
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Ies calculs de syst6mes statiquement indetermin6s, comme les arcs, les

charpentes, qu'on a 1'habitude de d6terminer a 1'aide des equations ci-dessus,

on prend un systeme principal gu'on choisit .cre'n6raJement sans tenir compte

des forces ext6rieures, c'est-a-dire sans tenir compte de la forme que prendra

la const･ruction apr6s Ia deformation. Dans notre cas la fleche de la pi6ce

joue un r61e important et l'on trouvera pour J( une vaJeur diffl5rente

suivant que 1'on prendra comme systeme principal une piece primitivement

droite ou une pie'ce 16ge'rement courb6e. Dans le deuxi6me cas on aura

1(=vi, tandis que dans le premier cas on aura 1(=o. Pour pouvoir

appliquer pratiquement 1'6quation (6), nous ferons Ia supposition suivante:

nous prendrons, pour supporter une charge virtuelle, une piece primitive-

ment coua"b6e dont la ligne 61astique aura des ordon6es moitie' moinclres

que la fieche r6elle de la pidce en gu6stion.*

    Nous avons donc: J(=V!2, Ail=-i. Si 1'6n remplace ds par aLx,

l'6quation (6) nous donne:

                       jg4.-; ,ihfnyj ,X. du=..

                       tv :tt
    IEn remplagant dans la derni6re 6quation .27(. et p, par leurs valeurs

tir6es des 6quations (i) et (3), et en integrant et, en outre, en y remplagant

Ai, A2, Bi et BL, par leurs valeurs, nous obtenons:

    C2       Z Roril!;i,'agb (frk2k,,-2k,,skk,,-f)

       ot=1

        o     -S -nt,c,gg, p･･(si2f,oi･ nt 2s,k,l oi ..)

 (7)･)) oe=1

   ac Pour la justification cle notre hypothese, iious prions le lecteur de se reporter a

l'article III-Voh- aussi p. i3-23, ,,Zur Berechnung des beiderseits eingemauerten TrEgers

unter besonderer Beriicksichtigung der Lttngsl<raft, Berlin, lg24. par F. TAKABEyA.

   M, le Prof. A. Ono atrait6 le probleme similaire. Voir `` On the Application of Vari-

ational Equations to Statical Problems of Elasticity,'' Memoirs of the Colledge of Engl-

neering, Kyushu Imperial University, Fukuoka, Japan, Vol. III, No. 2, iq24, M. Ie Prof,

K. Hayashi a donne quelques avis pour la justification de notre hypothese, Voiv `cUber.

clie Auwendung des Satzes von der virtuellen Verschiebung in der Festiglceitslehre,"

Memoirs of the Colledge of Engineering, I<yushu Imperial University, Fukuoka, Japan, Vol

                                          '
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     l-,$., t7':f'3' ( Sth22k4,o" + 2Skh,P' -2ckk,,-i)

    IH 4th'2f3-
     t s? '0'

    Cette equation permet de d6tertniner la force longitudinale 2¥1

                            Igl. Note.

    Pour justifier notre th6orie et prouver qu'elle est applicable pratique-

ment, nous voulons traiter Ia question plus a fond. Si 1'on suppose que la

force ext6rieure augmente graduellement,' on constate que la piece est en

6quilibre tout le temps que cette force augmente, causant, dans la forme de

la piece, certains changements qu'il faut calculer jusqu'au moment donn6.

    On donne donc aux forces ext6rieures (au moment de flexion ?Z4L et a

la force longitudinale NL), certains changements infinit6simaux (mu4L et allN(,)

qui communiquent a la piece un d6placement dicc horizontal et r6el.

    Nous avons donc 1'equation

                                   tt(s) jZi211i..Zi,.iC;,..S-iV,i.dA2le.,,..,,,,,*

        ss
qui a 6t6 donnee pour la premiere fois, a ma connaissance, par M. K.

Hayashi. Cette 6quation permettra d'6tuclier le systeme prineipal en

     .questlon.

    Soit AB une piece `Ccompl6tement encastr6e" et portant une char.cre

iocale et fixe (Fi.cr. 2). Si la piece flechit, il se produit, a ses deux extremit6s,

une tension et un moment de flexion n6gatifl Ces deux dernieres quantites

sont fonctions de 2

    L'equation (8) nous clonne 1'6quation:

   N Si 1'on remplace E,

bien connue:

on trouve 1'6quation (8)

na.,, .8Vlv, et ct respectivement pa}' 7{1', dn(,, tlAJ., et (tbc dans la formule

 SM.i,,",div d,+sM.,,,,2, g"x ,i, .,,.

  s e,
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(g) jS i(.d,uz du+jj E'.?Vi du.,.

       Fx Px
qui est alors tres difficile a r6soudre, car ia quantit6 X est fonction de la

charge P appliqu6e ext6rieurement; soit X==L/(P). Il s'agit de d6terminer

./<P) par l'6quation (g). On a pour alf14L et (IAC, les expressions qui con-

                Ql(l))
                    , parce que J4 et AI, sont fonctions de./<P). L'equa-tiennent rtA et
                 ap

tion (g) nous donne donc une 6quation fonctionnelle qui contientflA et

 aiKP)
  ap sous une forme tres compliquee. Comme il est tres difllcile de

r6soudre cette eguation, nous adopterons un proc6de plus commode qui
                              l.
nous donnera une solution approchee:

     La pi6ce 6tant d'abord droite, nous laisserons agir la tension X; de

cette tension s'ensulvra un d6placement horizontal a; apr6s que la piece a

 repris son 6tat d'immobilit6, nous appliquons la charge locale et fixe pour

 rendre a nul (Fig. 2).

                   A .B                   ll        x"ti:ll:ti"i l i,-B ;sl.

X

 i

 i
 t

at
P

          l

          i
ia2.,----'MP"} B

 M, IRi
      l

1aj --

R,
  l
  I
  '
  1

4

1･

X

    L'6quation de Ia

dessous:

    de'AaC: y=

 ligne

Pf
X(

   MbN,

   Fig. 2.

6iastigue

fh (crk6:v - f) -A
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         '
 (shex-6x)

    6

    -texprlmee

l
5･

        .comme cl-
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                                     '                                                  '       '
    de c a B: ],== illl (L I],k6(lm.)mmb..]-,/h [she(l-x)6-e(l-x)] },

       i ==o"srk(o(k2ck(o + sk (ki ; kL') ww srz(v],

       A==£"kai(srkki+skk2-sk2(o+k2(de2(v-J)-2(o(ckk,--J)),

       .n -- o"srk(o[kcrk(o + sk (kL' i ki) . srk(o],

       4== ekai (skk,+shk,-sk2(o+k,(de2(o-I)-2(o(cnk,-l)).

    De ces 6quations et de Ia figure 2 on tire:

    de A a c: tlA4. =(tLsskex-L/hckgx]clEl
                                                 At2i =Lr,

              ctiV.=o, M== rif,
    de C a B: alfJ{fts==(=/gi`sth8(l-x)--:f4cL6(l-x)](IEI
                                                 th1 ==%

              `ILA(L==o, 2Vl=:-I.
    Remplagant cis par tfthf dans 1'6quation (8) et int6grant cette 6quation,

nous avons:
                                                           '
 ec- Fct            1                                                       '  cfu==?S f(n(clesx-i)-A(Sne"EeX))[{.skgx-ncthexjdpd2v

 o oo
          pt
    +]Ef- f(,i2Fk6(i-x)-J].A[sk8(i-xl-g(i-x]}.

          o tt].
                                   (? ske(l-x)-Ack8(l-x)ldMx

ou

          ct1
   a=:?lfl .Px[.r`}(de4x-f)-A(Sk6"i8'V)ip(Z?-skgx.fl"ch6x]d2r

          o
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           t                                     '
    +IEi .Px(.iZ[ck6(i-x)-f]-fi[sk6(i-x3-6(i-t:]}p.

           al
                                        [e sne(l-x)=Ack6(l-x)](lx

ou encore

       ;k7 l Ji(io) lne--nv･ h'ls-di4(in:

                 .e

    V6quation (io) montre qu'une piece courbee, dont ies ordonn6es sont

6gales a la rnoit6 de la fldche r6elle, peut servir de systeme principal.

                        iV. gas Spegiagx.

                    ,    i). Soit X=o. A ce cas eorrespond une piece qui estencastr6e aux

cleux extr6mit6s et qui soutient une charge locale et fixe. Dans les

manuels on suppose d'ordinaire, mais d'une maniere implicite, qu'une des

extr6mit6s est comp16tement mobile horizontalement et de ce fait on ne

s'occupe pas de la force longitudinale, qui peut procluire un changement

de longueur de la piece, si les extr6mit6s sont incompletement mobiles

horizontalement.

    On obtient alors pour .Z?i, R2, I( et n(.

    CR,.. thl,C91a,,i+a2) ,

          lhr(3a2+ai)
     R"== .      " lo )
(ii) in(,. Ik:sal7 ,

    [.t?lf3-= fctt;l/a:.

ce Soit ct le deplacement horizontal. La valeur de ctfl peut etre negligee devant 1'unit6.

          '
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    2). Soit ai==a2. A ce cas correspond une pi6ce qui est encastr6e aux

deux extr6mit6s et qui soutient une charge P au milieu de sa port6e.

         '                               l
                                 , les 6quotions (s) nous donnent:    En remplagant ai et a,) par
                               2

              P
     RI=:R2== ,
               2
(I2)

               R (ti
     nl==nL= th .
               4(ti 2
                                           l
L'6quation (7), en y remplagant ai et a! par , .2?i, 1?2, 1( et ]1 par ses
                                           2
                       k, + k,
valeurs,etendesignant 2 par(o,nousdonnepour.PY:

              3sk(o
     2+Crk(O-(v Io24K21'3
(I3) ,,6cka(v ==: P!l69''

              2

    L'6quation (i3) 6tant transcendante, on n'en peut tirer aucune conclusion

pratique. On peut cependant, par les consid6rations suivantes, se rendre

compte du signe que 1'on doit adopter pour .2U En effet, pour une valeur posi-

tive de ]¥) la quantit6 (o est r6elle; 1'expression(2+de(v-3S(ko(O]/((oGckg･ ;O )

est aloys toujours positive et sa valeur varie en sens inverse de (o.

    Pour une valeur negative de .N; (ti est ima.crinaire et 1'expression

(2+ck(o-3S(rko(O l/((o6cle2 ;O) est alors n6gative. Il r6sulte de ceci que X

doit etre positig puisque le second membre de 1'6quation (i3) est toLljours

positiC quelque soit ie signe de R La force -2Y se presente donc toujours

comme une tension, ind6pendamment du signe de A

    Si 1'on s'est donn6 la section de la piece et la charge P appliqu6e de

1'ext6rieur, Ie second membre de 1'6quation (i3) est un nombre connu H

On peut alors chercher quelle valeur de (o substitu6e dans le premier

membre rend ce premi6r membre 6gal a H et 1'on n'aura plus, pour obtenir

.i¥] qu'a porter Ia valeur trouv6e pgur (o dans la fbrmule -¥==a(v!
(oU a== ll, KT7).

La figure 3 peut servir a cl6terminer (o et en outre IYI
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Reagtioaxs Vertigales aux

 gompgetemeElt

Extremites de ga

Encastifee.

Piege

    Les premieres deux 6quations de 1'equation (s) nous donnent les

r6actions verticaies qui se manifestent aux deux extr6mit6s de Ia piece

completement encastr6e. Ces deux 6quations sont transcendantes et sous

une forme tr6s compliqu6e a r6soudre.

    En d6veioppant donc en s6rie 1'expression de Ri, on obtient:

    `R,,. "P<3ail"a2)aZ/ (.+R,),

    i ou R= (ki4+.k2)2 + ./'-'tkZi+ki),) +"''''''"

(i4) J) par analogie:

         P(3a2 + ai)a2,
    l.R,== l, (f+Rt),

    [ otiRt=(ki4+,k2)2 + .ki((3k:+ki),)+･''''''''

    Le coefllicient

expressions R et Zr

deux quantit6s dans

bien connues:

d'61asticit6 6tant en g6n6ral un grand nombre, Ies

sont n6gligeables clevant 1'unit6. Si 1'on n6glige ces

 les equations (i4), on obtient pour Ri et .le2 les valeurs

(i5)

fR,- P(3ai + a,})aZt

    A3
R2 ==

 lb, ,
ev,) + aba:'

.

*
l3

  ec En
petltes et

pi'atique la

l'on peut

 vuleur cle

donc servir

Xl(7Kl) est ti'es petite,

les equations (iS) sans

par suite les

erreur pratlque.

valeurs ), et )! SOIIt
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     En d6signant ai et as respectivement par el et (J-e)4 on a encore:

      f Ri=11Z(e),
      ,
      l Rg=:D`li(E),

      i oti 1'on a pos6
 <I6)1 A(e)==i--.3E2+2E3,

            7`5(e)=3e2-2e3J
      I
      1
        et

     La figure 4 donne la representation graphique des expressionsA(E)

 n(e) qui permettent de d6terminer les lignes d'influence de 1?i et Rt).

         ' f(E)

                                                        'i:

g,6

O.2

 O O.1 O,2' O.3 O,4 O,5 O,6 O.7 o,s O,9
                               Fig･ 4･

                                                         '
          IVgemescgs de FEexion NegatiSs aux Extremites de Ea

                    Piece gomplletemext Encastree.

                                                        tt
      Les dernieres deux 6quations de 1'equation (s) nous 'donnent

  moments de flexion n6gatifs qui se inanifestent aux deux extr6mites de

  piece completement encastr6e. Ces deux 6quations sont transcendantes

IS

et

ff"y

SikE>

1:O 'e

les

Ia

et



I6 F, Tal<abeya.
sous une forme tres compliqu6e a r6soudre. Comme precedemment, en'

d6veloppant donc en serie i'expression de All, on a:

    ` ?r,fl,,,, ZIII,al' [i-v], .

       ou rp=(ki6+,f:')2 + k2(2k6i.-kL')+..,...

                                  '(i7) paranalogie:

       .ntfs =- iiiill;.`': P-vt],

    I oti rp'==(k'6+..k"-)2 + ki(e/"oiki)+......

    Le coefllicient d'61asticite 6tant un grand nombre, la valeur de .2Y7(Kf)

est tres petite et les expressions v et v' sont n6gligeables devant 1'unit6.

Si 1'on n6glige ces deux quantit6s dans les 6quations (i7), on a pour 211I

et IG sans erreur pratique:

' ,oal==Ll71,a//')

(i8)

            th,)a:
       nl= IL,

qui sont les formules que donnent les manuels pour N==O. En clesi.crnant

ai et a2 respectivement par el et (i-e)l, on a encore:

    ( n(=RA(e),

       di{ = -PA(e),
    1
    i(ig){ oU 1'on a pos6
    t    l yiz(e)==e(i-e)L'i

    L .if4(e)==(i-E)e2.

    La figure s donne Ia repr6sentation graphique des expressionsv/5(e) et

a(e) qui permettent de d6terminer Ies li.crnes d'influence de n( et llai.

@
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                    '     f{:') ' '                              '   O/l6

      '
   O,14･'

    e,I2

   O.IO

      '

    O.9S .

      '

   O.06

   O.o,l

   O.02 ･

     O' on o.2 o.3 o.4 o.s o.6 o:1 o.s o.g Lo.e
                              Fig. S･

        Forge Longit"difiale qtai se Manigeste dans ia Piege.

    L'6quation (7) nous donne Ia force longituclinale qui se manifeste dans

la pidce comp16tement encastr6e. La solution de cette eguation envisag6

n'est pas obtenue sans un calcul assez complique.

    I7equation(7)nousdonne: ,
                                        '     `ttOn(?{].ik(,ag, fl(k,,) - na;? a?, fi(h,) - 7?,?. a,z fs(h,)] == 44illii2fb' ,

       oti 1'on a pose

(20) {A(k7t) == k{s, (Ck2kot'=-'2ko,shk,t,-J],

           -ffsk2h, 2skh,      .1`ll(k?i･)"-kst .h, - k,, +i]'

     (./h(il?,･,)=--kf,,,(Sk.2k,i + 2Skk,e"･ ".,rkk,,-.l,

eNt,

,,,>.ii2D,S
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ou encore, en cl6veloppant en s6rie, 1'on a:

    `A(k,,) = .32: [i + ai],

    [
    iA(k,,,) = .i:･,i/. [f + aLl,

(2 i) ' A(h,) -- .s2,rfi + caO]'

    ioti ai==o,2f6k3,+o,oJ7cSlskij,+......
    i
            a,, =o,sskZ', + o,o.).6gokS + ......

    t abi=o,f5476k:',+o,oogg2kl,+......

    On trouvera dans la figure 6 une repr6sentation

prec6dentes sour h,･

      f,(k,,)

     600

500

400

300

200

100

o

grapllique des

1

fir4.]

O,Ol O,02 O,03 O,04 O,05 O,06 O.07

  Fig. 6a.

fo11CtiOllS

o.os o.og o.lo o.ll o,12 k.
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                                                   '
                                                                     '                                   '      fL'(kn)

     600

     500

     400

     300

     200

     100

       O o.ol O.02 O.03 O.e4 O,05 o,o6 o,o7 o,es O.e9 o,lo O,n O.12 k]i

            ' Fig. 6b.

     En eflk]t, si 1'on s'est donne la section de la piece et la longueur de

la port6e, le second membre de la premiere 6quation de 1'equation (2o) est

un nombre connu .Ul On peut alors chercher par tStonnements quelles

valeurs de ki et k2 substitu6es dans Ie premier membre rendent ce premler

membre 6gal a H et l'on n'aura plus, pour obtenir -Y] qu'a porter la valeur

trouvee pour ki dans Ia formule X=(kaii)2 Kl

     La figure 4 peut servir a d6terminer .2?i et 1?,,, la figure s donne les

valeurs It7! et .0VS, et la figure 6 d6termine Jes valeurs y`1(ki), L/5(ki), yE5(ki),

A(koe) fl(k2) et.ia(k2) pour ki et k2 donn6s.

    Toutes les formules que nous avons obtenues dans les paragraphes

prec6dents contiennent des termes transcendants qui les rendent diflficiiement

applicables dans ia pratique.

'

'
rcN,)r<y

t-
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       f,(k,,)

     120

     110

      100

      90

      80

      70

      60

      so

      40

      30

      20

      10

       O. o.ol O.P2 O,e3 O.04 O.05 e.o6 O.o7 O,08 o,og o,lo o.11 O,12 k.

                               Fig. 6c.

    Nous donnerons, pour terminer, la ligne d'infiuence de X pour une

piece et une charge donnees.

    Soit une piece de section a double Z'; larnin6e, avec l=4oocm,

f=i7ocm'i, S2 =io,6cmL', E==2ioooool<g par cmL' et P--sookg, chargee au

point situ6 a la distance ai de 1'extr6mit6 A (Fig, i).

              I
    Pour ai= ,onaN==72kg,
              2

              3                l, on a X=s61<g.    pour ev1=              8

La figure 7 nous donne la Iigne d'influence de Ia force longitudinale 1¥'

pour une pi6ce de section donn6e comme ci-clessus avec une charge, locale

et fixe, P==soo kg.

{f4o7
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