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Uber die Warmeleitung in einem Medium in dem die
Wiarmequelle tiberall gleichméssig verteilt ist

Von
Yoshiro Ikeda.

(eingegangen am 1. Juli 1926.)

In der vorliegenden Arbeit wird eine Aufgabe der Wirmeleitung durch
die Integralgleichung gelost. Die Aufgabe der Wirmeleitung in einem
Medium, in dem die Wirmequelle tberall verteilt ist, ist im allgemeinen
nicht einfach, doch im Falle wo die Wirmemenge, die in dem Medium
entsteht, nur von der Zeit abhingig ist, ist sie ein einfaches Beispiel der
mathematischen Physik. ‘

Wenn die Wirmemenge, die in dem Medium entsteht und die Ober-
flichen- und Anfangsbedingungen exakt gegeben sind, so kann man die
Temperatur als Funktion von Zeit und Ort berechnen.

Aber wenn die Temperatur in jeder Zeit und an jedem Ort bekannt
ist, wie kann man die Wirmemenge, die in dem Medium entsteht, finden ?
Das ist die Aufgabe, die wir behandeln wollen.

t="Zeit

7=Wirmestrémung

A= Wirmeleitfahigkeit

c=Spezifische Wirme

p=Massendichtigkeit

@ =Wirmemenge, die in der kleinen Volumeneinheit des Mediums
in der Zeiteinheit entsteht.

T'=Temperatur.

Die fundamentale Gleichung lautet also;
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div 7+ Q(z‘):qo%,
wobei
J=Agrad 7.
Wenn man
¢
(1) F()= X—Qc—i%dz

o

setzt, so erhalt man
FA(T—Fy=—(T—F},

wobel

Fiir einen Stab von der Linge I lings der x Achse, dessen Oberfliche
Wirmeundurchlassig ist, kann, wenn die Stabquerschnittsdimension im
Verhiltnis zur Linge klein ist, die Temperatur als unabhingig von y und 2

angesehen werden, so dass gilt:

HT—=F) _ 0
(2) /a-—é}g— = —af—( T—F).
Es handelt sich nun um eine Aufgabe der Wirmeleitung mit den
Nebendedingungen ;
=0, T= ]:n
x=o, —£+/5T=0,
ox
x=/ or +hT=o0.
ox
Oder :

t=0 1—F=T,
x=0 -—%(T——F)—Hz(T—F):——/zF,

xe=l %{T—F)+/1(T——F)= _IF,
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Summe von drei Funktionen #, -+ 2, + 2, betrachten, die simtlich der Differenti-
welche lauten :

Diese Aufgabe zerlegen wir in drei einfachere, indem wir 7—F als
algleichung (2) geniigen
I fir o, : (o, x)

aber verschiedene Nebenbedingungen erfiillen,
=1,
IL firz,:

[_
"
ZIOJK:OI
'2(1) Jl
[
l

au‘ +/m1 =

6]
{20 )
Zl,,

el = A7,
IIL fiir 21 230, 2)=0, ——— +/m3}

=L

=0,

{ ~a}— + /mo}

=]
dut
=o, { 3 —l—lm3 —/ZF
=0 a
Die Losungen sind bekannt
i
@\ koldl }
e OS ", cos ox 4 e st o, x
: | ((G+ 1D+ 2,
i~
«w / .
@, €OS 0%+ o sire 0,z
Uy= —22 . Ly

z
@I+ 2l

(a, cos af 4l sin aﬂl)jle(z-)/'(f)e
. ¢
U= — 22 4, COS G, %+ /i sin o,%
1

=1

{@, st af—Te cos af+ 1},

@©

—a? St/e(t)a’t
® dr,
|
- o2 ( #(2)dt
py / i %
e G e LU CLO TR
wobei :
tan o, /= 2a“,/zo s
'ﬂ_/r
oder
/ Y/
(3) tan a2n+1“_‘ (lgn+1 i)
(4) Zan aqni-— - OZ“ .
Aus (4) folgt:
Oy, 272 Oy f— 2 cOS 9,/ - 2
Tir A=0gy 41,

Uy €OS Al A= T2 $T72 Gy 4 Oy =0

a cos ax A sin ox (

((@+ 7B+ 2l

4
— )ser a—
2

cosa( —1)
(« sin ol — /zwsa[—l—/z) 2

al+-sin ol
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Setzen wir zur Abkiirzung

AW l
COS Uy oy B JSUL Oy

4

- =a,(x), und 6, =0
’12”441['*]‘ St72 a2“+1[ n( )7 M1 0y

so haben wir

a,, cos a,x - f st a,x

(ai+ 7N+ 2k

. a{x
(@, cos a,l+sin ol +a,) :-”é—)a}i

Also erhalten wir die Ldsung

(3) T(x, £)— F(f)= TE () oc"S/{l‘)dl‘ yzj (2)o() P (2)e —uns/(t)dt

on=1
Wenn %, %4 und F(¢) bekannt sind, so kénnen wir 7(x, #) aus der
Gleichung (5) berechnen.

Setzt man
w ¢
b OL2
T(x, H)— T(,Ea,,, (x)e—y(t) “‘dt—_—go(x, 2),
n=1

so wird
|3
420! d

(6) o, &)= F(F)— sz (V) P ()

Dies ist die Volterrasche Integralgleichung zweiter Art. Daraus ist es
- moglich F(?) zu gewinnen, wenn ¢(#, #) bekannt ist. Aber der Kern ist

nicht so einfach.

Zunichst betrachten wir die nachstehende Integralgleichung.
z 4
) o, )=F ()= [a@aae)e™ O F ey

Die Resolvente dieses Kerns wird durch eine Methode, die ich im
Tohoku Mathematical Journal 1923 gezeigt habe, sehr leicht berechnet.
Also bilden wir zwei Differentialgleichungen :

d* %

T (e “l)}_“"

dv | ¥ | \ o _
W’Fl 7—+a1/é —— =0,
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Die Lgsungen sind

z
= e—af(z_ ay) § 4(2)dt

s

T
_E—af §4(t)at
=g 1) .

v=1,
Wir schreiben
t
~aj(7—ay) {2t
_ _w(O)v) —u(Dyy(7) _e it
M )= (=l () =)

—ocﬁkdt
e D@ —vAun(m) _e *—1
N(f, ) 7)1(2-)7/2/(1‘>—‘7/2(T)7//1(T) ak

Wenn
K(t, 7)== { Nz, i)

ein Kern ist, so ist die Resolvente

S(z, 7)= ; (M2, Daolk).
Also
t
6(%2
(8) K(2, 7= — a1 A"
(©) S, R)= agape VI,

Daraus erhalten wir die Lésung der Integralgleichung (7);

! —a‘if(l—al)/ddt
RO =g, O+ |aite = gla, o),

6der
- 3
2
F(O)=T1(x, 5)— Z,Zczn(ﬁ;)e‘a” OS hdt
=1
: o3 (1—ay(w))bds

—I—jal(x)a?/ae & T(x, T)dr

o

) z T
i { (2 —ay(x))kdz ol kdt
a

13 —t
— Zj,jzzl(x)ailee a,(x)e

0
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Setzt man
t e 3
¢ 2
o, )=o(x, 0+ | Vawosrr@e
o n=2 ’
so wird
! ——foci(I-—al)éa’t
(10) FO=¢,(x, 0+ [atte = gl oy,
oder
L - toc;‘:,édt
(11) F()=F()+ Sga?,(x)afée v F(r)dr
¢ _@‘ ¢ _Siogf(l—-(zl(x)),édt—oc;‘; Stkﬂ’t
o+ | Yemeth(z) (), [t (e -
o n=2 T1

denn wir haben die Direchletsche Integralformel :

13 i 2 4
deSF (r, 7,)dr,= S zz'rlj‘F (, 7,)dr.

o o o T3
Dies ist wieder eine Integralgleichung. Der Kern ist auch nicht so
-einfach, doch kann man durch die sukzessiven Approximationen die Funk-
tion F(¢) gewinnen. Um die praktische Rechnung zu zeigen, wollen wir

uns nun mit der weiter eingehenden Aufgabe beschiftigen.

IL

Ist es mdglich, 4, 2 und F(#) zu berechen, wenn man 7(x, ) gemessen
hat, und wenn
O@)=o0 >,
ist?
Also

Z

(12) F(f)= g—%(g)—dz o<1ty F()=Ft)=>t,

Fiir sehr grosses ¢, folgt aus (5) und (12)
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© —2 gt/edt foen _aﬁst/édt
(13)  T(x, z‘)—F(z‘G)zTOEaN(x)e ’ —jza”(x)aﬁ/ee Y A\
n=1 o n=1
z
@« "'“72; Adt
—F@)Ya(@—e ).
n=1
Da @,(x)=1 ist, so erhilt man
=1
4 4
© ~aj-;§ kdt ) —a2 g hdt
T d=TYe@e * -+l -
n=1 n=1
13
tc —-x;“:_ kdt
—j Eaﬁ(x)an/ee ® F(t)dr,

o a=l
@, ist die n-te Wurzel der Gleichung (3) und es ist bekannt, dass

Z 4

(l,;;#ﬂ + a71~—1;~

Daher ist die Gleichung (13) praktisch gleich

—af f kdt P Stka’t
(14) T(x, H=afx)e ° { T+ F(zfn)—ja‘{lze ° (F(r) —F(z‘))a’r}.

Daraus folgt, dass

L
Feg- 13-
2

Aus der Gleichung koénnen wir @ bestimmen, und wenn einmal o
berechnet worden ist, so haben wir %2 aus der Gleichung (4) und daraus
Oy, Oz, U.S.W.

Wenn # auch hinreichend gross ist,xso wird

T, 0) _ =)

T(x, ) ’

oder
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1(x, 8

(16) —k(¢— 1ty =log 52 TG 7Y

Wie gezeigt, kénnen wir fiir #>>4, die Funktion # berechnen, aber wir
koénnen es nicht fiir #«Z. Also nechmen wir an, dass £ eine Konstante ist.
Wir schreiben die Gleichung (14) in der Gestalt;

te

‘=T 4 F(t)— ja‘flzeuik HF(2)— F(2))dr

]

I(x,2) t) o2k
“1(x)

Die linke Seite ist unabhidngig von ¢ und sie wird aus den versuchten

‘Tatsachen bestimmt. Nun wollen wir sie mit X bezeichnen.

(17) K= Tﬂ(l’(;)’) s
Da
(18) ' ﬂ:[(—F(@—{-faf/aea‘ik (F()—F(2))dr

[

ist, so ergibt sich fiir klein #

& fo —024(t—1)
27 2
T(x, )= F()=T Y (0™ = Ya(yie " F(ae
n=1 on=1

o0
—a 2kt o2kt

=Eaﬂ(x) z K+Z ne" )c"“%j %k By

=1 n=1

1o
0, — i,é t—1)
+ F (2, )2 a(x)e —X (XY oilee " ( F(7)dr,

n=1 on=1

oder

Tz, )— KE%(@;‘“ = F()—F(2)

[

j e ()= (e ok,
— tiaﬂ(x)a 2 wk(t=

on=1

W o) —Fe) .
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Nun setzten wir
F(O)—I(2)=/8);

so erhalten wir

» 2] @
u __“3/3; adbe — ﬁfét
T(x, ) —K Za,,y(x}e =/(7) +I Y e e
n=1 ¢ n=

2 w0 L]
2 o2k —ak(t—x
o+ [t Y @™ = Yo Ay

n=1 n=l

Letztes Integral ist

z

" —a, 2kt ok 2ht
SE%E “ {a‘f/ée SRR Pt } S(7)dr.

on=2

Fiir klein ¢4, kann man das Integral vernachlassigen ; also

= 2 ' e —alk(t—r)
(19) T(x, &)— ]{Ea,,(x)e_a”” =5+ S dgike  a(x)f(7)dr
n=1 ¢
tlf 9 ez P
+ j itad (T)ealhzane—a“étdr.

4 n=2
Zundchst betrachten wir die Integralgleichung

ES —a 2kt C—— ()
T(s, =K Yo =)+ | athe  a@f(@r

a=1 z
Die Resolvente dieses Kerns ist im vorhergehenden Paragraphen ge-

geben ; die Losung ist

(20) Fx(f)—li(tc):{ T(x, H—K zan(x);%‘f“}

3 —o(7—ay (X)) H{¢—7)
-{—j-qféal(x)e " T, e
te
4 @ —a'i,é(l—-a(x))(t——x)—ozﬁ,ér
—-K jai/écz,(x) a,(x)e dr
tp n=1

‘ ~od(r—ay(# )t —)

=T (x, )+ ga‘;’/’m,(x)e T(x, t)dz

ic
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21— a (X ) —02 N o 2 _ 9
O e ——KEaﬂ(x)e AL el S
(7 —a (%)) —a

=2
\ da, (4 () — ) — oL,
+K>]2 Ar=a)—a "
Far 0L EK L,
(21) ()= F(t) =Tz, ), ()~ D)oo
—aht 031~ ay(%)) (1 —1)
— Ka(x)e + gaﬁlml (x)e T (x, r)dr.
i
Fir =0
—ay(w)eifht

(22) — F(2,)="T(x, 0)— Ka,(x)e —(1—ay(x))K

Z

(e (o=t ()
g/ea,al(x)e T(x, t)dr + Kax) = (o) i—
al
2
Abweichung von F7(¢)—Fy(#) abzuschitzen. In dhnlicher Weise wie (10)

und (11), kénnen wir aus (19) und (20) die Abweichung berechnen.

Wie schon bemerkt, ist 0'72[»—'.:—/7—]— daher braucht man kaum die

fo ) -—ocﬁ/et -+ oc‘f‘/»r
FO=AO=—ar@) Yae " de
le —adh(t—)(1—ay) F l —a ey okt
+ j(zl(x)a‘f’fc‘e dr 5@%{11 (2)/(7) Y@ (x)e  dry.
Da
t, i, [P

Sc{rs(;)(r, T )dry= Sdrlgga(r, )

12 T z 1
ist, so wird

(23) SO)—/42)

ln N L : —o (7 —ay (X)) A(E =1 —a bt odkr
—_—Saﬁlaf (ﬂdr}]m&x){m(@(%) A A=) roichay }

z =2
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In der Tat ist die Differenz F(£)—Fy(¢) im Verhaltnis zur Funktion

F(¢) zu klein um beachtet zu werden.

IIL.

Wir haben ein Beispiel, auf welches die Rechnung anwendbar ist,
gesucht und in der Betontechnik ein schénes gefunden. Herr Professor
Tokujiro Yoshida hat tber die Wirmeleitung frish hergestellten Betons
ausfithrliche Versuche®™ gemacht. Wir haben aus der Versuchskurve in

seiner Abhandlung als Beispiel Nr. 6 die Funktion Z(f) berechnet.
Die Kurve wird in Fig. 1 gezeigt.

°C
30 M\J
el |
T —
. M\\mi)\&\o\o—— [
10 FrOa Q._Q_CA P20 USRS P
1] 4 8 12 16 20 24 28" 32 36 40 44 48
Stunden
Fig. 1.

/=60 cm. Beton aus 1-1-2

Die Kurve A=Temperatur des kalten Zimmers
Die Kurve B=7Y(o, ?)

Die Kurve C=171(3,123, ?)

Die Kurve D=7(13, &)

Die Kurve E=7(30, &)

Aus der Gleichung (15) berechnen wir

®%=0.0333

(1) Studies on cooling of fresh concrete in freezing weather, University of Illinois
Bulletin, May. 2. 192I.
¥
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Die Gleichung gilt nicht fir die Kurve 7o, #), denn

[ 2L s s [ — o),
sqndern

122[53(16;—@ I T— F)]Q:E—/zﬁ(z).

Bei diesen Rechnungen, muss ¢ hinreichend gross sein, aber wenn ¢
sehr gross ist, so geht die Temperatur der Oberfliche des Betons unter
0O.°C. Dabei sind die Oberflichenbedingungen nicht erfiillt. Also berechnen
wir @ und £ aus vier Versuchen zwischen 23 und 29 Stunden nach der

Mischung.

o2f=8.23107°

k=0.00742 C-G-S Einheit

h=0.052
](:46.7°C
2,(30)=1.156 a,(30)=0.2

a(13)=1.014

Die Kurve 7(15, #) ist sehr bequem um F£(#) zu bestimmen, weil
1—ay(15)==0 ist. Wir haben aus (21) und (22) eine einfache Formel;

t

F()—F(t)=T(z15, 6)—1(z5, z‘c)—8.23-10”3rT(15, T)dt

12

F(#) ist in Fig. 2 gezeigt worden. Aus der Kurve kénnen wir die

Wirmemenge Q(#) berechnen, wenn ¢ und p gegeben sind, derin

F(t)= j_%({f)_dz.

o
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22

Stunden



