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WbeT die Warmeleitung in einem Medium in dem

   WarmequeZle aberaZk gZeichmassig verteilt ist

                               Von

                         Yoshiro Xkeda.

                  (eingegangen am i. Juli ig26.)

die

    In cler vorliegenden Arbeit wird eine Auigabe der Wtirmeleitung durch

die Integralg!eichung ge16st. Die Auigabe der Warmeleitung in einem

Medium, in dem die Warmequelle Uberali verteilt ist, ist im allgemeinen

nicht einfach, doch im Falle wo die Warmemenge, die in dem Medium

entsteht, nur von der Zeit abhangig ist, ist sie ein einfaches Beispiel der

mathematischen Physil<.

    Wenn die Warmemenge, die in dem Medium entsteht und die Ober-

nachen- und Anfangsbedingungen exakt gegeben sind, so kann man die

Temperatur als Funl<tion von Zeit und Ort berechnen.

    Aber wenn die Temperatur in jecler Zeit und an jedem Ort bekannt

ist, wie 1<ann man die Warmemenge, die in dem Medium entsteht, finden?

Das ist die Auigabe, die wir behandeln wollen.

            I==Zeit

           7' = Warmestr6mung

           2 = Warmeleitfahigkeit

           c=Spezifische Warme

           p =Massendichtigkeit

           e == Warmemenge, die in der I<Ieinen Volumeneinheit des Mediums

                in der Zeiteinheit entsteht.

           T= Temperatur.

    Die fundamentale Gleichung !autet also;
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diw 1' + e(4 = cp aT
ax '

wobel

i==2 grad Z

    Wenn man

 (I)

setzt, so erhalt man

F(D ==
s e,(f) d,

 o

kztx{T- F>
a

at
{T- F},

wobei

k.. R.

   cP

                                I.

    Fttr einen Stab von der Lange 1langs der x Achse, dessen Obercache

Warmeundurchlgssig ist, kann, wenn die Stabquerschnittsdimension im

Verhaltnis zur Lange 1<lein ist, die Temperatur als unabhangig vonl und fi
 '

angesehen werden, so dass gilt:

 (,) ka2( gi F)= aa, (T -- F),

Es handelt sich nun um eine Auigabe der Warmeleitung mit den

Nebendeclingungen;

                        t=o, T--7},

                                 aT                        X=:0, -ex+thT==O,

                                 ima.Iz +k T.. o.
                        x--4
                                 ax

Oder:

                    t=:o T-17:7},

                             a                    .X=O -e.(T-F)+th(T-F)=-kP;

                             a                    "=l a.(TmF)+k(TriF)`=mkE
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    Diese Auigabe zerle.cren wir in drei einfachere, indem wir 7LFals

Summe von drei Funl<tlonen zdi+2t2+us betrachten, die samtlich der Diffbrenti--

algleichung (2) gentigen, aber verschiedene Nebenbedingungen erfu11en,

welche lauten:

      i.furu,:u,(o,x)Fn,(-aa2£i+thzs,].=..o, (aa2ii+thzt,).=.,,o,

     II. flirzt,: u,(o, x)=o, (- aait"- +ha2],:..-kE (QaZlti;-2 +in･t2].=..,O,

    Iil,fiirzt,:zs,(o,x)=o,(-aai2g+rkzt,).=..o, (aa2i3+rkzt31.=.,-thE

Die L6sungen sind bel<annt:

             t  2`,,:2ir]t9.,eb-j kct;"dt "'? (C,0ciiiIil"h"."ite ZiZ>Z:," <a,sin a ,i- th cos a,,i+ rz},

  Zt2= - 2,l.., (Z'b C(0i,2,tt'Xrk+2)lk+SS','1, ""X (a,, cos a,,l+ th sin oc,,l)irkF(T)k(T)enyX'2'Y(d'),d,t

  U3 - - 2,l., a'e C(0.¥.･L`,V .Il)l[,k.Sg',',, "7t`" o,,,i,2 F(.)z?(.) ,-ct"? !k(t) d., ,

wobei:

                             '                         lan a,,l== Eiiat'letho.,

oder

 (3) in7ia?..iL= th,
                               2 aL,n+1

 <4) imz a,,,f --- ale2ot.

Aus (4) folgt:

                     a2,,. sin ath,l- th cos a2,,l+ th == o,

                     a,,,, cos a2,,l+ le sin a2,,l+ a2,, == O.

FUr a=a2n+i,

     "{ (C.O,S+aXrk,+)lth+SYfet }a.X (a sm ai- th cos al + k) = 2 COS aSILit4ti)iiZ'Z "f.
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    Setzen wir zur AbkUrzung

        4 COS a2:2",i(.i;isll.in)i2i,l,i., r""iS' m-a.(x), und a2,,,.i==a,.

so haben wir

          a,, cos eq,x + k silz a,,x        2 (a,3,+le2)l+2k (aovCOsa,tl+sina.l+q,)..,aot£X)al.

                                  'Also erhalten wir die L6sung

                       co ttoo t (s) 7P(x,4)-F(l)=:1}:ag,(x)eNct3?Sk(t)d`-SXa,,(x)a,?k(r)F(T)e-"'?.Sk(t)dbe.

                      et=1 o?t･=1
    Wenn k, k und F(4 bekannt sind, so k6nnen wir T(x,4 aus der

Gleichung (s) berechnen.

    Setzt man
                                        '                           [o t                 T(x, l)- Z}lll]la,, (x)e-.Sk(t)oc'?alt,,=g(x, tr),

                          ?1,=1
                                            '                                                 '                                               '
so wird

                       tco t (6) 9(",i)=F(ti)-SXal,(Jtf)a7,k(r)l7(T)e-ct,?Ek(t)dtnh･.

                      o oi,=1

    Dies ist die Voiterrasche Integralgleichung zweiter Art. Daraus ist es

m6glich F(4 zu gewinnen, wenn g(x,4 bel<annt ist. Aber der Ke,rn ist

nicht so einfach.

    Zunachst betrachten wir die nachstehende Integralgleichung.

                             tt (7) g(x, t)=iFl(4-Sa,(v)a:k(r)e-alS.k(`)dt.Fl(onh

                            o

Die Resolvente dieses [Kerns wird durch eine Methode,- die ich im

Tohoku Mathematical Journal ig23 gezeigt habe, sehr leicht berechnet,

Also bilden wir zwei Diffk)rentialgleichungen:

                  tt4 +(- kk' +a?k(i-a,)] :ll ==o,

                  tt:'+(-kk'+ar-k ]{IY,L-o,
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Die L6sungen sind

                                         t                                  -ct?(i-a,)Sk(t)tit
                             zt2=e os                    Ztl ==fl

                                    rc                                 -ct?Sk(t)dt
                    Tl==f) w2=e. .

Wir schreiben
                                                  t                                          -ctZci-a,)skdt

                      ZSI(t)Zt2(T)-Zt2(l)Ztl(T)rme ¢-l            IJ4(t,T)=:ui(T)zii(r)pzs2(r)ztti(r)M a?k(znvai)

                                              t                                           MctZSkdt
                      Zti(if)7J2(T)-ZJ2(l)Vl(T) me T-.r
            -ZNI(4T)==vl(T)T2r(r)-w2(T)vrl(T)- ark '

    Wenn ･                     K(t, r)= - ae, <2V(t, r)a,a;k}

                                          tttteinKernist,soistdieResolvente ''. . .
                            a                    S(t, T)== aT {Jlll(l, T)ev,a?k>.

                         '                                         '                           tt t
                '                                        t
'(8) ''' .Zki(t,T)==-a,a?kemEbu2id`, '･

        '                                      '                                  '         '     ' t tt                                   tt                                        t
'(9) ''. S(l,T)==a,ar-,e},-.S(i-"i)ctilkdt.

                               '                             '
Daraus erhalten wir die L6sung der Integralgleichung (7);

                                      t
               Pl(t)=g(x,t)+Sta,a;ke-ct2iTS(f-ai)kgd(`.,.).le,

                             o･                  tt                                            '                           '                                                   'oder
                            oe t           "iZ(t) = T(x, l) m 7}IXa,,(x)e-ct?t.Skd`

                           oi=tl

                +S'a,(x)a?ke-ct;rS(i-ai(X()}td4)de

                 o
                        tt
                  ' 't rc              - z}sia,(.).zk,-cti"rcS(i-ai(X))k`(` :.,,(.),pcto2,.S feth'.

                 o

'

9S
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    Setztman .
             so,( v, i)=:so()tf, i) + S`Sco a,,( t)ofl,e(T)F(r)eigcto?Ski3'i,

                            o ot= 2
so wird

                                      i(iO) F(l) == g,(x, l)+ja,a?k,MTS ctl('-"i)kg'(`., .),fr,

                              o
oder

                                    t(ii) ' fi'(t)==jz(ti)+S` IIcoli]a,,(x)a,?ke-Ect?'klS'(r)dt

                        ooi=2

                                               tr                 +S`llcolil]`Z7i(`Y)a)3k(T,)F(r,)cik",St.,.?k(.),-.Scti(i-"'("))k`l`-ocelleS,kdt,

                   ool=2 Xl
denn wir haben die Direchldtsche Integralformel:

                   StckjF(T, T,)clr,=jfclt,StF(r, T,)arr. .

                   oo OTI
    Dies ist wieder eine Integralgleichung. Der Kern ist auch nicht so

einfach, doch I<ann man durch die sul<zessiven Approximationen die Funk-

tion F(t) gewinnen. Um die pral<tische Rechnung zu zeigen, wollen wir

unsnunmitderweitereingehendenAuigabebeschafrigen. .

                                II.

    Ist es m6glich, k, le und F(t) zu berechen, wenn man T(x, 4 gemesseir

hat, und wenn . -
                        e(4==o l>4
ist ?

    Also

                      t(i2) F(t)-=Se,(p4dZ o<i<igF(i)==F%)t2L4,

                     o
Ftir sehr grosses t, fblgt aus (S) und (i2)



(i3)

Da

(;c,, ist die

Daher ist

(i4)

Daraus

(iS)

Aus der

berechnet

a2, ola, u.s.w.

    Wenn
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                          tt T(x,l)'F(4)=:z}:a,,(x)envoc'3oSled`mj"S.,,(.).,gth,'-ct'2e.SL}il,)nh

                ot=1 eoi=1
                                t             'F(4)Sa,,(le)(i-,Act9ti,Sd`).

                  oir--1
 co:a,,(x)==i ist, so erhalt man

7t=1

                        tt     T(x, 4 = 7}Sa,,(x)e-ct'3'oS kd` + F(4>ISII.,,(.),b"ct'2i l.kde

              m.=1 ob=1
                          t           M j{`]Sa,2,( if)a,,ke-ec'2':S LIil(.).k.,

            o ot=1

  n-te Wurzel der Gleichung (3) und es ist bel<annt, dass

                      l. I                    an---=i=irr + tZll..1".
                      22
  die Gleichung (i3) pral<tisch gleich

               ttT(x,4==a,(x)ict?oSkd` (7}+F(e-Sta:kenyct?oSk(IF7(r)-Fo)nhl.

                             o
folgt, dass

             T(x,,t)nta,(x,) COSai(xi-f)

              T(x,,4 ai(X2)-cosai(x2-f)

  Gieichung ]<dnnen wir ai bestimmen, und wenn einmal at

  worden ist, so haben wir th aus der Gieichung (4) und daraus

   ltauchhinreichendgrossist,;.･sowird .

                -T(", Dny -- ,lhct?k(`-i')

                T(x,t') '
oder
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                                      '
(i6) -aZk(i-i') ==iog .T((.X,' ,',l.

        '                 '
    Wie gezeigt, l<6nnen wir fiir l>% die Funl<tion k berechnen, aber wir

k6nnen es nicht fur XK4. Also nehmen wir an, dass k eine Konstante ist.

    Wir schreiben die Gleichung (i4) in der Gestalt;

                                ttr
         TiX(})4 ect?kt =: z, + F(i,) - Salkectikr<F(r) - F(4,)}ar

                                o
Die linke Seite ist unabhangig von l und sie wird aus den versuchten

Tatsachen bestimmt. Nun wollen wir sie mit Kbezeichn,en.

                        K.= T(x, 4 ,ctiOki.
(i7)
                             al(x)

    Da

                               to
(i8) . IB==K-F(4)+Sa?kect2ikr(F(T)riF(e)nh

ist, so ergibt sich f:Ur l<lein t

   T(x, 4'F(4 = 7-;,2a,,(x)emct"?'k` -S`:en a,,(x)a3ke-ctOlk(`F-8),l,-

                  n=1 oot,=1

                oo co tc             --lli]a,,(x)elact71ktK+1!I]a,,(x)etuct'?k`Sctlkect2`kTF(.),le

               ot,=1 ot=1 o
                   co tcr)             +F(4):a.(x)e-oco2i'k`-SIIE]a,,(x)a,"',ke-ct'2'k(tF'(T.))de,

                   7t=1 ooi.=1 ,
oder

                   co         T(x, 4 - KIIIi]a,Kx)ebcto2'kt = F(i) - l7(4)

                  ob=1

                   '                 tc co
               +SXa,,(x)e-oc'O'tkt(F(r)--F(4)]a?ke'ct;k,th'

                o n=1

                tco '              -S:cx,,(x)qzenyX'2tk(t-T)(F(T)-F(4))ctr.

                o?l='1



(gi･//･iiilll.illltiilliiilllill･illilllillilllliiiili}

     .t.tt ttt  'x.   ..,.,.,.,-..pts･
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Nun setzten wir

･. i F(4-F(4)==L,iC(i);
so erhalten wir

                  qo tc co       T(x,4-KIXa,,(x)e--'ct"?kt==L,i`(l)+SaZkedyTXe-ct'ttt`.),k '

                 ob=1 t et=1
                t ce cr)              +.S(aZkeorikTII,l]..,ai,(x)erioctw-,X,.,a,,e-oc;'bk(`.-,?Tk)]f(T)de.

Letztes Integral ist ,.

                  SSa,,e-ct'?kt(alkecti2kT-a.,2,k,q･j2-Lkt]f(,)nh.

Fur kiein t, kann rlli/'=n2 das integrai vernachiassigen; aiso

(i9) T(",4moK,l",.,a,,(x)e-ct'2'ktlf(4+SCa?keMoc7"'VkS`,-(.T))f(.),tc

                      tc cD        . +SaZxel,f(T)eai2kTZa,,e-cto?k`clr.

                      t ob=2
    zunachst betrachten.wir difict,liknttegi'aigiei,C.hUii-g.;k(t-,)

            T(x,4-K:a,,(x)e ==A(4+Sa?ke a,(x)/1(r)cth'

                     ?l,=1 t
Die Resolvente dieses Kerns ist im vorhergehenden Paragraphen

geben; die L6sung ist

(20) ' jFl(t)-1[;1(4.)=:(T(x,l)-K'$a,,(x)e-go?kt)

                                     et･=1

                  ' , +Sta?iea,(t:)e"cti2Ci-"i(`r))kCi7-;'(;)},T)dle

                            tc

                          -KS`a?,ea,(x)S..(,,,),Mctrk(i-a("))(t-T)-ct31tiT

                              tc 7}=1
      1 '=T(x,D+Stti?ka,(x)e-ctZ(J""i("))k(t,-(X.),.).le .

                    '                   tc 'i
                        '

99

ge-
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                                        co           ut.Kzi,(x)emct?(i-ai(X))k(`-`")-ctrkt-K,Z,.,a,,(x)ela"ct'2'k`.z(..".-"i.i.ai2t)dag

           +"ISiS,.,a;(.-.aiaxi))-.,?a.(x)e-iag('-"i(x))k(t-t.)-ct,"-,kt.. ,

                                         '

(21) 4(X)-E(4.)--T(x,4Ka,(x),-st:(i-"i(X))k(`-t")mec2iktc

               - Ka,(x)eigct3"t + S`arka,(x),-ctl(i-"iS'()}1(`.-)l}),.

                            tc

                               ptcti(X)ct2iktr:

(22) -F(4,)=:T(x,o)-Ka,(x)e -(i-ai(x))K
                  tc                  k.?a,(x)etict?(i-a'(X))kTT(iv,T)ck+Ka,(x)(.H.ai(a.'S3Z?-.g.e                -j

                 o
    wie schon bemerl<t, ist a21t-rr+ ail; daher braucht man 1<aum die

                         22
Abweichung von l7(l)-f71(l) abzuschatzen. In ahnlicher Weise wie (ro)

und (H), l<6nnen wir aus (ig) und (2o) die Abweichung berechnen.

    f(4 Lfl(4 = - S'`h2,of(r) Sa,,(x)ict?'k`" ct?d"?'

                       71,=-O
      '               +ia,(x)a;ke-oc2k(t-:)t'-"i)j(a"r-ka,(x)Lf(r)S]a,,(x)e-ctge}':.ctZkt

                t r ?-=2
    Da
                   tt: tc                                tc                                   rl                  S(irSg(r,r,)nhi==Snh,Sg(r,r!)de '

                  eT et                              '
ist, so wird

(23) .i`(i) ----A(i)
       -- ,jiZ(:of(T)nh,:,"m'rm2a.(Jv>(ai( i:)( :; )2e-ct?(J-ai(x))/}(t-T) N e-oc,3,et+.21k,},

                       tt
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    In der Tat ist die Differenz F(l)-.iZ(aj im Verhaltnis zur Funktion

2!7(l) zu ldein um beachtet zu werden. '

                              III.

    Wir haben ein Beispiel, auf welches die Rechnung anwendbar ist,

gesucht und in der Betontechnil< ein sch6nes gefunden. Herr Professor

Tol<ujiro Yoshida hat Uber die Wtirmeleitung frish hergestellten Betons

ausfUhrliche Versuche<i) gemacht. Wir haben aus der Versuchskurve in

seiner Abhandlung als Beispiel Nr. 6 die Funktion F(4 berechnet,

Die Kurve wird in Fig. i gezeigt.

  oC

  30

                    E
  20

                    D
  10
                         B

   o

  10
                    A

    Q. 4 8 12 16 2e 24 28. 32 36 40 44 4s
                                                            Stunden
                             Fig. !.

         I=6o cm. Beton aus i-i-2

         Die Kurve A==Temperatur des 1<alten Zimmers

         Die Kurve B =T(o, 4

         Die Kurve C==T(3,12S, l)

         Die Kurve D･-- T(is, t)

         Die [Kurve E==T(3o, t)
                                        '
         Aus der Gleichung (is) berechnen wir

                            a =o.o333

   (i)
Bulletin.

Studies

May. 2.

on cooling of

!92I.

fresh concrete

    ge

in freezing weather. University of Illinois
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    Die Gleichung gilt nicht fur die Kurve T(o, l), denn'

                 [- a(Ta-. F) +k(T- F)] .ij.-rkF(i),

                Ilm.,[-a(Ta-.F)+th(T-F)],:.,-thF(af)･ . .

                                    '
 ' Bel diesen Rechnungen, muss t hinreichend gross sein, al]er wenn l

sehr grossi ist, so geht die Temperatur der Oberflache des Betons unter

0.0C. DabeisinddieOberflachenbedingungennichterfUIIt. Alsoberechnen

wir a und k aus vier Versuchen zwischen 23 uncl 2g Stunden nach der

                           ark==8.23eio-6 .

                           k==o.oo742 CLG-SEmheit

                           fa==o.og2

                           K==46.70C .

                 ai(30)==I.IS6 a,(3o)=o.2

                 a,(IS)=1.0I4

    Die Kurve T<is, t) ist sehr bequem um F(g) zu bestimmen, weil

I---ai(IS)=4:=o ist. Wir haben aus (2i) und (22) eine einfache Formel;

                                                       '
         F(4 -.l7(4) == T(ij, l) ･- T(.ils, 4)-8.23･io"-6S T(i5, T)de '

                                              t'
JF(4 lst in Fig. 2 gezeigt worden. Aus der Kurve I<6nnen wir die

Warmemenge e(4 berechnen, wenn c und p gegeben sind, denn

                             '                            '                          t                     F(ti) =S e.(,4 dz.-

                          o

t
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tt

'
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'

'

'

'2,4 6sIO12141618202224Stu

I03

Stunden

Fig. 2.
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