HOKKAIDO UNIVERSITY

Title Die Eigenwertprobleme fiir die elastische rechteckige Platte
Author (s) Iguchi, Shikazo
Citation Memoirs of the Faculty of Engineering, Hokkaido Imperial University, 4, 305-372
Issue Date 1938
Doc URL https://hdl. handle.net/2115/37716
Type departmental bulletin paper
File Information 4 305-372. pdf

Hokkaido University Collection of Scholarly and Academic Papers : HUSCAP




Die Eigenwertprobleme fiir die elastische
rechteckige Platte.

Von
Shikazo IGUCHI.

(Eingegangen am 11. April 1938)

Einleitung.

Die rechteckige Platte bildet ein wichtiges Element zahlreicher
Konstruktionen und bietet hedeutende A+~foaben ebenso fiir den In-
genieur wie fiir den Theoretiker auf dem Gebiet der Elastizitits- und
Festigkeitslehre. Wegen der Schwierigkeiten der mathematischen
Behandlung und insbesondere der numerischen Berechnung ist es
jedoch erst in jlingster Zeit gelungen, die strengen Losungen sogar
fiir die reinen Biegungsaufgaben fiir die Rechteckplatte, welche auf
mindestens zwei benachbarten Seiten vollkommen
eingespannt wird, zu ermitteln. Was weiter ihre Eigenwertpro-
bleme betrifft, so sind die Losungen noch nur von wenigen Forschern
angegeben worden. Die Lisungen fiir die Plattenstreifen sowie auch
fir die auf mindestens zwei gegeniiberliegenden Seiten
frei gestiitzten Platten sind dagegen in den meisten Féllen
nicht so schwer, und viele Forscher haben schon frither die wichtigsten
Formeln nebst den Zahlenergebnissen gegeben. Da aber die bisher
behandelten Probleme hauptsiichlich auf Einzelfille mit einfachen
speziellen Randbedingungen beschréinkt sind, so suche ich im folgenden
die Behandlung noch' etwas allgemeiner zu gestalten.

Zu diesem Zwecke werden zunichst einige allgemeine Gleichungen
abgeleitet, welche fiir die Bestimmung der Grossen der verschiedenen
Arten der Eigenwerte rsowohl fiir die freien Biegungsschwingungen
als auch fiir die Druck- und Schubknickungen der Rechteckplatte mit
vor und auch nach der elastischen Deformation geradlinigen Réndern
gelten. Die Platte mit einer solchen Berandung umfasst im allgemein
sechs verschiedenen Fille, wie Abb. 2 im néchsten Abschnitte zeigt,
welche durch Kombinationen der zwei verschiedenen Randbedingungen
(jede Seite frei gestiitzt oder vollkommen eingespannt) entstehen. Aus
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den allgemeinen Gleichungen werden sodann Formeln fir die genann-
ten Sonderfille abgeleitet. Die wichtigen Zahlenergebnisse fiir die
einzelnen Fille sind ausser in den entsprechenden Texten zur beque-
men Ubersicht auch in den letzten Tabellen 20 bis 22 zusammengestellt.

An dieser Stelle sei betont, dass diese Arbeit nichts anderes als
eine Zusammenstellung meiner fritheren Mitteilungen® (aber mit sehr
vermehrten Zahlenbeispielen) iiber die Schwingungs- und Knickungs-
aufgaben fiir die rechteckige Platte ist und einige Abbildungen hierin
aus den genannten Mitteilungen aufgenommen sind.

I. Allgemeine Erorterung.

1. Grundgleichung. Bezeichnet man mit p bzw. ¢ die auf den
zwei Seitenpaaren ¢ = 0 und = = ¢ bzw. ¥y =0 und y = b gleichmissig
verteilten Randdruckkrifte, mit = die in der Richtung der Rénder
wirkenden Randschubkréfte, wie Abb. 1 zeigt, und mit w die Auslen-
kung zur Zeit ¢ an der Stelle (z, ) der Mittelebene der Platte, so
lautet bekanntlich die Bewegungsgleichung, wie folgt:

94w 24w 9w , 1/ Bw 9 92w 9%w | vh 32w _
9zt 922092 9yt N \' 9a? 920y 92 g o
................... U @ §)

Hierin bedeutet /g die Plattendichte und N die Plattensteifigkeit, d.h.
EnR?/12(1—,2), wenn h die Plattendicke, E der Elastizitdtsmodul und
y die Querkontraktionszahl des Stoffes
ist.

:l]ﬂ]—[fl—m 1] . Wenn man nun mit »’ eine nur von
den Verinderlichen x und y abhingige
Funktion, also die Eigenfunktion,
mit o die Kreisfrequenz und mit ¢ die

<

[T

8]
€
&

Phasenverschiebung bezeichnet, so wird
die Auslenkung w durch das Produkt
T
r w=w cos (wt+8&....co0u... (2)
OEFTFrEsTyy T . .
mmm ausgedriickt. Setzt man (2) in (1) ein
Abb, 1. Darstelling der Druck- und dividiert die so ermittelte Gleichung
und Schublastverteilung. durch cos (wt+¢), so erhédlt man

* §, Iguchi, Ing.-Arch. Berlin 7 (1936) 8. 207; 8 (1937) S. 11; 9 (1938) S. 1.
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' tw’ 84?0 ( 320/ 32" 2w’ yhe?
42 b2 B O et g
rEs 9y2 Y N P [k GELK e 3y g w)=0, &

woraus man die Eigenfunktion «’ fiir den betrachteten Fall zu finden
hat. Die Gestalt der w'-Fliche hingt offenbar von den Grossen der
Parameter o, p, ¢ und r ab. Gemiss der Lehre des Eigenwertproblems
soll der Wert von irgendeinem Parameter—Eigenwert—mit den
gegebenen Werten von den anderen drei so bestimmt werden, dass
die Differentialgleichung (8) unter den vorgegebenen Randbedingungen
nicht identisch verschwindende Losungen besitzt. Die eingehenden
Rechenverfahren werden genau bei den Losungen fiir die Sonderfille
in den kommenden Abschnitten angegeben.

2. Die Vorausseizung der Gleichung fiir w’ und die Randbeding-
ungen der Platte. Um die Losung der Gleichung (3) fiir eine durch
Abb. 1 dargestellte Rechteckplatte mit den Seitenlingen o und 6 zu
ermitteln, stellen wir zuerst fest, dass die Eigenfunktion durch den
Ansatz

w = 2 ZA'mnAm Y,

=2 ZAmn[ (:/nL(C(/H - a ( 31’2 + +*1—*‘3inﬁl—7:’l'] X

m n a mear a

!
X [ J ) dw’ ( 1/3 31/ 2'/> +— ﬂln TQ/]

(m, n = 1, 2,3,...)

(4)

dargestellt wird, wenn man sich darauf beschridnkt, dass die vier
Rinder der Platte vor und auch nach ihrer Forménderung geradlinig
gehalten werden. Die Beiwerte ¢, ¢, d, und d, konnen vollends
leicht so bestimmt werden, dass die Randbedingungen der Platte be-
friedigt werden, welche darin bestehen, dass das Biegungsmoment
lings des frei gestiitzten Randes und die Neigung der elastischen Mit-
telfliche lings des vo]lkommen eingespannten verschwindet. Vermdoge
der Bez1ehungen

"24..: ¥ dX,, ’ Bw’ ZZAnmX ay, :

dz 8_/ m y
my = —N(T 4, B ) = — NS UV B, Tl
axz m n da? dy?
92w’ 8?10 a2y, d*X,,
Ny = — P - Am'n(X 'n If'n. )
My N( ™ + Py NZZ +v T
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erhdlt man folgende Werte fiir c,,, ¢},, d, und d},, welche den durch
Abb. 2 dargestellten sechs Fillen entsprechen.

Cm C;n , dn, d;’L -
0 0 0 0 (5a)
3
0 ) 0 0 (5b)
3 3
0 Y 0 r} (Be)
—1-2(—1m | 24(—=1m 0 0 6Gd)
. ,
0 , n —I-2(-1» 2+(~1)n (5e)
—1-2(-1)m 2+(—1)m —1=2(—1)» 24 (-1 (1)

= flei gostifore Seite
e YOHNOIIED CingeSpanniE Seite

Abb. 2. Schematische Darstellung der Randbedingung.

3. Der Zusammenhang zwischen der Ausbiegungsgestalt der
Platte und den Zeigern m und n. IEhe wir weiter zur Ermittelung
der Gleichung fiir den unbekannten Beiwert A, iibergehen, miissen
wir untersuchen, in welchem Zusammenhang die Biegungsgestalt der
Platte mit den Zeigern m in X, und n in ¥, steht.

Es ist leicht verstind-

y lich, dass die elastische

a Fldche der Platte von kon-
stanter Dichte, deren zwei
gegeniiberliegende Rénder,

@y . z.B. 2 = 0 und 2 = o unter
z ungleichen Randbeding-

¢ ungen stehen, sich weder

—r— =2 symmetrisch noch unge-
¥ = rade symmetrisch in der
/,:\ : x-Richtung gestaltet, ob-

: ’ wohl die Wirkung der dus-
{'E/%*—';*-”?ﬁ [Z%—Tl\—_%ﬁ_J seren Krifte ge%metrisch
Symmerrische  Ausbiegung Ungeruce Symmelrivche AUTHERNY oo metrisch oder ungerade
Abb. 3. Zwei Arfen der elastischen Linie symmetrisch in derselben

in der x-Richtung. Richtung ist. Hierbei hat
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der Zeiger m ganz unbedingt die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3....
anzunehmen. Wenn dagegen die zwei gegeniiberliegenden Riénder
z= 0 und = o unter gleichen Randbedingungen stehen, so kann
die Ausbleguno entweder symmetrisch oder ungerade symmetrisch in
bezug auf die zur z-Achse senkrechte Mittellinie (x = a/2) des Rechtecks
sein, je nachdem die Platte symmetrisch oder ungerade symmetrisch
in bezug auf die gleiche Mittellinie beansprucht wird. Das mathe-
matische Erfordernis hierzu lautet

|w' |z =x[w], =
oder aus (4)

!Xmlw=F1A I

| -

(cm F cm)( ___)___ o m)( 8 3 . )

+ 1+ (___1)m Sin mm
mm a

=0,

In dieser Gleichung entsprechen die oberen bzw. unteren Vorzeichen
der symmetrischen bzw. ungerade symmetrischen Ausbiegung. Fir
die frei aufliegenden Rinder ergibt sich aus (5a)

fur die vollkommen eingespannten aus (5d) oder (5f)

J 3(1+( 1ym)

Com F C
U i,
3 1+(_l)’m )
C/m F = I ( )
Ui,

Somit erhdlt man die Beziehung
1+ (=1 =

fir die beiden betreffenden Randbedingungen. Dies stellt dar, dass der
Zeiger m die ungeraden Zahlen 1, 3, 5... oder die geraden 2, 4, 6...
annehmen muss, je nachdem die Mittelfliche der Platte sich symmet-
risch oder ungerade symmetrisch in bezug auf die Mittellinie @ = a/2
gestaltet. Die analogen Beziehungen gelten auch fiir den anderen
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Zeiger m, von dem die Ausbiegungsgestalt der Mittelfliche der Platte
in der y-Richtung abhingig ist.

Die Beriicksichtigung der oden erwidhnten Zusammenhinge
zwischen den Zeigern (m, n) und den Gestalten der elastischen Mittel-
fliche sind bei den Untersuchungen sowohl der Eigenschwingungsfille
als auch der Druckknickungsfille nétig. Wenn es sich aber darum
handelt, dass die Platte durch die auf ihren vier Réndern gleichmiissig
verteilten Schubkrifte ausknickt (Abb. 1), so sind die Verhiltnisse
etwas andres, Hierbei soll die Ausknickungsgestalt in der Richtung
jeder Diagonale y/b=zfa und y/b=1—ux/o anstatt der Mittellinien
zla = 1/2 und y/b = 1/2 betrachtet werden. Durch ein dhnliches Rech-
enverfahren wie vorhin kann man beweisen, dass fiir die symmetrische
bzw. ungerade symmetrische Ausknickung der Diagonale die Bezie-
hungen*

, m+n = gerade (2,4,6...)
bzw.
m+n = ungerade (1,3,5...)
gelten, wenn jedes Paar von gegeniiberliegenden Seiten des Rechtecks
unter gleichen Randbedingungen steht.

4. Allgemeine Losung. Is handelt sich jetzt darum, den unbe-
kannten Beiwert 4,, zweckmdssig so zu bestimmen, dass w’ (4) der
Differentialgleichung (3) gentigt. Setzt man zu diesem Zwecke den
Ausdruck (4) in die Gleichung (3) ein, so erhilt man eine Gleichung
von der Form ‘

23 31 A f(m, ) sin

Ty sin 77 y+2 S e fl(m, 8, —é) sin g
a

Y EAmfz(? n, ) sin Ty+ 5] S firy s 2 Q/) ~0.

Hierbei muss man beachten, dass die Zeiger » bzw. s in dieser Glei-

chung an Stelle der Zeiger m bzw. n geschrieben sind, wenn sie (m,
. . e M .om .

n) in den nicht mit sin T'"-m bzw. sin —bly behafteten Gliedern ent-

halten sind, damit man Verwechslungen bei den weiteren Berech-

nungen vermeidet. Kntwickelt man nun die Funktionen fi, fo bzw.

mar mar
VE in Fouriersche Reihen nach sin 22—y, sin _m bzw, sin -

b

x sin 2y, so entsteht formal die Beziehung

b

* 8, Iguchi, Ing.—Arch. Berlin 9 (1938) S. &5
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’"'rvsin%";y=0.

S S s 8in 2
Da diese Gleichung fiir jeden Wert von = und y erfiillt sein soll, so
miissen alle Koeffizienten verschwinden. Also wird
=0,

Ui, ==

Die wirkliche Durchrechnung liefert folgende Gleichung :

2 4 ) 4
A,,m('m‘l + %%—mznz + %—n“ — R —mPP— %—an)

4 2(1 men 2+Tn4 - 2 e mzP—-—’an)EAm(( 1)mcr_ r)

meme\ b2
4 42_22_2_2_L"2> v
+ e (m + T — m2P Rl Q ;Am&(( 1yrd,—d?)
16 (20 at m
9712712714(77”2”2 —HmmtP— ?nZQ)g gA ro((— 10, —cy) x

el =0 e (6)

mnrs

(( - 1)nds - dx,;

mit den dimensionslosen Grossen

. waz'/E T e 02
m ) gN ’ N2 ?

pa2 _ qb?
P=gz =y
¢ (L 1= (1o
Ilmm‘s - m2n2 'mz—'rz 72:2—82
m nta o 7
2+( g 1—(— 1) ](( Tyme,+el) 1= ( 1)2 (7)
M2 n2—3g
3 m ——')2
2t (~1)" o 1—(=1) ][ 2+ (=1 o 1—(—1)r ]
+[ 3 - mep? 3 2 n2ar? X

X ((=Lyme,+ ef Y((—1yrd,+dl) .

Wenn man ferner zur Abkiirzung setzt
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2 a? 2 at .
Pon = (m +3,;n2> —EmmEP— = Q= (mP+ B)nP+ 27)
(8a)
2 2
ﬁyz}_—ﬁ__,z P JP a %2P+—712Q+ﬂ2
pinn = %Pmn = {n?+— s 77’1:2)2 %Hz”%mzP—an
= P+ )P+ 4%y, ' .. (8b)
23,, 62 ’ 2 2, .
An = —2%2 ZArs("cﬁ'cL)'{(—i)“ws— &Y+ SUnle L)
nemre r s -
fl:z ' ZATS(C Cr){ 1)/”'d —d’} +2A,%(0 CT) 3
.. (9)
B, ol do+dD{(— )mc,—-c b S Al do+dl)
’ _ 4 | I4 m l ‘
By = — =35 Sduldi—d D{ (=D, — A S =)
Orin = Am'n+ me ZZA’NL((_ yien —cr)+ EAms(( 1)%d dg)
R Y —1\n 7 .
+mzna 20 S A((— D= N (—1)rde—d) 5 e (10)
so geht die Gleichung (6) iiber in
B+ 2’: (A= (= 1) Ayt L+ (1) 42)
+ Qn {(1 (—1)’L)Bm+(1+( 1)7L)B;n}
7’ mn
B0 SR el = 0 e (11)

'7T men TS

Diese Iformel ist die gesuchte Grundgleichung fiir den unbekannten
Beiwert A,,,, mit welchem der Ansatz (4) der Differentialgleichung (3)
geniigt, und die Werte jeder der vier Unbekannten x, P, @ und 7'
fiir die gegeben Werte der iibrigen drei konnen durch geeignete Losung
derselben Gleichung ausgerechnet werden, wenn die Randbedingungen
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der Platte, dementsprechend die Werte von ¢,,, ¢,, d, und di gegeben
werden. Die Methoden der diesbeziiglichen weiteren Losung fiir die
verschiedenen Sonderfille werden in den kommenden Abschnitten
angegeben. s ist bemerkenswert, dass die Gleichung (6) auch mit
‘Hilfe der Energiemethode abgeleitet werden kann. Der Beweiss dafiir
wird aber hier unterdriickt.

Zur bequemen Ausfithrung der weiteren Berechnungen wollen
wir die Formel (11) noch einmal umfmmen Beriicksichtigt man die

Formeln

(—1r __ 1 IR
e o T g

T . r

so erhalt man

> Omn = Ze zAm( ‘ Cj;ﬁ)

n

_ 4 2N g
o 3 SAA(1— ) (<10,

Aus den Formeln (6b) bis (51) sieht man aber, dass fiir die Platte,
deren zwei gegeniiberliegende Seiten =0 und x=0a nicht frei
gestiitzt werden, stets gilt

er+2e =3,
Folglich ergibt sich

>0, =0.
Analog

S—10r =0

Somit liefern die Summen Z( = Z) der aus der Multiplikation der

r=1

Gleichung (11) mit 1 bzw. ( l)m hervorgehenden zwei unendlichen

Reihen die Beziehung
— (=Y S ]
)l

2|,
+ _221_[(1 (— 1)%)2 B, (1 )n)EB ]

8aT
72b

_&(2 EI(rm gyt s) =0
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bzw.

O et e
+%[(1~(—1)”)2%%&+'(1+(—-1)’?)Z—(_;Z:B£]
W}_‘,( (5 S = 0.

Mit Riicksicht auf die Formeln*

E 2 (1) _ 1 {]n Ctg wa,—a,, Ctg =), ] (12)
Ty — 1) 2, —&F) A Cofec 7rd,,— A, Cofec 'n'/l:LI

r=1 23
erhilt man also

Ut AN La—(Aum AL)T, +_%”_(f:_ﬂ’2l2 1 [B +Bl—(—1y(B.—B))]

8a TR —22)

L A Do) =0, (138)
b v

(At A2V T —(Ay— AN, + nZ(ZZ——,i/Z)E( 1y rB + B! —(—1)(B, Br)]

Prn
8(1/ T(ﬂz ——-2’2) z( ]) {T\ Elxr’m"sAr s) — O ......... (18b)
mit
L,i=2,Ctqm2,—4,Ctamdl, , cvveevvevnnnnnn (14a)
Jn = A, Cofec wd,— 4, Cofecna, . ........... (14b)

Die obigen zwei Gleichungen (13a) und (13b) gelten stets fiir die ganzen
Zahlen 1, 2. 3.,, von » und sind daher auf die Platte anwendbar,
deren Mittelfliche sich unsymmetrisch in der z-Richtung gestaltet.
Ihre Differenz bzw. Summe liefert ferner

* 8, Iguchi, Eine Losung fiir die Berechnung der biegsamen rechteckigen Platten
S. 15 bis 19, Berlin 1933.
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G U= *’”El —CAL B+ (13, B’)]

4a’1’(4n—1’2)2 1-— ( 1) (Z ZI&mr eAws) =0...... (15a)
bzw.

HA! + nm—a )ZH( —U'['B, + Bl (— 1B, —By)]

4 Bal (‘2 "2)21“ U (53 S sd) = 0 ... (15b)

mit
G = Ln—Jo) = in T zzn—z; TG Ty wereennen, (16a)
Hy( = I,+J,) = A, Gitg —Z—/z,,—x;, @tg—“’zia; C eeeeerenes (16b)

Da die mit 1—(—1)" behafteten Glieder in (15a) ausser fiir ungerade
Werte von r verschwinden, so gilt sie nur fiir die Platte, deren Mit-
telfliche sich symmetrisch in der a-Richtung gestaltet. Analog
gilt die Gleichung (16b) fiir die ungerade symmetrische Aus-
biegung in derselben Richtung.

Durch analoge Summierung der Gleichung (11) in bezug auf den
Zeiger n( = s) erhdlt man folgende Formeln

1) fir n(=s)=1,2, 3..., nimlich fiir die unsymmetrische Aus-
biegung in der y-Richtung :
2022 __y/2
(Bm+B:n>Im—<Bm—B;,,>Jm+?—@MEL[A8+A;—<—1>m(As-—A;)]
w o
w}‘) (SIS K dr) =0, (17a)

(Bu+ By)Jm—(Bu—Bp)
2 =NV 4 4y (—aym(d— 4]
+ 7w Epma[s_*-s ( )(S S)]

4 8o~ 133)2( —1) (S S K pars ) = 0 .. (17b)

b Pms r
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mit ‘
L, =20 Ctgmi,—AL Ctamdl, , o ooiiiiiiin, (18a)
I = 20 Cofec wd,— i, Cofecmdl, 3 oo vl (18b)

2) fir n(=s)=1, 3, 5..., ndmlich fiir die symmetrische Aus-
bieguug in der y-Richtung:

G,,B,, + T m(A2, _—2/2)21 ( 1) [A 4 Al—(— 1)mA A')]

'
+ 4‘”’“2 =) E I=(= ” = ZKMS,SA”) =0.. (19)
mit
Gl = Ly—Jp) = 2 q —1, Zg %A,’n S e, (19b)

3) fiirn( = s) = 2, 4 6.. namhch fiir die ungerade symmetrische
Ausbiegung in der y- Rlchtung'

H B, 'mz(lfn 3;,%) 1+( 1) A +AI ( 1)m A A/
E Pms [ ) ( ]
4aT(a?n—z'2)E 1+(— l)

e (E ZKms,s'Ars) =0.. (20a)
mit
Ho(=L,+Jy) =t Gtg 2 —A, Gty z;n. ........ (20b)

Bei den numerischen Berechnungen hat man darauf zu achten,

dass '

a) fir 2, = imaginidr, also fiir 4, = 6 gilt

1 2 Za, | tgZe

an[ 27 Vgl 2N (21)
o to T

l @Ztgza, cg20

b) fiir 22, 2’2 = komplex, also fiir ;7} =14 +iB gilt

G.n - QiB@in'lra + asin 7B
Hﬂ} Cofra £ cos =B

o).
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Es ist nun interessant und zugleich auch notwendig, die durch
(4) dargestellte Eigenfunktion w’ so umzuformen, dass sie die Beiwerte
4,, AL, B, und B, enthdlt. Wenn man zu diesem Zwecke den

. . . . < ar .
Ausdruck (4) in eine Fouriersche Doppelreihe nach sin —, v sin—p—y

entwickelt, so erhilt man

mSy,

¢ = S Ayt S (= e,

m n N 72,’77‘

_ 16 EAw(( e, — el )((—Drd,~ d’)] sin —x sin —y ,

me2n2ar 4 b

oder einfacher

é . Mar n
w =SS Tmn_gin ) AL .. (23)
m w mnat a b

Somit folgt aus (11)

2
’w, = — —
T npnm

] (= (=1 A+ (L (= 1) AL

2| (1= 1) B+ (14 (=1 By, |

m’n

+__@.,11__Z ZI(m‘nquTs} Sln ,L Sln :)zé:r / ) e (24)

bmnp,, T s

Die die Beiwerte 4, und A!, bzw. B,, und B, enthaltenden Glieder in
dieser Gleichung sind als die sich auf den Zeiger m bzw. n bezieh-
enden unendlichen Reihen summierbar. So vermoge der Beziehungen®

* 8, Iguchi, Eine Losung fiir die Berechnung der biegsamen rechteckigen Platten
S. 15 big 19, Berlin 1933. In dieser Broschiire sind die wichtigsten Formeln fiir die
Summen der unendlichen Reihen von den Formen
(mm)*e+l (=), mx
—
TR I v — =1,23...
%ZJ 7r4(m2+)‘)(m2+"2) (—1)m sin = =« (m , )

bzw.
(mm)~ke (—1)m mm

2 DD (o S T
angegeben, worin der Zeiger 1 die Werte 1, 0, —1 und —2 hat.
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EM gin T
Pmnn a
m=1273..
Cof m(i—i) Gof ma, (i_i)

— L 9 P 5y i
o - y eeen (2081)

2(28—22) — —

@:Df 'Ekn @Uf _2"?71,

2 4 1) sin 2

Pmn a
m=1,28...
€in 7d,, (%_3_) Sin i, %‘_ l)
T AE- - = (25D)
R~ An s _—
Sin —2*3.” C;ln 5 '(;z
geht (24) tber in
w' = Eglﬁ—[flnu ( )+A/ q) ( )] sin T mr ‘
ApTer ] R .
+2_¥1__[B m ( )+B' ; <Q/>]sm |
L (42, — %) m m
8aT E E - (Z EfxmmA, +) sin —”c sin Ty
.................................. (26)
mit
@ Cof 'm?n<—-— —) Cof ra; (— -_)
m(f)=——2 s R e (2Ta)
a
CiGh i,
. Sin 7, %_E) Sin wz;<—]—_£>
vn(—?i) = N4 @/ 2  a R @27h)
a 1 E o 1 , »
€in o M €in 5 4n
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1 1 vy
Cof mim —~w) Go wa'm(f——*)
U’m(%) = f 2 b - f 2 b 3 ocesescse (270)
v o Py Y]
C Gof Cof Sl
: . 1 vy . 1 vy
&in ’ﬂ’z'm(_‘—'_) &in rmi;n<~——*—>
vm(lb/—) = 2_b/_ 2 b/ . 274d)
At _75 1 1 /
Cm 9 Am C‘n 9 '{m

Die Gleichung (26) geniigt natiirlich mit dem Ansatz (2) nicht nur
der Differentialgleichung (1) sondern auch allen Grenzbedingungen
der Platte, wenn fiir die Beiwerte 4,,, 4, B, und B, die Beziehungen
(18a), (18b), (17a) und (17b) oder (15a), (15b), (19a) und (20a) gelten.
In der Tat stellen diese Formeln die Bedingungsgleichungen dafiir
dar, dass die aus der Differentiation der Gleichung (26) hervorgehenden
Grossen 9w’/9x bzw. dw'/3y ldngs der eingespannten Rénder des
Rechtecks gleich Null werden. Diese Tatsache erkennt man auch
deswegen als ganz natiirlich, weil die Beziehungen

Zern = Z(—l)"'@,n = Zoms = 2(—'1)39/»13 =0 3

welche der Ableitung der Formeln (13a) bis (20a) durch die Elimina-
tion von 6,, aus (11) zugrunde liegen, die Bedingungsgleichungen
darstellen, dass die Neigung auf den Grenzen © =0, x =a, ¥y = 0 und
y =1 der durch (23) dargestellten elastischen Mittelfliche verschwindet.

II. Die Biegungsschwingung.

1. Allgemeines. Als das erste Anwendungsbeispiel der im vorigen
Abschnitte ermittelten allgemeinen Gleichungen wollen wir uns jetzt
mit den freien Biegungsschwingungen der Platte ohne #ussere Kraft
beschaftigen.

Da die Kreisfrequenz, die Schwingungsfrequenz bzw. -dauer der
Platte durch

= 7™ [gN =~ @ Loy T 2T
@ Nogn e T gy b o

ausgedriickt wird, so besteht die Hauptaufgabe des betreffenden Pro-
blems darin, die zu Platten mit verschiedenen speziellen Randbeding-
ungen gehorenden Werte von # auszurechnen. Die allgemeinen



"6;20 . 8. Iguchi.

Formeln hierfiir konnen natiirlich unmittelbar aus den vorher ermit-
telten Formeln abgeleitet werden, wenn man nur P, @ und 7T in ihnen
gleich Null setzt. So erhilt man aus (11)

em+—%ﬁ[(1—<~1>mmn+(1+<—1>m)A;]
Vin

=0 ... iiienn.s (28)
mit
P = (M2 22)(m2+ %),
jiz } a? L (29a)
Prun = (nzﬂfn)(nzﬂfﬁ) )
ﬁ:%} _ ?TZ ). [ e (29b)

Jede Unbekannte 4,, 4], B,, und B/, hat auch hier den gleichen
Ausdruck wie in (9). Unter Benutzung der Beziehungen

2b*
gk

112 2 ’ R?n_- Z;,% =
a

gehen die Formeln (13a) bis (20b) iiber in
1) fir m(=7r)=1, 2, 8..., ndmlich fiir die unsymmetrische
Schwingung in der z-Richtung :

(At A T,— Ay AV, +4“" 1 [B +Bi—(—1p(B,~B))| =0,

(At AT, —(A, A)I+4“">]( V[ B+ Bi—(—1y(B,—B))] = 0

7‘

mit-

I, = N/ n2+p Ctg ’7T~/%n2+,u ~/_n2——/w Ctg WN/Z—:NL‘M ,
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2) fir m(=¢)=1, 8, b..., némlich flir die symmetrische
Schwingung in der z-Richtung: ‘

Aoea+ N[ Bt B (1B —B)] =0 (32a)
™ p Prn
mit
. 2 2 e
S (32h)

3) fiir m( = 4) =9, 4, 6..., namlich fir die ungerade symmet-
rische Schwingung in der 2-Richtung:

AL H,+ 4”2”'2 |~ (=1 B—B)] =0 oo (33a)
™ r
mit
H, ——/\/b—znz_hw @ng\/ﬁnL*_M——&/bz —u Cig 2~/~n —;
................................. (33b)

4) fir n(=s)=1, 2, 3..., nimlich fiir die unsymmetrische
Schwingung in der y-Richtung:

(Bu+ By~ (Bum—B ),
- 40P m?p i f (—1Y (A — AV ] =
+ a2 'Z}Pms[As—‘_As ( 1) (As AS)] 0 ) eveea (34&)

(Bo+ B, ) —(By— B!,
4”?’”2“2( 1) [+ Al—(=1m(A—A)] =0 ... (34D)

mit

I, = %Vm”—/w Ctq %{)—1/7712+;b ——Z—v mi—p Gty ™ ,
’ a

T = 2/ i Gofee %1/m‘+,w—é—1/m2—/b Cofec —?l/mz—/b ;

9
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6) fur n(=g=1, 3, 5..., ndmlich fiir die symmetrische
Schwingung in der y-Richtung:

B, Gt 20 ”‘E 1 [A T A~ (=1 (4 —AD] =0 ... (36a)

mit

Gy = l’*v mip Ty o 5y byt L n/ i g ;—bV’W—/A ;
a [/

6) fir n(=s)=2, 4, 6..., niamlich fir die ungerade symmet-
rische Schwingung in der y-Richtung: :

, 4h2mip | -
BmHm+~~~ ------ A+ Al—(—1)(A,—AD]|=0 ...... (37a
§}p [ (—1) 0] (37a)
mit

b

H, = —1/m‘+# Etg Q—bv m‘-l—,w——b—v mE—p (&tg V ‘mE—p

Es lohnt sich nicht, den Ausdruck fiir die Eigenfunktion w’
wiederum hier anzugeben, weil er sofort aus (26) bis (27d) mit 7= 0
und den oben benutzten speziellen Werten von 4,, 4,, 4. und 2], er-
mittelt werden kann.

2. Die vierseitig frei aufliegende Platte (Abb. 2I). Da in diesem
Falle alle Beiwerte ¢, ., ¢),, d, und d!, gleich Null werden, so liefert
(28) allgemein die Bedlngung dafiir, dass der Beiwert A, (oder 6,,)
nicht gleich Null ist, wie folgt:

P, = | M2+ n2+/")<7nz -—/L) =0.

Dies ist die gesuchte Frequenzgleichung fiir diesen Fall und daraus
folgt die bekannte Formel

2
po= m2+%2‘n2 R
, Cereeeeeaes (38)
= 1—I—Z—2 fiir den Grundton.

Ich beschrinke 'mich hier auf diese Bemerkungen und unterdriicke
. die weiteren’ Berechnungen fiir diesen einfachsten IFall, weil seine
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ScbWingungserseheinungen schon frither genau behandelt und wohl
bekannt sind.*

3. Die auf der Seite x = 0 vollkommen eingespannte und auf den
iibrigen drei Seiten frei aufliegende Platte (Abb. 2 II). Wegen des
unsymmetrischen Verlaufs der elastischen Linie in der a-Richtung
muss man hierbei den Zeigern m( = ) die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3
... geben, wihrend die anderen n( =s) die ungeraden oder geraden
Zahlen annehmen miissen, je nachdem die elastische ILinie in der
y-Richtung symmetrisch oder ungerade symmetrisch verlduft.

Die Randbedingungen fiir diesen I'all werden durch

—_ fo P L —
——-0, (',,n-— 3 dn—-—dn—o

ro| s

definiert: Mit diesen Werten fé]gt aus (9)

non:;:%;Arn: B77L=B;L#O'

Somit ergibt sich aus (30a) und (31a)

I, = A/%:—nz—i—,w Ctg WJZ—:nz-i-/r—J%inz——/b Ctg 77'/\/%712—/& =0

als die Bedingung dafiir, dass der Beiwerte A,+ A, nicht gleich Null
ist. .
Fiir den Grenzwert b = co geht aus (39)

Clgmv/'p = ctgmy/n
oder

Tgmv'p =tgm/p , wVp = ai/');;”ﬁz .......... (40)

hervor. Dies ist nichts anderes als die Frequenzgleichung des am
Ende © =0 eingespannten und am anderen z = a frei aufliegenden
geraden Stabes.

Die Gleichung (39) dient zur Bestimmung der Werte von w fiir
Platten mit konstanter Seitenlinge ¢ und allen Werten grosser als
eins von bja. Wenn man dagegen mit dem Falle beschiiftigen wollen,

* A, Nadai, Elastische Platten S. 164 bis 167. Berlin 1925.
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in dem b konstant gehallen wird und a/b alle Werte grosser als eins
annehmen kann, so haben wir vorteilhafterweise die Werte von

I___Cl’bN/'Y/I

anstatt von p zu berechnen. Die Gleichung (89) formt sich hierbei,
wie folgt um: ‘

Vi (\ng V N+ p! — v/ nl—u! Ctq —1/714 —p' =0. . (41)

30 \ _______ .
[{
25 \\| . 4
‘k _______
20 \\\ '
SN T
5 \L\ [ H=1563 fir blasco |
q\l | ﬂ’
l\¢\
X 10 MET fir afp=ce ]
¥
05
4

¢ a5 0 15 20 25 30 35
S G fllr U, @5 fiir p

Abb, 4, Werte von p. bzw. i/ abhiingig von b/a bzw.
a/b fiir den Grundton.

Die niedrigsten Eigenwerte von w bzw. w#/, nimlich die Werte von
# bzw. p' fiir den Grundton werden durch (39) bzw. (41) mit n=1
ausgerechnet. Die Tabelle 1 und Abb. 4 zeigen die Rechenergebnisse,

Tabelle 1. Die den Werten von b/a bzw. a/b entsprechenden
Werte von ¢ bzw. p/ fiir den Grundton.

Z% i , 1,0 } 1,5 } 2,0 2,5 3,0 w0
v 2,396 1,015 1,756 1,685 | 1,647 1,563

14 2,396 1,678 1,309 1,191 1,129 1,000
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Fir die quadratische Platte ist ersichtlich
p=p,

und die Werte von pu ful die verschledenen Tone konnen durch die
Losung der Gleichung

VnE+ p Gty my/ ni 4 p— 1y p—ni ctg V=0 ..... (42)
bestimmt werden. Wenn man zu diesem Zwecke zur Abkiirzung setzt

€=1vp—n? oder = n2+g£ s
go erhidlt man

V'E+2n2 Ctg w1/ B I —E ctgmE = 0 |

Wir haben also die Schnittpunkte der beiden Kurven -

M= ctgwt , Mg = {1: V/E+ 202 Gty 71/ &8+ 2n?
s
\
40 4|
o AN
\L NN
0
25 \ _ \\
\EEINAY
0 | 1 K | [Ne
\ ISR
5 \ S \4‘ \?\
\71 \,?‘7 \ \\&\
L 10 O s e e
::. %
s L\ \ il \
T \ \ \ \
0

4 4] 14 14 2w a5 a0 35 [
RS

Abb. 5. XKurven zur Ermittelung der Werte von & fiir die
verschiedenen Tonarten der quadratischen Platte.
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zu finden. Die wirkliche Durchrechnung liefert die durch Abb. 5
- dargestellten Kurven und die in folgender Tabelle zusammengestellten
Zahlenergebnisse.

Tabelle 2. Die den Werten von n entsprechenden Werte
von & und p. fiir die quadratische Platte,

g pe == n2-E
Wurzeln
n=1 n=2 n=3 on=1 n=2 n=3
Die erste 1,1813 1,1116 1,0767 2,396 5,236 10,159
Die zweite 2,2231 2,1742 2,1344 5,942 8,727 13,5566
Die dritte 3,2361 3,2048 3,1717 11,472 14,271 19,060

Die Werte von & und ¢ fiir n = 1 und n = 3 entsprechen natiirlich
den symmetrischen Schwingungen in der y-Richtung, withrend sie fiir
n = 2 den ungerade symmetrischen Schwingungen in derselben Richtung
entsprechen. Da in diesem Talle die Eigenfunktion «’ durch

w'= E EAMXm sin "y
L b

ausgedriickt wird, so erkennt man leicht, dass die Schwingungsfliche
der Platte mindestens eine Knotenlinie y = b/2 fiir n = 2, und zwei
Knotenlinien y = /3 und y = 25/3 fiir n =3 hat. Is ist selbstver-
stindlich, dass die Schwingungsfliche fiir # =1 keine Knotenlinie in
einer zur xz-Achse parallelen Richtung hat. .
Ferner muss man hierbei beachten, dass die in den Spalten der
obigen Tabelle angeschriebene Grossenordnung der Werte von s nur
diejenigen fiir den Einzelwert von n =1, 2, 3 darstellt und natiirlich
nicht mit der Ordnung der Tonhohe iibereinstimmt. So z. B. entspricht
#=5,942 bzw. p = 11,472 dem zweiten bzw. fiinflen Oberton. -

4. Die auf den zwei gegeniiberliegenden Seiten x = 0 und x = «
vollkommen eingespannte und auf den iibrigen Seiten frei aufliegende
Platte (Abb. 2IV). Wegen der Gleichheit der Randbedingungen jedeS
Paares von gegeniiberliegenden Seiten des Rechtecks findet hierbei keine
unsymmetrische Schwingung weder in der 2- noch in der y-Richtung
statt. Somit miissen alle Zeiger m, r, n und s die ungeraden Zahlen
1,38,5... oder die geraden 2, 4, 6.,, annehmen.

Da fiir diesen Fall

Cip = __1__2(__1)m ) C;n = 2+(‘~1)m ) d’n = d'ﬁ; = 0
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ist, so erhilt man aus (9)
An = (A—(=17) 4,
=234, fir »r=1,8,5...
=Or fir »r=2,4,6...
Al = 3;(1+(—1)T)Am ;
=6§Am fir r=24,6...
=0 fir r=1,38,5...
B,=B,=0.

Fiir die symmetrische Schwingung in der z-Richtung folgt daher aus
(32a) und (32b)

n—«/ﬁn2+MWg ~/ W +,u,—A/b2 pIgE bzn_l"' =0,

Diese Gleichung geht mit # = a2u/[0? tiber in

v+ g 'gl‘f ViR R~y T e TV = 0. . (43h)

Fiir den Grenzwert co von b wird die Gleichung (42a)
g 1251//7 + tg —2”1;/7& =0, eireerireaeenns (44)
Dies ist die Frequenzgleichung fiir die symmetrische Schwingung des

am beiden Enden eingespannten geraden Stabes.

Analog erhilt man fiir die ungerade symmetrische Schwingung
in der 2-Richtung aus (33a) und (33b)

~/Tzﬂzﬂb Ctg = N/—nz-hu wnz —p Ctg - 5 ~/~nZ p=0,

Vn2+p Ctg %1/%24-;»’-1/%2—-#’ (ng —7-;%1/%_2~,w’ =0. (45b)
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Fir b = oo lisst sich die Gleichung (458), wie folgt, vereinfachen :

Ctg 127—1/;7—— ctg 1251//7 =0. tiienriienennns (46)

Dies ist die Frequenzgleichung fiir die ungerade symmetrische Schwin-
gung des am beiden Enden eingespannten geraden Stabes.

Aus (44) und (46) erhilt man
Ta T 1/*)( T — ote T *>=
(~g2v,u+tg2v//« (Stg21//w cg21//b 0
oder bekanntlich (nach weiteren Berechnungen)

Cof mV/ACOSTYVE =1 trreriininnininnnns.. 47) .

als die allgemeine Frequenzgleichung fiir den betreffenden Stab.

Nun wollen wir die Werte von # und p/ fiir den Grundton aus-
rechnen. Sie sind die niedrigsten Wurzeln der Gleichungen (43a) und
(43b) mit n=1. Mit Unterdriickung der weiteren Rechenverfahren
sind die Zahlenergebnisse in folgender Tabelle zusammengestellt.

Tabelle 3. Die den Werten von b/a bzw. a/b entsprechenden
Werte von u bzw. ¢/ fiir den Grundton.

Z//‘l’; fir e, 1,0 1.5 2,0 2,5 3,0 o
b 2,033 2,538 2,413 2,358 2,320 | 2,27
o 2,083 1,760 1,387 1,229 1,151 1,000

"Aus Abb. 6 sieht man, wie sich die Grossen von und @’ mit
den Seitenverhéltnissen des Rechtecks dndern. Der von Kato* ausge-
rechnete Wert von wx fiir die quadratische Platte ist 178,57 = 2,927.

Die hoheren Eigenwerte p fiir die symmetrischen Schwingungen

in der z-Richtung konnen auch aus (43a) ausgerechnet werden, Setzt
man zu diesem Zwecke '

o 2 .
M=E2+%n2’

* H. Kato, J. Soc. Nav. Arch. Tokyo 50 (1932) S. 209 bis 230.
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so konnen die Wurzeln von (43a) aus der Auffindung der Schnittpunkte
der beiden Kurven

T s
M = —tg §‘§
1 /2q2 m [ Qas
Ny = — [2Y 2 23" —_— 12 2
2 "N +£249 o N Tz +§&
35 \
30 \
N
A .
“ \\ 4207 fr bla=oa |
AN
ol N\ )
N
L 5
L - MET fiir @fb=oo ]
Ny 2
N ||
a5
T g
0 05 10 . .5 20 2.5 30 35

— dlafir p, afb fir @

Abh. 8. Werte von p baw, ¢/ abhiingig von b/a bzw.
“a/b fiir 'den Grundton,

bestimmt werden. Die Tabelle 4 und Abb. 7 enthalten die Rechener-
gebnisse fiir die quadratische Platte.

Tabelle 4. Die den Werten von n entsprechenden Werte
von & und p. fiir die symmetrische Schwingung in -
der z-Richtung der quadratischen Platte.

£ b= niE
‘Wurzeln ’

n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 i n=3
Die erste 1,3905 1,2436 1,1648 2,933 5,547 10,357
Die zweite 3,4757 3,4179 3,3534 ¢ 13,080 15,682 20,245
Die dritte 5,4898 5,4622 5,4250 31,138 33,836 38,431
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Tabelle 5. Die den Werten von n entsprechenden Werte von
€ und p. fiir die ungerade symmetrische Schwingung
in der 2-Richtung der quadratischen Platte.

£ po= ni+E2
Wurzeln
n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 n=3
Die erste 2,4544 2,3630 2,2816 7,024 9,584 14,205
Die zweite 4,4849 4,4462 4,3971 21,114 23,769 28,334
Die dritte 6,4926 6,4722 6,4430 43,164 45,889 50,612

In gleicher Weise wie vorhin konnen die Werte von & und a fiir
die Obertone der ungerade symmetrischen Schwingung der Platte aus
Formel (45a) ausgerechnet werden. Wieder mit Unterdriickung der

45

4o

\
\
\
\
\-A\

a5

30

2 \ \

20

N
|

15

05 \7' \7' \7r
\

—_— %
/
/

Abb. 7. Kurven zur Ermittelung der Werte £ fiir die symmetrische
Schwingung in der x-Richtung der quadratischen Platte.
weiteren Rechenverfahren sind die Ergebnisse in Tabelle 5 zusammenge-
stellt. Die auf S. 22 angegebenen Anmerkungen gelten auch fiir
diesen Fall.
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5. Die vierseitig vollkommen eingespannte Platte (Abb. 2 VI).
Da dieser Fall praktisch sehr wichtig ist, so wollen wir seine Be-
handlung noch etwas ausfithrlicher darstellen.

Alle Formeln hierfiir konnen direkt aus den vorher angegebenen
Formeln mit Werten

Cpp, = _1_2(__1)71; ’ c;n = 2+(‘"1)m y
dp = —-1——2(—1)”‘ R d;, = 2+(—1)’n

abgeleitet werden. Der Bequemlichkeit halber werden die Schwin-
gungsgestalten dieser Platte in drei Familien klassifiziert.

I) Erste Schwingungsfamilie. Wir betrachten erstens
die erste Schwingungsfamilie der Platte, deren Schwingungsmittelfliche
stets symmetrisch in jeder Achsenrichtung ist. Beide Zeiger m( = 1)
und n( = s) miissen also die ungeraden Zahlen 1, 3, 5 ... annehmen.
So wird aus (9)

£, = 2 S S = PN D)) Ay 4 B L (1)) = 0,

22

B;n = ;);15%32 Z(]__}_(_l)s)((_l)mcr_ C;)Ars +8§_1(1 + (——1)3)14,,”5 =0.

Folglich geht (32a) bzw. (3€a) iiber in

2
A+ Ej:& # 5’ =0, tiererniiiieiiaen, (48a)
B, + 30N VA _ o e, (48b)

Y
T2 = Pms

Der Ausdruck fiir @, in (48a) bzw. G, in (48b) ist derselbe wie in
(32b) bzw. (36b). Das FEinsetzen von B,(= B,) aus (48b) in (48a)
liefert

A'n_ ZI(nsAs =0 3

64b%n2 /"'2 ¥2f seeresesenen (4:9)

K= .
wratG,, p Gr Prs P;n

Fiir die quadratische Platte ist ersichtlich
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und folglich
B _NLA
o L P

Somit ldsst sich hier der Ausdruck fir K, wie folgt vereinfachen :

K,, = 8niu

N WGnP’ns

_ SnPp A
w[(n2+32)2—u2]<1/’n2+M Tg %l/nzﬂw— Vn2—p3g —2751/ nz—#)-

...... O RORPRPURN (: i)

Wenn man ferner die unbekannten Beiwerte Al, A3,,A5 ... In
der ersten Gleichung (49) eliminiert, so erhidlt man folgende Deter-
minantengleichung :

1-Ky  EKw Ks  Ku...
Kg 1-Ku  Ks  Ku...
Ky Kg 1=Ky  Kg...|=0. ..... (5
Ky  Ku Kg 1—Kn...

.
1l

Dies ist die gesuchte Frequenzgleichung, durch deren Auflosung die
den verschiedenen Schwingungen dieser Familie entsprechenden Werte
von g zu bestimmen sind.* Man erkennt;. dass es sehr schwer ist,
die genauen Werte von g unmittelbar aus (51) selbst, nimlich aus
einer Determinantengleichung mit unendlich vielen Elementen, auf-
zufinden. Nehmen wir daher zuerst einmal

Jl = 1—](11 = O

als die Frequenzgleichung an, deren Wurzeln die ersten N#herungs-
werte von g sein sollen. Durch FEinfithrung des Ausdrucks (50) fiir
K,s mit n =s =1 ergibt sich fiir die quadratische Platte

* Die Frequenzgleichung (44),
T Vave ki —
Egyé—l " +tg§l/u =0

fiir die symmetrische Schwingung des am beiden Enden eingespannten geraden Stabes
geht auch aus (48a) durch den Grenziibergang b = oo hervor.
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di=14+. - fu =0.
77(4—#v2)()/#+l g —;11/#4—1 +Vu—1tg %V'ﬂ—l)

Daraus findet man
die niedrigste Wurzel (fiir den Grundton): w = 3,62,
die erste hohere Wurzel (fiir den 3. Oberton): p = 13,25 ,
die zweite hohere Wurzel (fiir den 6. Oberton): p = 31,25 .

Diese Niherungswerte von p# gewdhren einen guten Anhalt bei der
weiteren Ausrechnug ihrer genauen Werte.

Wir bezeichnen nun mit J;, wie oben, das erste Flement der
Determinante (51), d. h. 1—Kj;, und mit 4y, 45, 4, die aus den
ersten 2,°3, 4 Zeilen und Spalten bestehenden Determinanten. Zur
Ermittelung von w rechnet man zunéchst fiir jede dieser Determinanten
der Reihe nach die Werte aus, welche den versuchsweise gewihlten
Werten p = 3,60; 3,656 und 3,70 fir den Grundton sowie m = 13,30;
13,35 und 13,40 fiir' den dritten Oberton entsprechen. Die Krgebnisse
sind in folgender Tabelle zusammengestellt.-

Tabelle 6. Werte der den verschiedenen Gréssen von .
entsprechenden Determinanten.

Fiir den Grundton : Fiir den dritten Oberton

Y A A A

3,60 \—0,00734 -0,08851 -0,10224|-0,11075 13,30, 0,44364 | -0,37036 | -0,69139 | -0,77816
3,65 |0,07201| 0,01030| 0,00845| 0,00884 18,35/ 0,54389 | -0,02140 | -0,25192 | -0,20746
3,70 | 0,14091| 0,09643| 0,10454| 0,1126013,40 0,61782 | 0,22554| 0,05787 | 0,04323

Wurzeln| 3,60427 | 3,64443| 3,64590| 3,64602 13,32713 | 13,35385 | 13,38973 | 13,30297

Aus dieser Tabelle sieht man sogleich, dass die Wurzel jeder Deter-
minantengleichung zwischen 3,6 und 3,65 fiir den Grundton, zwischen
13,35 und 13,40 fiir den dritten Oberten liegt. Die in der untersten
Reihe der Tabelle angeschriebenen Ziffern sind die Werte der Wurzeln,
welche mit Hilfe der Lagrangeschen Interpolationsformel ausgerechnet
sind. .Somit konnen wir

P L R (51)
bzw.
B=18,893 .. iiiiriiiniineranennes (B3)
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als den richtigen Wert von w fiir den Grundton bzw. den dritten
Oberton annehmen. Der Wert p = 3,646 stimmt ganz befriedigend
mit dem von Tomotika® ausgerechneten Wert 3,6461 iiberein. Der
von Sezawa® ermittelte Wert ist p = /14,4 = 3,795, wihrend der
erste bzw. zweite Naherungswert von Kato® w# = /14,24 = 3,774 bzw.
/13,23 = 3,637 ist.

Ferner zeigen die Zeilen in der obigen Tabelle, dass die Konver-
genz der Reihe i, do, J3 ... sehr gut ist; sogar die erste Naherungs-
wurzel weicht von der richtigen nur um einen praktisch zu vernach-
lassigenden Fehler von ungefihr 0,79 fiir den Grundton und von
1,19 fiir den dritten Oberton ab. Man konnte also einen hinreichend
genauen Wert erhalten, wenn man nur zwei oder drei Zeilen und
Spalten der Determinante ndhme. Das gilt auch fiir die anderen
Schwingungsarten sowie fiir die Platten mit anderen Seitenverhélt-
nissen, obwohl die Reihe .y, Jo, 43 ... mit der Zunahme von bja
etwas langsamer konvergiert.

So sind die Werte von g fiir den Grundton der Platte mit
verschiedenen Seitenverhidltnissen, die aus der Gleichung

J4=O

ausgerechnet werden, in folgender Tabelle zusammengestellt.

Tabelle 7. Die den Werten von b/a entsprechenden
Werte von p fiilr den Grundton.

i
i

bla 1,0

1,5 1 2,0 2,5 3,0 w

u '3,646 1 2,736 ' 2,489 2,408 2,350 2,267

i

Aus Abb. 8 siecht man, wie sich die Grosse @ mit den Seitenverhilt-
nissen bja dndert.

Weiter wollen wir uns jetzt mit der Untersuchung der Schwin-
gungsgestalt dieser Familie beschiftigen. Da die Beiwerte 4, und Bj,
beide verschwinden, so lautet die Higenfunktion fiir diese Schwingungs-
familie wie folgt:

w = OA; W e ieieniaaretaanas R (2 )
3

(1) S. Tomotika, Philos. Mag. London 142 (1936) S. 745.
(2) K, Sezawa, J. Aer. Res. Ingt. Tokyo 70 (1931) 8. 61.
(3) H. Kato, J. Soc. Nav. Arch. Tokyo 50 (1932) S. 209.
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mit

@ = Efﬁun( i ) sin n—'n-J—’r a?B1 N1 By, um( ) sin My
Ldn a b2A1 b a
z J (54b)

m,n=1,3,5...

£0

35

g

25

/

a0

15 5

0 a

]

4 a5 10 15 20 25 30 35

[E—— bla

Abb. 8. Werte von p. abhiingig von b/a fiir den Grundton.

Zur Untersuchung der Gestalt der Schwingungsfliche sowie der Knoten-
linien der Platte geniigt es, nur diese Funktion %@’ zu betrachten,
denn die wirkliche Auslenkung des Punktes (v, ) zu irgendeiner
Zeit ist proportional zu @',

Nun wird inshesondere fiir die quadratische Platte

Bm=Bn=An.v B =0Bn=@an
Damit geht (64b) tiber in

—2“"[%( )sm—y—i-u,,,(l/)sm nm ] R (%)
@ a a

Um die Werte von @' auszurechnen, haben wir zunidchst die Werte
von a, zu finden. Dividiert man zu diesem Zwecke die erste Gleichung
(49) mit —4;, so erhilt man
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_a%"_z-[(nsas == 0,

Daraus folgt folgendes System linearer Gleichungen fiir «,, wenn
man alle Glieder mit » und s = 9 vernachldssigt.

Ky—1+4+ Kpas + Kgas + Kpar =0,
Ky  + Kp—1a+ Kpas + Kgag =0,
Ky + Kpa + (Kg—Las+ Kgar =0,
Ky + Kpa + Kpos + (Kyg—1o =0.

Diese vier Gleichungen fiir die drei Unbekannten as, as und oy liefern
vier verschiedene Systeme der drei Gleichungen, aus deren Ldsungen
vier Wurzeln fiir jede Unbekannte hervorgehen. Aber sie sind einan-
der gleich; denn es gilt die Bedingung (Frequenzgleichung), dass die
aus allen Koetlizienten bestehenden Determinante 4, gleich Null wird.
Die wirkliche Losung der obigen Gleichung liefert

fiir den Grundton : fiir den dritten Oberton :

s = —0,62139, w= 0,65346,

= —0,27083, | (668) . 4= —0,15379, (56b)
ar = —0,08294, o = —0,02850.

Ersichtlich ist @¢; = 1 fiir beide Tone.

Fs lohnt sich nicht, die Schwingungsform fiir den Grundton,
welcher keine Knotenlinie hat, weiter zu untersuchen ; vielmehr
sollen die Berechung nur fiir den dritten Oberton ausgefithrt werden.

Durch Einfithrung der Werte von a, in (54b) ergibt sich fiir den
dritten Oberton ,

W= [ul( ) sin wy+u1< L ) sin —713;]
a a a a

+0,217 82[1(3( > sin 57 (t/+ U ( Y > sin EZ@]
a

. (67)
—0 03076[u5( ) sin 5—?/ + us( Y ) sin —/ b J
o

a a

—0,00407[%,(.2) sin l’iy+uq(£) sin g
a N7

(21 [2 20—
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Die Ergebnisse der weiteren Berechnung sind in folgender Tabelle

zusammengestellt.

Tabelle 8. Die den Werten von ax/a und y/a entsprechenden
Werte von @/ fiir den dritten Oberton.

-
T ala
g 01 0,2 0,3 04 0,5
0,1 0,2098 0,6675 0,8210 0,7052 0,6997
0,2 0,6675 1,3720 1,6975 1,2321 0,9173
0,3 0,8210 1,6975 1,4059 0,3524 —0,2456
0,4 0,7052 1,2321 0,3524 —1,3196 —2,1888
0,5 0,5997 0,0173 0,2456 ~2,1888 | —8,1724

Aus diesen Grossen von @' konnen wir die Schichtlinien der w'—
Flidche bilden, wie Abb. 9 zeigt. = Die mit 0 bezeichnete geschlossene

Kurve ist die Knotenlinie der
Schwingungsfliche fiir diesen
Ton.

2) Zweite Schwin-
gungsfamilie. Wir bet-
rachten zweitens den Fall, wo
die Schwingungsfliche symmet-
risch in der z-Richtung und
ungerade symmetrisch in der
y-Richtung ist. Hierbei durch-
lauft der Zeiger m(=r) die
ungeraden Zahlen 1,
der Zeiger n( = s) dagegen die
geraden 2, 4, 6.... Gemiss
der Eigenschaft dieser Schwin-

DI .
[STURRY S N

14

Hnorenlinge

PN RN —

Z

0

Abb. 10, Knotenlinie der Schwing-
ungsfliche fiir den ersten Oberton.

Abb. 9. Schichtlinien der %' — Fliche fiir
den dritten Oberton.
gungsfamilie {iberzeugt man sich
leicht, dass die Schwingungsfliche
mindestens eine Knotenlinie y = b/2
hat. Der niedrigste Ton fiir diesen
Fall ist der erste Oberton, welcher
aus der einfachsten Schwingungsform
mit der einzigen Knotenlinie y = b/2

entsteht, wie Abb. 10 zeigt.
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Nun ergibt sich hierbei aus (9)
A =B,=0.
Damit folgt aus (32a) und (37a)

14
A 48N VB g, (582)

® 7
wQ
n oy Prn

B+ 8N A g veeeer (58D)

" qatH,, L p,
8

Der Vergleich dieser Formeln mit (48a) und (48b) zeigt, dass die erste
Gleichung (49) sowie die Frequenzgleichung (51) auch hier gilt, wenn
man nur in dem Ausdrucke von K,

641)%##2 72
I(ns T e oy scscecessasesea 59
wtaGly L) Hoprpl, ’ (59)

m(=r)=1, 3, 5... und a(=s)=2, 4, 6... setzt. Da die Auslenk-
ungen in den beiden Achsenrichtungen schon fiir die quadratische
Platte voneinander ganz verschieden,sind, so ergibt sich hierbei keine
einfache Formel fiir K, wie (50). Man muss daher zur Ausrechnung
des Wertes von K,, den durch (59) gegebenen Ausdruck, d.h. die
Summe der unendlichen Reihe nach 7 anwenden.

Wie im vorigen Falle kann man die ersten Néherungswerte von
# durch die Losung der Gleichung

ermitteln, Daraus und aus der Formel (59) mit (29a), (29b), (32b) und
(37b) ergibt sich fiir die quadratische Platte

(1//w+1 Ctg 5/ pF1—vu—Tetg Ty 1)><

——— e — — R 2
(v‘#+4§g 1”2—1/#+4+1/u—4 tg —7251/#—4-) T

Die niedrigste Wurzel dieser Gleichung ist
w#="17,60 (fir den ersten Oberton),
wahrend die ndchst hohere

p=16,25 (fiir den vierten Oberton)
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ist. Halt man sich an diese Naherungswerte von p, so kann man
ihre genaueren Werte durch ein #hnliches Rechenverfahren wie vorhin
ausrechnen. Die Ergebnisse sind

p = 7,487 (fir den ersten Oberton), ......... (60)
w=16,717 (fir den vierten Oberton). ........ (61)

r A
W= g e oo n et eteteeitentaaeosoetannaraana (62a)
mit
W= Eﬁﬁl(,n(iri) sin Ty 4 &v,,(—y—) sin 7y | l
n a a m a @
» = ... (62b)
n A2 ) m AZ
ausgedriickt. Ferner finden wir
fiir den ersten Oberton:

w=1 Br= 1,04048,

= —0,54887, = —0,47510,
“ (63a) B (63b)

ag = —0,25210, » ﬂ5 = "-0,26668,

ag = —0,14899, By ="—0,16080,

fiir den vierten Oberton:

az =1, B1=0,02459,

= —0,37435, | = 0,97164,
“ "1 (64a) P ’ (64b)

ag = —0,22711, Bs = —0,42402,

ag = —0,16263, Br = —0,21913.

Mit diesen Werten von a, und 8, kann man aus (62b) die Werte von
#@' in den verschiedenen Punkten des Quadrates berechnen. Fiir den
vierten Oberton erhilt man so folgende Ergebnisse :
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Tabelle 9. Die den Werten von z/a und y/a entsprechenden
Werte von @ fiir den vierten Oberton:

zla :
1/16 2/16 3/16 4f16
yla

- b/16 6/16 7/16 8/16

1/18 0,2599 | 0,2656 | 0,1218 | -0,0154
2/16 0,1632 | -0,0264 | -0,2082 | —0,3724
3/16 0,0572 | -0,2832 | -0,6241 | -0,6378
4/16 | -0,0536 | -0,4717 | -0,8302 | -0,7847
5/16 | -0,1355 | -0,5464 | -0,8672 | -0,7851
6/16 | -0,1517 | -0,4786 | -0,7173 | -0,8215
7/16 | -0,0971 | -0,2788 | -0,4056 | -0,5367
8/16 0,0000 | 0,0000 | ©0,0000 | 0,0000

-0,0976 | -0,1208 | -0,1183 | -0,1066
~0,2456 | 0,0071 | '0,2455 | 0,3418
-0,3368 | 0,1319 | 0,5459 | 0,7094
-0,3704 | 10,2266 | 0,7405 | 0,9416
-0,3453 | 0,2641 | 0,7811 | 0,9824
-0,2658 | 0,2810 | 0,6490 | 0,8118
-0,1444 | 0,1343 { 0,3678 | 0,4581

0,0000 | 0,0000 | - 0,0000 | 0,0000

Abb. 11 zeigt die Schichtlinien fiir diesen TFall. Daraus sieht
man, dass hier drei Knotlenlinien entstehen, deren erste die Mittellinie
y = a2 des Quadrats ist, wihrend die zweite und die dritte symmetrisch

Abb. 11. Schichtlinien der w/— Fliiche
flir den vierten Oberton.

Nun folgt aus (9) fiir diesen Fall

4,=B,=0.

zu den beiden Mittellinien
liegende geschlossene Kurven
sind.

3) Dritte Schwin-
gungsfamilie. Wir bet-
rachten zuletzt den Fall, wo
die Schwingungsfliche unge-
rade symmetrisch in den beiden
Achsenrichtungen ist. IHierbei
miissen die beiden Zeiger
m( = r) und n( = s) die geraden
Zahlen 2, 4, 6... sein, und die
schwingende Mittelfliiche der
Platte hat mindestens zwei IXno-
tenlinien 2 = /2 und y=0/2
(dies entspricht dem zweiten
Oberton), wie Abb. 12 zeigt.
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Mithin geht (33a) bzw. (37a) iiber in

8n2u 1 B’
A+ R | P 6ha
‘ll+ VTH% a P,:,n ( )
bzw.
o SEERNVA g (65h)

" w2l m 4=l Pang
8

Ihfolge der Analogie dieser Gleichungen mit

(48a) und (48b) kann man die Werte von x4 2 “
wieder mit Milfe der Frequenzgleichung (51) S ——
berechnen, wenn man nur in dem Ausdrucke P b
von I(,, Anorenine’ ‘
- 64b2n2u? 72 - - 4
K= . .. (66 2
" waPH, L H,ppl, (66) 0 Lz

Abb. 12. Knotenlinien der
Schwingungsfliiche fiir den
zweiten Oberton,

p=mn=3=2 4, 6.., setzt.
Fiir die quadratische Platte ist ersichtlich
wie in 1)

B:n( = B:L) = A:z ) P;nn = Pmn
und auch

B! A

/
” Pfrn s p'ns

Somit ldsst sich der Ausdruck fiir K,, wie folgt vereinfachen :

-
I{%S - ‘ansI{'n

8n2w
77'[(112 + 22— MZ](V n?+p Ctg —g—v’nz +p—1 n2—u Gty -;i]/ N /L)

In &hnlicher Weise wie in den fritheren Fillen kann man die ersten
Néherungswerte von s aus

dl = ]_—-'.[(22 = 0
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bestimmen. Vermdge (67) ergibt sich so fiir die quadratische Platte

32

1/M+4 (8 ~—1/,u,+4-—1/,u,—4 ctg ~«I/,UJ——4+ (()4—/1,2) —

Die Auflésung dieser Gleichung liefert die Wurzeln fiir den zweiten
bzw. fiinften Oberton
@==10,92 bzw. p=2425.

Ihre genaueren Werte, die durch die Losung der Determinantenglei-
chung .

A4 =0
ermittelt werden, sind
p=10,965 (fiir den zweiten Oberton), ......o.v... (68)
= 24,631 (fﬁr' den fiinften Oberton) . ............ (69)

W = Qﬁgﬂ T et e et e e aens (70a)
mit
W= Eﬁ[ ( )sm 3/+fun( y)sm —z]
O L S SO (70b)
Ay = ﬁ
Az

ausgedriickt. Die Werte der Beiwerte a, sind

_fiir den zweiten Oberton: fiir den fiinften Oberton :
ag = 1; az = 1,
g = —0,44944, = 0,61172,
% (1) ™ (71b)
ag = —0,23801, as = —0,568071,
ag = —0,14939, og = —0,34694,

Die weiteren Berechnung fiir @’ (70b) mit diesen Werten von e, fur
den fiinften Oberton liefern folgende Irgebnisse:
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Tabelle 10, Die den Werten von z/a und y/a entsprechenden
Werte von @ fiir den fiinften Oberton.

/ e 1/16 2/16 3/16 4/16 5/16 6/16 716 8/16
yla "

1/16 | 0,6470 | 0,852 | 0,6692 | 0,1097 | -0,4947 | -0,8166 | ~0,6058 | 0,0000
2/16 | 0,8562 | 1,4326 | 1,5401 | 0,9775 | 0,1153 | -0,5824 | -0,5252 | 0,0000
3/16 | 0,6692 | 1,5401 | 1,9452 | 1,6010 | 0,5490 | -0,2701 | -0,4194 | 0,0000
4/16 | 0,1097 | 09775 | 1,5010 | 1,2108 | 0,3663 | -0,3503 | -0,4591 | 0,0000
5/16 | -0,4947 | 0,1153 | 0,5490 | 0,3663 | ~0,2611 | -0,6853 | -0,6125 | ©,0000
6/16 | -0,8166 | ~0,6324 | -0,2701 | -0,3593 | -0,6853 | -0,8879 | -0,6356 | 0,0000
7/16 | -0,6058 | -0,5252 | -0,4194 | -0,4591 | -0,6125 | -0,6356 | -0,4233 | 0,0000
8/16 | 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000| 0,0000| 0,0000

Abb. 13 stellt die aus die-
sen Grossen von @' gebildeten
Schichtlinien der @’ - Fliche
dar. Daraus sieht man, dass
es bei dieser Schwingungsart
sechs Knotenlinien gibt, von
denen zwei mit den beiden Mit-
tellinien des Quadrats iiberein-
stimmen, wihrend die iibrigen
vier symmetrisch zu den beiden
Diagonalen liegen.

III. Die Druckknickung.

1. Allgemeines. In dem
zweiten Beispiel wollen wir uns
jetzt .mit der Untersuchung der
durch Randdrucke belasteten :
schwingungsfreien Rechteckplatte beschiftigen.

Ahb. 13. Schichtlinien der @ — Fliiche fiir
den fiinften Oberton.

Da hierbei g = 0 ist, so erhilt man aus (8a) und (8h)

g, Q2 2 at
P, = (m +- nz) —m?P-—Tn?Q )
b b veveeenn.. (720)

= (mP+4,)(m?+ 27)
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mit
ra } a? P p2? 2 2
= —n2—~tk~/———a;n? P——a—Q s
12 b2 2 4 b2 b2
A ( ) ...... (72b)
12 . .
—32 = 2~/__—— (P z ) ;
Phn, = <n2+-~lfz—m2>2—nZQ—b—im2P ,
@ et (73a)
= (n?+ 2, )(n?+ 27%)
mit -
A%, Qe b2
Rlz} = m2 :‘:N/ (Q__P)
...... (73b)

msEE ),

Die weiteren Formeln fiir diesen Knickungsfall, welche den allgemeinen
Formeln (11) bis (37d) entsprechen, konnen unmittelbar aus den
letzteren mit 7'= 0 sowie mit Einfithrung der oben angegebenen
Ausdriicke fiir 4,,, 4, 4, und 2}, ermittelt werden.
' Es ist leicht ersichtlich, dass die deformierte Mittelfliche del
Platte durch die Randdruckkrifte insofern .es ihre Form betrifft ganz
ahnlich ist wie die bei der Biegungsschwingung. So knickt die Platte
je nach ihren Randbedingungen symmetrisch, ungerade symmetrisch
oder unsymmetrisch in der a- oder y-Richtung; als Werte der Zeiger
m( =7) und n(=2s) sind dementsprechend die ungeraden Zahlen 1,
3, 5..., die geraden 2, 4, 6 ... oder die natiirlichen Zahlen 1, 2,
3 ... zu nehmen. Der praktisch wichtigste Wert der Knicklasten ist
der kleinste kritische Randdruck, unter welchem die ausgeknickte
Mittelfliche der Platte eine einfache Wellenform ohne Knotenlinie
bildet. ‘Beschrinken wir das Problem auf solche Fille, so imiissen
wir den Zeigern m(=r) bzw. n( =s) die ganzen Zahlen 1, 3, 5 ...
oder 1, 2, 3... geben, je nachdem die gegeniiberliegenden Seiten
=0 und v=0a bzw. ¥y =0 und y = b unter denselben Randbedin-
gungen stehen oder nicht.

2. Die vierseitig frei aufliegende Platte (Abb 271). Analog wie
bei den Schwingungsfillen erhidlt man fiir diese Platte

2 42
Pmn = (lm‘z—*_ b ??/2) WLZP—.— ab/)f Q = O ’



Die Eigenwertprobleme fiir die elastische rechteckige Platte. 345

oder bekanntlich

P= M e e vee et eeeaerear e (74)

2
me 1Y e
pb?

Der kleinste Wert von P geht aus dieser Formel mit m=n=1

hervor: .
2\2
1 “_'>
(« + bz
P= ’—q&r ,
1+ L=
pH?

=2, wenna=5h, g=p.

Daraus folgt auch

limP=1 oder P, = mN .

b>co a2
Dies i1st die Eulersche Knickformel fiir den an beiden Enden frei
drehbar gelagerten geraden Stab.

3. Die auf der Seite x = 0 vollkommen eingespannte und auf
den iibrigen drei Seiten frei aufliegende Platte (Abb. 21I). Wegen
des unsymmetrischen bzw. symmetrischen Verlaufs der elastischen
Linie in der z- bzw. y-Richtung hat man den Zeigern m( =) die
Zahlen 1, 2, 3 ... und den anderen n(=s) dagegen 1, 3, 5 ...
zuzuordnen. Damit und mit den entsprechenden Werten von ¢,
¢, d, und d,, ergibt sich aus (13a) und (14a), wie beim Schwingungs-

falle
I, =2, Ctgmid,—Aa, Ctgma, = 0.

Fiir die Platte mit vierseitig gleichmissig verteilten Randdrucken

¢=p (P=-5Q) wird aus (72b)

A = -Zén’ , A, = A/g—ZnZ—P-

Folglich kommt

—Z’—n @fq zbq/ﬂ”t—— 2’_2277,2—]3 @tg WN/_Z’:_»,'[,Z——P =0...... (76)
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Der kleinste Wert von P kann durch Auflésung dieser Gleichung
mit n = 1 ermittelt werden. Fiir die quadratische Platte erhélt man so

P=26627T. tecovririnnnennarinnannn. (77)

Multipliziert man die Gleichung (76) mit » und nimmt den
Grenzwert fiir b = o, so geht die Beziehung

1=V PetgmVP=0 ..ocoiverrnannnn. (78)

hervor. Dies ist die Knickformel fiir den an einem Ende vollkommen
eingespannten und am anderen drehbar gelagerten geraden Stab. Man
findet daraus

P = 20457

als ihre kleinste Wurzel.

4. Die auf den zwei benachbarten Seiten x = 0 und y = 0 voll-
kommen eingespannte und auf den anderen zwei Seiten frei aufliegende
Platte (Abb. 21III). In diesem Falle knickt die Platte unsymmetrisch
in_beiden Achsenrichtungen aus, und fiir alle Zeiger m, r, n und s
sind die ganzen Zahlen 1, 2, 3 ... zu nehmen.

Da nun die Randbedingungen dieser Platte durch

3
=dL=.:O, %:d;:——
¥ ¢ 9

definiert werden, so folgt aus (9)

9

neq2

3
An = A; = }; gArs‘*‘_ZArn y

24
9 [23
B, = B;n. = ""—252 St S‘ZAms .
MEr2 T s 25
Damit geht (13a) bzw. (17a) iiber in

AT+ 2 e N1 B _

nen ’
™ P PT”
bzw. b (79)
o2 302
B,L,+ 2 —2DN 4 _ .
mw p Pms

Fiir den Sonderfall, wo ¢ = p( ) = —g—P) ist, ergibt sich daher
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2n2P
"l E =0

.............. (80)
2PNV A, _ :
" atl,,  Prns
mit

L=4ney” n—~/—n2-—P(Stq'rr~/mn2 P,
..... (81)

b T — J—

L, = =™ Eig e T P(&‘rg sz P.

Durch Elimination von B, in der ersten Gleichung (80) ergibt sich

An_EI(nsAs =0,

4p2n2 P2 2 .............. (82)
Koo = sl Wit

Fir die durch gleiche Randdrucke ¢ = p belastete quadratische Platte
lasst sich der Ausdruck fiir K, wie folgt vereinfachen :

K,y = — 2n2P
Ly frs
- 2n2P
a(n2+ s2)(n2+ £—P)(n Ctg nmr—1/'n2—P Ctg mv/'n2—P)

In ahnlicher Weise wie in Ziff. 5 des II. Abschnittes konnen
die Werte der Knicklasten P durch die Losung der Determinanteng-
leichung, die durch Elimination der unendlich vielen Unbekannten
Ay, A2, As... in der ersten Gleichung (82) gebildet wird, ermittelt
werden. Das Rechenergebnis fiir die quadratische Platte mit gleichen
Randdrucken ¢ = p ist

P=32316. .....coivnininennn (84)

5. Die auf den zwei gegeniiberliegenen Seiten x = 0 und x =«
vollkommen eingespannte und auf den iibrigen Seiten frei aufliegende
Platte (Abb. 21V). Aus dem analogen Grunde wie fiir den entspre-
chenden “Schwingungsfall (s. S. 23) ergibt sich fiir die symmetrische
Ausknickung der Platte
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Fir den Sonderfall, dass die Platte durch die gleichen Randdrucke
q = p beansprucht wird, ist wie frither .

a . ) -
A = ?” > iy = N/g—an_P .
Damit erhdlt man

@ o m@ [, oo m e, o
Fne,g—%n N/—b?nz—JDM’;-Q— 32—nz-—P— s eeeae (85)

oder fur P’( = _pb* = E«P

Nor? a?
FTa Tl ey P T O P |
n Ry G vn PrEg oV " P=0............ (86)
Die kleinste Knicklast P baw. P’ ist die niedrigste Wurzel der
Gleichung (85) bzw. (86) mit » = 1. Die wirkliche Durchrechnung

liefert die in folgender Tabelle zusammengestellten Ergebnisse.

Tabelle 11. Die den Werten von b/a bzw. a/b entsprechenden
Werte von P bzw. P’ {iir die Rechteckplatte mit g = p.

bja fiir P | '
a/b fur P/ 0)5 ‘ 110 \ 175 l 2y0 2)5 370 hed
] |
P 5,924 3,830 3,768 3,825 3,872 3,906 4,000
P’ 15,299 3,830 ‘ 2,010 1,481 1,278 1,174 i,OOO

Abb. 14 zeigt, wie sich die Werte von P und P’ abhéngig von bja
bzw. a/b #ndern. Daraus sieht man, dass die Grosse von P sich fiir
die grosseren Werte von bje als rund 1 immer nur ein wenig dndert
und bemerkenswerterweise nie den Grenzwert P =4 fiir b= oo, d.h,
die Knicklast fiir den Plattenstreifen mit einer konstanten Breite «
iibersteigt. Ks ist ganz natiirlich, dass P’ fir a/b = co mit der
Knicklast P’ =1 fiir den an beiden Enden frei gestiitzten geraden
Stabes iibereinstimmt.

Reissner” hat die Knickungsfille der durch die parallel zu nur
einem Seitenpaar wirkenden Randdrucke beanspruchten Rechteckplatte

(1) H. Reissner, Zentralbl. Bauverw. Berlin 29 (1909) S. 93.
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ausfiithrlich untersucht, beschrinkt aber auf den Iall, dass die Platte
auf mindestens zwel gegeniiberliegenden Seiten frei gestiitzt ist.

'3 g=p
_V_I l ‘;_\I/_W_l _1 Y
7 — j=—
1 ] o
e P 1oy
B I O R =
5 \ =
]
¢ N ___j"b e
N Pegfir b2 = oo
3 \
\ »’
t 2 N
’\ T
7 ) ——
PLT Rl =a
0

[ a5 i 15 20 5 30 25
—_— bla fur B a/b fur P*

Abb. 14. Werte von P bzw. P’ abhéingig von b/a bzw. afb.

6. Die auf den drei Seiten x = 0, y = 0 und y = b vollkommen
eingespannte und auf der einzigen iibrigen Seite frei aufliegende Platte
(Abb. 2V). Die einfachste Knickungsfliche dieser Platte ist unsymmet-
risch in der z-Richtung dagegen symmetrisch in der y-Richtung.
Zur Ausrechnung der kleinsten Knicklast muss man daher den
Zeigern m( =r) die ganzen Zahlen 1, 2, 3 ... und den anderen
n( = s) die Werte 1, 3, 5... geben,

Den gegebenen Randbedingungen geniigen nun die Werte

cm=0) C = —

dy=—1=2—1p=1, d=24(=1p=1.
Durch Einfithrung dieser Werte in (9) erhiilt man

12

§ 22

IPINNEES SN
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Bm = - rs s .y
B,=0.
Somit folgt aus (13a) und (19a)
p PEETINI B, _
'n'['n Prn
s b 87)
.B1 4m2(3 zm As = 0 .
'H'G p Pms
Durch Elimination von B,{ = B,) kommt
An_EI(mAs =0 ’
, I{ - Q,nz(zz _212) 2 2(/( ___112) .......... (88)
" G?PTﬂPT'ﬂ

Der Ausdruck fiir 7, bzw. G, ist derselbe wie in (14a) mit Werten
von A, und A, aus (72b) bzw. (19b) mit Werten von 4, und ,, aus
(73b). Fiir gleichmissig verteilte Randdrucke ¢ = p ist

B—wz=P, B-ii=q=2L

Am

— P,

und es gilt

I, ——~n Cig ——n-~/_~n2 P Ctg 7r~/—n2~—P,

Die wirkliche Durchrechnung fiir die quadratische Platte mit
= p liefert

P=43141 ..oiiiiiiiiiiiiininns, (90)

als den niedrigsten Wert von P. Das Rechenverfahren wird auch
hier unterdriickt, weil es ganz dhnlich ist wie in Ziff. 5 des IL
Abschnittes.

7. Die vierseitig vollkommen eingespannte Platte (Abb. 2 VI).
Da hierbei der gesuchte kleinste Wert von P zu der in den beiden
Achsenrichtungen sywmetrischen Ausknickungsfliche der Platte ge-
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hort, so muss man den beiden Zeigern m(=17) und n(=s) die
ungeraden Zahlen 1, 3, 5... geben. Diese Beschrinkung fiir die
Zeiger gibt

tp=C,=d,=d =1;

dementsprechend ergibt sich aus (9)

A, = —-16 P2 e, AL =0,
’/L'n' 7
16 )
Bu= = S48 0, BL=0.
mer

Somit schreiben sich die Formeln (15a) und (19a) wie folgt :
dn?(2— a1\ B,

A+ =0,
WGn P'rn
......... (91)
.Bm 4m2(_—*"12 AIZ) ’54L == O o
VTG 5 Pms

Durch Elimination von B, in der ersten Gleichung (91) erhilt man
An~21{ﬂsAs =0,

16, = L0 >2 g || e
G,.p,,. p'rn

Der Ausdruck fiir G, bzw. G, ist derselbe wie in (16a) mit Werten
von 4, und 2, aus (72b) bzw. in (19b) mit Werten von 4, und 2/, aus
(73b).

Als Anwendungsbeispiel fiir die Ausrechnung der Werte von P
wihlen wir jetzt den Fall, dass die Platte durch Randrucke von zweil
verschiedenen Verteilungsarten belastet wird.

1) Die durch vierseitig gleichmissig verteilte
Randdrucke q:p(Q:%P) belastete Platte. Da fiir
' 2

diesen Fall

zn=%n, 2= b_znz P, RA—i2=P,
*ﬁ%m, = B_g= vmﬁ—P T Q——P
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ist, so lautet @, bzw. G, ebenso wie (85) bzw. (89), wihrend K,, in
(92) durch

16h2n2P? 72

K, = .
w2, L Grprspin

ausgedriickt wird. Fir die quadratische Platte sind die Zeiger m( = r)
und n( = s) vertauchbar, und der Ausdruck fir K,, ldsst sich wie
folgt vereinfachen :

232 12
K, =— 4An( 32 — 12)
TG Prs

4n2P

Durch Elimination der unbekannten Beiwerte 4;, 43, 45... in der
ersten Gleichung (92) erhidlt man die gleiche Determinantengleichung
(51) wie fiir die Biegungsschwingung.

Nun bezeichnen wir mit 4; den Wert des ersten Flementes der
gleichen Determinante d.h. von 1—Kj, und mit Jy, Js, di, J5 den-
jenigen von jeder aus den ersten 2, 3, 4, 5 Zeilen und Spalten beste-
henden Determinante. Zum Zwecke der Ermittelung des kleinsten
Wertes von P fiir die durch gleiche Randdrucke ¢ = p belastete
quadratische Platte rechnet man zunichst jede Grosse der oben-
genannten Determinanten der Reihe nach aus; welche den versuchs-
welse gewihlten Werten von P=15,0; 5,1; 5,2; 5,3 und 5,4 ent-
sprechen. Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengestellt :

Tabelle 12. Werte der den verschiedenen- Grossen
von P entsprechenden Determinanten,

2 .
P= —1%?7 4, 4 4 4, 4y

5,0 ~0,15688 | —0,35301 —0,39742 | —0,42099 —0,45677

5,1 —0,05182 | —0,21747 - 0,24551 —0,26566 | —0,28221

5,2 0,03898 | —0,10175 | —0,11578 | —0,12632 —0,13313
53 011714 | —0,00182 | —0,00372 | —0,00408 —0,00434
5,4 0,18548 0,08531 0,09403 0,10168 0,10802
Wurzeln 515498 | 5,30196 5,30857 5,30363 5,30363
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Aus dieser Tabelle erkennt man leicht, dass die Wurzel jeder Deter-
minantengleichung ausser ;=0 nur ein wenig grosser ist als 5,3.
Die in der untersten Reihe der Tabelle angeschriebenen Ziffern sind
die Werte der Wurzeln, welche mit Hilfe der Lagrangeschen Inter-
polationsformel ausgerechnet sind. Somit kdnnen wir

P=53036....c0000iveiriiirieccences (95)

als den richtigen Wert der kleinsten Knicklast annehmen. Dies
stimmt ganz befriedigend mit den von Sezawa,? Taylor,? Fraxén,®
Trefftz® sowie von Weinstein® ausgerechneten Werten iiberein.

2

"

g=p
2 W

TITT (T

, TITITTT
7=h

4 fir bfa= o

5 z

[ a5 10 14 20 25 20 35

P
/
b

— ba

Abb. 15. Werte von P abhiéingig von b/a.

Ferner zeigt die Tabelle, dass die Konvergenz der Zahlenfolge
der den Determinantengleichungen 4; =0, 4, =0 ... entsprechenden
Wurzeln sehr gut ist. Man konnte also einen hinreichend genauen

(1) K. Sezawa, J. Aer. Res. Inst. Tokyo 11 (1936) S. 409.

(2) 1. Taylor, Z. angew. Math. Mech. Berlin 13 (1933) S. 147.
(3) H. Faxén, Z. angew. Math. Mech. Berlin 15 (1935) S. 268.
(4) E. Treffiz, Z. angew. Math. Mech. Berlin 15 (1935) S. 337.
(5) A. Weinstein, J. Lond. Math. Soe. 10 (1935) S. 184.
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Wert der Knicklast erhalten, wenn man nur zwei oder drei Zeilen
und Spalten der Determinante nihme. Das gilt auch fiir die fritheren
Fille in Ziff. 4 und 6 dieses Abschnittes. Aber man muss hierbei
beachten, dass das nicht im allgemeinen fiir die Platten mit ungleichen
Seitenverhiltnissen zutrifft ; in der Tat, je mehr das Verhiltnis b/a
zunimmt, desto langsamer konvergiert die Zahlenfolge. Die wirkliche
Durchrechnung zeigt, dass die Gleichung 43 =0 einen geniigend
genauen Wert von P fiir die Platte mit b/a =2 3 gibt. Die folgenden
Ziffern sind die Losungsergebnisse der Gleichung 4, = 0.

Tabelle 13. Die den Werten von b/a entsprechenden
Werte von P fiir die Platte mit ¢ =p.

bla 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 oo

I 5,304 4,118 3,887 3,885 3,802 4,000

Aus Abb. 15 sieht man, wie sich die Werte von P abhingig von b/
dndern.

2) Die durch auf zwei gegeniiberliegenden Seiten
gleichmiéssig verteilten Randdrucke p(g=0) belastete
Platte. FIir diesen Fall ergibt sich aus (72a) bis (73b)

2
pun = (2o Lo ) =P = (ot B+ 25)

2 2
Pl = M2+ %—m2> ———2~m2P = (n?+ 2 )2+ 22,

2 F) 2
12} ,\/Pz—a—’np’ Afz 3'2—2/\/1) a%P;
AN - oM

2;%} = ﬁ(mz +tmv' Py, R—f= va ‘P

Durch Einfithrung dieser Werte in die vorher angegebenen Formeln
kann man die weiteren Berechnungen fiir den betreffenden Fall durch-
fithren. Man muss aber noch beachten, dass fiir P<4a?n?/b? die
beiden Argumente 2, nnd 4, komplex werden. Gemiss (22) ergibt
sich so fiir diesen Fall "
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222 LDTWN/E"Z_§ 2 v 96
A = e e O9)
Ginmy/ pnf—— S5
=
N/~—n‘"~— v P

Mit Unterdriickung der weiteren Berechnungen sind hier nur die
Zahlenergebnisse in Tabelle 14 zusammengestellt.

%0

50

fo

70

WHTHIT

T T

50

\

40 \
|

5 :
\

n \

\\ P=fir bla= oo

’ B 11

0 05 0 5 20 25 30 35 40

T — .74

Abb. 16, Werte von P abhiingig von b/a.

Tabelle 14. Die den Werten von b/a entsprechenden
Werte von P fiir die Platte mit p (¢ = 0).

T
bla i 1,0 E 2,0 3,0 o
P 91,296 l

31,930 10,074 [ 4,835 4,282 4,000
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Abb. 16 zeigt die Anderung der Grésse von P in Abhingigkeit von
bla. Die von Sezawa™® ausgerechneten Werte von P sind ein wenig
kleiner als jene vom Verfasser,

1V. Die Schubknickung.

1. Allgemeines. Als das letzte Beispiel wollen wir uns jetzt mit
den Schubknickungsfillen der schwingungsfreien Platte beschiftigen,

Da in diesem Falle = P = @ = 0 ist, so geht die allgemeine Gleichung
(6) iiber in

Al M0 +w—n2) + mz 5 252 m2n2 + n4 TAM(( Tyme,—cl)
+~—4—- 22 mZnZ)ZA ((—1yrd,—dl) .
n2qr? b2 "
32
+— 4;:2 EArs(( l)mtr““ ,-)(( 1)»d, '—d/)

B ST S R sy = 0

br? “F
oder

amnA'mn + S‘JB’”L’IM’ATVL + ZrymnsAms + }‘:‘J }:‘JsmnrsArs + Tz EI(N’L'ILTSATS = O

................................. (97a)
mit
2
n? (20 | aPn?
= v (=Y —1yme, — 4

Bm’rw 2 ( b + —b“’mz )(( ) Cp C,,.) y
Ve = ﬂ;( Qf b? )(( tyd,—d?)
6fmm-s = _4%(("])m(?'v-—'ci')(("l)nds—ds,) ’ (97b)

a2

* K., Sezawa, J. Aer. Res. Inst. Tokyo 11 (1936) S. 409.
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1—(—1ywr 1—(—T)ws

K s = m2n®

mE—r? nt—g?
2+ (—1)m 1——(—1)”"] 1—(— 1)”"S
—p2 — —1ym
n[ 3 2 M2 (= 1ey o) nE—g?

3 Noqr?

__72

+[ 2+(3—1)’”_2 1—(—1)m][ 2+(~1)n_21_(_1)n]><

mm? 3 nlar?

X ((—1yme,+ e )(—1)yrdy+dY) .

Der Vergleich dieser Formeln mit Formeln fiir die Schwingungs- und
Druckknickungsfille zeigt, dass das Losungsverfahren obiger Gleichung
verschieden ist von demjenigen, welches ich in vorigen Abschnitten
zur Ermittelung des Wertes von p sowie von P angewandt habe. Diese
Verschiedenheit beruht wesentlich darauf, dass die Differentialgleichung
vierter Ordnung fiir diesen TFall einen Differentialquotienten von
ungerader Ordnung in bezug auf jede Verinderliche, nimlich das Glied
E2
B9y
vorgehende Gleichung als eine unendliche Reihe in bezug auf den
Zeiger m oder n summierbar. Aber diese Summierung bringt keine
fiir die Ausfithrung der weiteren Berechnungen vorteilhaftere Gleichung
hervor als (97a), weil es hierbei unmoglich ist, die unbekannten Bei-
werte 4,, mit zwei unabhéngigen Zeigern 7 und s aus (97a) zu elimi- -
nieren. Die Losungen fiir die verschiedenen Sonderfille folgen jetut.

2. Die vierseitig frei aufliegende Platte. Da hierbei alle Beiwerte
Cm s Coy Oy und d!, verschwinden, so ldsst sich die I‘ormel (97a) verein-
fachen zu

amnAmn+ TE EI{mm-sArs e (98&)

enthilt. TFerner ist die aus Division von (97a) durch a,, her-

mit
Zb a2 2
= (o4

1,___(__.1)m+'r 1_(.__.1)n+s

mE—p2 n2—g?

I(mm-s = m#n? ’

4m2n2 ‘m+ g ' >
= ungerade ) .
(mE2—rH(nP—g?) \n-+s 8
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Dies ist nichts anderes als die Formel von Timoshenko,* die er mit
der Energiemethode abgeleitet hat, und stellt ein System von unendlich
vielen homogen linearen Gleichungen fiir die unbekannten Beiwerte
Ay dar.

Die Werte von 7" kénnen durch Auflosen der aus den Koeffizienten
dieser linearen Gleichungen bestehenden Determinantengleichung er-
mittelt werden. Der praktisch wichtigste Werte der Knicklasten ist
die kleinste kritische Schubkraft, unter der die Knickungsfliche der
Platte eine einfachste Form bildet. Beschrinken wir das Problem nur
auf solche Fille (oder noch allgemeiner auf die Iflle, in denen die
elastische Linie jeder Diagonale des Rechtecks sich symmetrisch in
bezug auf ihren Mittelpunkt gestaltet), so miissen wir den Summen
m-+n die geraden Zahlen 2,4, 6... geben. Der Grund dafiir ist in
Ziff. 3 des I. Abschnittes erwihnt worden. Mit Unterdriickung
der weiteren Berechnungen sind hier nur die von Timoshenko
ausgerechneten niedrigsten Werte von 7' in folgender Tabelle zusam-
mengestellt,

Tabelle 15. Die den Werten von b/a entsprechenden Werte
von 7' fiir die vierseitig frei aufliegende Platte.
(nach Timoshenko)

bla 1,0 1,2 1,4 1,5 1,6 1,8 2,0 2,6 3,0

T 9,4 8,0 7,3 7,1 7,0 6,8 6,6 6,3 &1

3. Die auf den zwei gegeniiberliegenden Seiten x = 0 und x = a
vollkommen eingespannte und auf den iibrigen Seiten frei aufliegende
Platte (Abb. IV). Aus den Randbedingungen dieser Platte ergibt sich

ey = —1=2(—1)m, o, =2+(—=1p,

dy=d. =0.

* 8. Timoshenko, Eisenbau Leipzig 12 (1921) S. 147; S. Timoshenko, Theory of
Elastic Stability, S. 857 bis 363. New York und London 1936. Siche ferner: E. Seydel,
Ing.-Arch. Berlin 4 (1933) S. 169; E. Trefltz u. Fr. A, Willers, Z. angew. Math. Mech.
Berlin 16 (1936) S. 336; Fr. A, Willers, Z. angew. Math, Mech. Berlin 18 (1938) S. 93.
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Folglich wird

: —__nhzﬁ _(1,3712 _~1Ym+r -1y
Bomr = =2 (EL 4 LN 1~y 24 (=17)

Vinna == Smmrs = 0 y

212
K';nnrs = [ m- "
(%))

...nZ( 2+(3—] ym -9 1_WS;;1)M )](1_—(__])m+r)(l_(_])nﬂ,) )

Damit geht Gleichung (974) fiir 4,,, iber in

amnAmn + EBmm‘Arn + E EI(mnrsArs =0 .iiiiinninnnn (993)
mit
_ a? ,\?
o = T (w4 G50,

_ 20 | a®n? "
16mnr - —“nz(T+bng‘>(2+(‘“1) ) (m+r gerade) 3

C - m2n? .. (99b)
Konprs [(mz__,,,zxnz_sz)

m,ﬂz( 2+(3—1)m_2 1—(—1)m\ 2+(—1)r]

min? ) mP—g?

m+r
(n A ungemde) .

Wie man aus diesen Formeln sieht, miissen die Summen m+» fiir
Bunr Immer gerade, die anderen m-+r und n+s fir K,.. dagegen
ungerade sein. Ausser diesen Beschrinkungen fiir m+r und n+s hat
man noch darauf zu achten, dass die Summen m-+n gerade oder un-
gerade sein miissen, je nachdem die Diagonale des Rechtecks sich
symmetrisch oder ungerade symmetrisch in bezug auf ihren Mittel-
punkt ausknickt. Fiir die niedrigsten Werte von 7' sind also die
Summen m+n gerade und daher geht aus (99a) folgendes System von
linearen Gleichung fir 4,,, hervor:



Erste Gruppe

Zweite Gruppe

Ay Az Az Ass Ays A5 Az Az . Ao Aoy Ay Ags
ay +Biy 0 Bua 0 Y Bus 0 Bug TKyze | TEpo | TByg | TRuss =0
0 ay3+Bia 0 Biss 0 0 0 0 TKz2 TRz TKe TKiaze =0
Bans 0 o3+ Bais 0 0 Bais 0 Bary TKs19z T Kz TKag TKyse =0
é 0 Bass 0 ciz3 - Ba3s 0 0 0 0 TKyze | TKazey | TKisge | TKegog =0
gl o 0 0 0 | Butbin| O 0 0 TEis | TR | TKisw | TKigs | -..=0
‘% Bsut 0 Bz 0 0 o33 +B515 0 Bsir TKsipe | TKsing | TBasn | TKe =0
= 0 0 0 0 0 0 eyr+Bim Y TEyr | TEips | TKus | TKims =0
Bann 0 Bra 0 0 Bris 0 a8y T&p TKnzs | TEny TE =0
. . =0
. . vee =0
TKony | TKans | TKomy | THooss | TKons | TKoesy | T Km—7 TRy agy+Bago 0 Basg 0 =0
aé TKam | TKans | TKus | TKoss | TKegs | TKus | TRauy | TRoun 0 gstBose 0 0 =0
E TKspy | Tz | TKyn | TKpss | TKms | TK. -;:51 TKgir | TEpn Biag 0 ot Baoy Y =0
%) TKyeny | ThKogiz | TKogn | TEaess | Thogis | Thoesi | TRerr | TKaen 0 0 0 oo +Baes =0
N . . o
.- . =0

(100)

09¢

"Tyondy ‘g
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Die Werte von 7' koénnen durch die Losung der durch Elimination
von A, in diesen Gleichungen hervorgehenden Gleichung ermittelt
werden.

Die durch (100) dargestellte Anordnung der unbekannten Beiwerte
Ay st fir die Durchfiihrung der weiteren numerischen Rechnungen
deswegen am bequemsten, weil jedes 4,,, in der ersten Gruppe (ohne
T) der Reihe nach sehr leicht eliminiert werden kann. Ferner sind
die Beiwerte A,,, in jeder -Gruppe vorteilhaft so anzuorden, dass die
Koeffizienten @, + Bunr auf der Diagonale sich nach ihrer Grosse
geordnet in der Reihenfolge von links oben nach rechts unten befinden,
damit man aus den so hergestellten Gleichungen, deren Glieder von
hinlinglich grossen Werten m und » an (je nach der Grosse des
Seitenverhdltnis b/a der Platte) vernachlidssigt werden, moglichst genaue
Werte von T ermitteln kann. So zeigen die wirklichen Rechnungen
zum Beispiel, dass die Glieder mit A kleinere Einfliisse auf die Ge-
nauigkeit von 7' haben, als die Glieder mit A;; sowie mit 4;9, wenn
das Verhiltnis b/a grosser ist als 1,5.

Als Rechenbeispiel wihlen wir die Platte, deren Seitenverhiltnis
bla = 2,0 ist, Vernachlidssigen wir alle A,, ausser A4y, A, 4z, A,
Az, Ay und 4je in der ersten Gruppe und alle ausser Asz, Az und
Ags in der zweiten, so erhalten wir aus (100) zehn homogene lineare
Gleichungen fiir zehn unbekannte Beiwerte A,,. Daraus eliminiert
man zunichst alle A4,, in der ersten Gruppe und dann weiter alle
Ay in der zweiten, so dass zuletzt folgende Determinantengleichung
kommt :

48,18503—0,34508 T2 0,08917 T 0,02893 T2

dy= 0,35668 T  85,91367—0,52787 T —0,02880 72 =0
0,26045 T —0,06480 T2  187,49079—0,32510 72

Bezeichnet man mit 4, das erste Element dieser Determinante und
mit 4, die Determinante aus den ersten zwei Zeilen und Spalten, so
findet man die Wurzeln

‘1. aus Sy =0: T)\= +11,817,
9. aus Jp=0: Tp= +10,276, T,= 16,148,
3. aus &y=10: Ty= £10,212, T}= +16,127, s = 24 955.

Die Wurzeln 74, 7% und 7% gehdren zum ersten Eigenwert, nimlich
zu dem gesuchten niedrigsten Wert von 7, und die anderen 7%, T%
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bzw. T% zum zweiten bzw. dritten Eigenwert fiir die Knickungsfamilie
mit symmetrischen elastischen Linien in den heiden Diagonalenricht-
ungen., Geméss der Knickungseigenschaft der durch Schubkrifte

20

ne
76

(4]

=

S 2

=
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\7;:
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Abb. 17. Darstellung der Schnelligkeit
der Konvergenz der Zahlenfolge
Ty, Ty, Ts... .

beanspruchten Rechteckplatte ist es
ganz natiirlich, dass die Gleichung
4 =0 immer Paare von Wurzeln
mit gleicher Grosse und entgegen-
gesetztem Vorzeichen hat.

Aus den ermittelten Rechener-
gebnissen oder aus Abb. 17 erkennt
man, dass die Konvergenz der
Zahlenfolge Ty, Te, Ta ... sehr gut
ist; aus Jy= 0 wiirde mittels der
Newtonschen Interpolationsformel
der gleiche Wert 10,212 folgen, wie
Ts aus dy=0. Somit kann man
T = 10,212 als den richtigen Wert
von 7" annehmen. Man muss aber
beachten, dass die Konvergenz der
Zahlenfolge Ty, 1%, T%... nicht
unter allen Umstinden so gut ist
wie hier; je mehr das Verhiltnis

bjo zunimmt, desto langsamer konvergiert die Zahlenfolge.

Analog habe ich die niedrigsten Werte von 7' fiir Rechteckplatten
mit anderen Seitenverhéltnissen ausgeréchnet. Die Ergebnisse sind in

Tabelle 16 zusammengestellt.

Tabelle 16. Die den Werten von b/a entsprechenden
Werte von 7.

bla 1,0 1,5

2,0 2,5 3,0 oo

T 12,28 11,12

10,21 9,81 9,61 8,99

Wenn die Platte sich in der y-Richtung unbegrenzt ausdehnt, so
wird sie ein unendlich langer Plattenstreifen mit konstanter Breite a,
so dass der Wert von 7 mit wachsendem b/a gegen 8,99 (nach South-
well®) strebt. Die Abhingigkeit der Grosse T von bja zeigh Abb. 18.

* R, V. Southwell u. S. W. Skan, Proc. Roy. Soc., Lond. 105 (1924) S. 582,
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Aus den vorhin ermittelten Werten von 7% nnd 7% kann man ent-
nehmen, dass der zweite Eigenwert von 7' fiir die Knickungsfamilie mit
symmetrischen elastischen Linien in den beiden Diagonalenrichtungen
ein wenig kleiner ist als 16,127; man kann 1'= 16,1 als einen guten
N#herungswert ansehen. Zur Berechnuug der genauen hoheren Eigen-
werte miisste man natiirlich weitere Glieder in den Gleichungen fiir
A, heranziehen,

i

4 v A

1

/’\1
/

70

\ ] Nl)\
T=890 fir bja =

T=535 fir alb=o
) | |

|
; L]
[4 a5 10 15 a0 25 30 35
Sla fur T, @l fir T'

Abb. 18, Werte von 7' bzw. 7' abhiingig von b/a bzw. afb.

Weiter wollen wir uns jetzt mit dem Falle beschiiftigen, dass die
Platte sich mit konstanter Seitenldnge b in der z-Richtung
allm#hlich ausdehnt. Da man hierfiir zweckmdissig den Wert von

T/ . ’sz
" Na?

, .
anstatt von T<la' 5) berechnet, so formt man die Formeln (99a) und

e
(99b) in
a;n'nAmn -+ g:,‘/8;}'L7L71/17n + ZVZ EI(mnrsArs =0 ..., (101&)
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um mit

b2 ar?a, ( b2 2
a;n.n = ?anm = s ( —mA 712)

’
ﬂmnr ==

2b

(101b)

bz Yal O
?Bﬂmr = — —-+-*—)(2+( 1) (m-+r gerade),

K,e 8ls demselben Ausdrucke wie in (99b) . J

Daraus lassen sich die niedrigsten Werte von 717 in #hnlicher

Weise berechnen wie vorhin. Tabelle 17 und Abb. 18 zeigen die

Ergebnisse.
Tabelle 17. Die den Werten von a/b entspreqhenden
Werte von TV.
alb 1,0 1,5 2,0 2,6 3,0 o0
4 12,28 7,78 6,70 6,40 6,17 5,35

Selbstverstindlich muss fiir die quadratische Platte, d.h. fiir ¢ = b
T=1T =1228

sein (s. Tabelle 16). Ferner iiberzeugt man sich leicht, dass fiir
alb = oo, also fiir den Plattenstreifen mit konstanter Breite & im

Einklag mit Southwell
T = 15,35
ist.
4. Die vierseitig eingespannte Platte (Abb. 2 VI). Durch Ein-

fiihrung der den betreffenden Randbedingungen entsprechenden Werte
von Cm, ¢, d, und d}, (5f) in (97a) und (97b) erhilt man

(lmnAmn + EanTATn + E'YmnsA ms + E ESM’ILTSATS + Z ZI{mnrsAra = O
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mit

Zb 2 2
S 2, & 2
(727759 »_ 8(], (m -+ bz ’n/> ,

Bar = 7’112( 2; B2 )(Q'I‘(*‘]-)T) (’m/-{-')‘ gel‘ade) ’

20 |, bm?
mns T T A= 1y rad ,
v, m( 3 + i ») (n+s gerade)
Smms - 1Ca 1)1')(2_{_( 1)8) (m—i—o' gel‘ade> y
n-+s
- 4’[’}’112‘7’1/2 ’ (1021}‘)
I‘mm‘s =

(mP—1%)(n2—s?)
—4n2[ 24 (=1 g 1=(=1)] 2+ (1)

mir? | m2—g?

'—4’)7?,2[2_:{:_(_9——1_)1_2 1-——(—1)-71, '! 2_*_(__1)3

3 n?r? | mE—g2

+4[ 2-+ (6:—1)"’_2 1—(——1)”][‘%_)2 1 (— 1)”]

mear? 3 nPm?

x(2+(~1)”‘)(2+(~])8} ‘ Zl_:';' ungerade).

Ebenso wie im letzten Falle kénnen die niedrigsten Werte von 7
aus diesen Formeln mit m-+n =2, 4, 6,.. ermittelt werden. Man
muss aber darauf gefasst sein, dass die wirklichen Rechnungen hier
viel miihsamer sind als vorhin; denn kein unbekannter Beiwert A,
in den aus (102a) hervorgehenden Gleichungen hat Nullkoeffizient.
Mit Unferdriickung der FEinzelrechnungen sind die Ergebnisse in
folgender Tabelle zusammengestellt.

Tabelle 18. Die den Werten von b/a entsprechenden
Werte von 7.

bla 1,0 1,6 2,0 2,6 L

T 14,58 11,40 10,96 10,86 8,99
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Die Grosse 1T'= 8,99 fiir bja = o, d.h. fiir den Plattenstreifen mit
konstanter Breite @ ist natiirlich gleich derjenigen fiir den entspre-
chenden Fall in Ziff. 3 dieses Abschnittes. Aus Abb. 19 sieht man, wie
sich die Grosse von T mit bja dndert. '

)

= -)'r = =3
\ H
7 ) t
7 &h
# 4 ]
4y b
| a s
7
? T
7] ]
)\\6\
0
~
]\ 9
?

¢ 05 10 5 1/ 25 30

——— 4

Abb. 19. Werte T abhiingig von b/a.

5. Die vierseitig eingespannte Rechteckplatte unter Zusammen-
wirkung von Druck- und Schubkraften. Die Gleichung der unbekannten
Beiwerte A,, fir diesen Fall kann leicht aus (6) mit 4 = 0 und den
den gegebenen Randbedingungen entsprechenden Werten von ¢,, ¢, d,
und d; ermittelt werden. So lautet

(lwmAmn + E@mm-Arn + E'YmnsAms + 5,...\ Esmm's Ars + TE E[anrsArs = ()
" 8 r 3 T 8
mit

W, = ﬂ[(m”—!—(ﬁnz)z—-mzl)—inz(z] ) )
8a b

20 . adn? b adn?
- | p2l 2 2 Y Y AN 21 (—1y
Jc - [n( 3 + . (P+ )]( +(—1)")

b3m? b4m?

(m+7r gerade) ,
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9 2% 2 4
o = (2 BB V]

b an? n2

(103b)
(n+s gerade)

_ 82 by P at )]2 1 1y
O = '77'2[ b a(n2+b4m‘Q 2+ 12+
m+r .
(n o gelade),

Kurs  als demselben Ausdrucke wie in (102b) .

Nunmehr sind allgemein drei Unbekannte P, @ und 7 vorhanden.
Um eine von ihnen zu ermitteln, ist es daher notwendig, dass die
iibrigen zwei gegeben sind. Setzt man also

so ergibt sich insbesondere fiir die quadratische Platte unter der Wir-
kung der #usseren Krifte » und g =1p

2
e, = %[(7722 + 2P T+ nz)] ,

Bomr = [’/b2<2-i-—) xT<1+ J(2+( ) (m+r gerade),

me

Ymns == [')77/2 2+ —*) © T<1 +— 777: )](2 + (—1)8) (ln +3 gerade), (104)

n?

Soumrs = [2—m£/'(——+ )]<2+< 2+H—1y)
'7T

m-r !
(n+s gexade) .

Selbstverstindlich ist I, wieder der gleiche Ausdruck wie in (102b).

Wenn man nun alle 4,,, ausser den ersten neun (némlich 41, As,
Asg, Ast, Ai5, As1, Asa, Aip und Ag) vernachldssigt und die Symmetrie-
relationen

Umn = Oum Bomr = Yamr » Bnms = Yns » Simnrs = Onmsr
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beriicksichtigt, so erhdlt man aus (103a) und (104) folgendes System
von linearen Gleichungen :

Ay Ape A+ Au
0,6565694—0,08854 « T' 0,05621 T | — 1,37886--0,37886 « T’
044444 T 21,64709—1,61717 « T —2,40000 T
—0,979944-0,42096 « T —0,87883 T 25,50122—3,02716 « T -
—0,83772--0,39402 « 7' 3,08008 T 1,20228—0,64598 1« T'
0,17778 T | —24,8195042,94055 « T 1,23429 T
1,62114—0,18013 k T 3,49761 T | —25,37886+1,81987 « T
Asst4ds Aoyt Ay, Az
— 1,37886+0,37886 « T' — 0,07011 T 1,62114— 1,62114«T| =0
—1,68730 T | —21,40975-+ 2,35244« T 12,96000 7| =0
| 1,13117—0,69015 % T 1,56863 T |—194,75772+18,19873x T | = 0
160,18385—6,72220 « T' . 267018 T 4,24228— 1,68698« T | =0
—-4,02116 71| 207,66072—10,48346« T —18,61429 T| =0
1,62114—0,18013 « T — 8,04413 T 347,34012—18,38674x T'| = 0.

Durch Elimination von 4,, in diesen Gleichungen kommt eine
algebraische Gleichung fiir 7', deren Auflosung folgende Ergebnisse
liefert :

Tabelle 19. Die den Werten von # entsprechenden
Werte von 7', P und T+ P.

= % 100 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5. 3,0 oo
T 14,58 7,00 | 4,50 3,24 2,61 2,04 1,72 0

P 0 3,66 | 4,50 4,86 5,02 5,10 5,16 5,30

T+P | 1458 | 10,64 | 9,00 8,10 7,58 7,14 6,88 5,30

Den Zusammenhang zwischen diesen Grossen zeigt Abb. 20. Daraus
sieht man, dass eine geringe Zunahme von P eine ziemlich grosse
Abnahme von T hervorbringt, insbesondere wenn das Verhiltnis P/7T
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klein ist. Man kann also sagen, dass die Platte sich leichter durch
Drucklasten als durch Schublasten ausknickt, wie es auch allgemein
fiir die Platten mit anderen Randbedingungen der Fall ist.

" I=P=XT
AL
n (l\ RS |
b
t
o |\ & a3
W\ E E
72 : 3 i
. L\ ,
gep=rT
i \ W\\ -
9 \ \
\
8 R
'\.(
7 e
; \
s \\T ] J P=83 fir X=o0
. — B
£ - <
. P
<, 5 / . e
[ i .
: |/ & \\k
/ “ Dl
N

[ 25 10 5 20 25 30 25
- A 14

Abb. 20. Zusammenhang zwischen den Druck- und Schubknicklasten
fiir die quadratische Platte.

Zusammenfassung

Zur bequemen Ubersicht iiber die bisher ermittelten Rechenergeb-
nisse sind die den verschiedenen Randbedingungen der Platte entspre-
chenden Werte von g, p/, P, P/, T und 7" in folgenden Tabellen noch
einmal zusammengestellt,
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2 T L
Tabelle 20, Werte von p.( = % ;}3%) und p/’( = %{’7 ;—IZ\LT) fiir die

schwingende Platte ohne #ussere Druck- und Schublast.

fiir den Grundton fiir den Oberton der quadratische Platte
R.andbe-
dingung 2//% },; :i/ " o " Tonarten " m* e
1,0 2,396 | 2,396 | 1. Oberton | 5,236 | 1,2, 3... 2
1,5 1,915 | 1,578 | 2. Oberton | 5,942 " 1
3'";1' 2,0 1,756 | 1,309 | 3. Oberton 8,727 1 2
L : . 2,5 1,685 | 1,191 | 4. Oberton | 10,159 s 3
3,0 1,647 | 1,129 | 5. Oberton | 11,472 " 1
o 1,568 | 1,000 | 6. Oberton | 13,566 |  ,, 3
1,0 2,933 | 2,983 | 1. Oberton 5,547 | 1,8,5... 2
1,5 2,638 | 1,760 | 2. Oberton | 7,024 | 2,4,6... 1
T 2,0 | 2,418 | 1,387 | 8. Oberton | 9,684 | 2,4,6... 2
2. 2,6 2,358 | 1,229 | 4. Oberton | 10,357 | 1, 3, 5... 3
3,0 2,320 | 1,151 | 5. Oberton | 18,080 | 1, 3, 5... 1
0 2,267 | 1,000 | 6. Oberton | 14,205 | 2, 4, 6... 3
1,0 8,646 | 3,646 | 1. Oberton | 7,487 | 1,38,5...| 2 4,6...
1,5 2,736 | 3,736 | 2. Oberton | 10,965 | 2,4,6... | 2,4, 6...
b 2,0 2,489 | 2,489 | 3. Oberton | 13,393 |.1,3,5... 1 1, 8,5...
a 2,6 2,408 | 2,408 | 4. Oberton | 16,717| 1,3,5... | 9, 4,6...
3,0 2,350 | 2,350 | 5. Oberton | 24,631 | 2,4,6... | 2,4,6...
o0 2,267 | 2,267 — — - -

* Der Zahlenfolge 1, 2, 3 ..., 1, 8, 5... bzw. 2, 4, 6 ... von m entspricht
die unsymmetrische, symmetrische bzw. ungerade symmetrische Schwing-
ung in der 2-Richtung.

** Den ungeraden bzw. geraden Zahlen von n entspricht die symmetrische
bzw. ungerade symmetrische Schwingung in der y-Richtung.

Die den in obiger Tabelle angeschriebenen Werten von w entspre-
chenden Knotenlinien der vierseitig eingespannten quadratischen Platte
werden schematisch wie folgt gezeichnet.
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Grundton ) 1. Oberton 2, Oberton
+ + -
da
- - +
a
3. Oberton 4. Oberton 5. Oberton

@ oy ) | C
L -\ e

Tabelle 21. Niedrigste Werte von P( = ﬁ:n 2) und P/ ( = %2—

fiir die schwingungsireie Platte ohne Hussere Schublags,

Randbe- |b/af. P 4=p Randbe- oa P

dingung afb f. P! P P dingung g=p | ¢=0
1/2 5,924 | 15,299 1/2 | 15,548 | 91,206
Yy gep 2/3 - | - 2/3 9,266 | 31,930
TN 1,0 ‘3,830 3,830 1,0 5,304 10,074

b s, | 15 | s7es | 2010 | s 1,5 | 4118 -
He 2,0 3,825 | 1,481 a 2,0 3,887 4,835

° "«'}:”” 2,5 3,872 | 1,218 | 1 25 3,885 -
3,0 3,005 | 1,174 3,0 3,805 | 4,282
oo 4,000 | 1,000 o 4,000 4,000

Die Werte von P fiir die durch gleiche Randdrucke q = p belasteten
quadratischen Platten mit anderen Randbedingungen lauten wie folgt:

'

P = 2,663, P = 3,232, - P=4,314.
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2 2
Tabelle 22. Niedrigste Werte von T< = ;V(::'-’ ) und 77 < = ;vb ,,)

e+

fiir die schwingungsfreie Platte.

oy e ey & =
Randbe- p=q=0 Rondbe- | P10 p=g=
1 " 3
R SR Ead I I P I
0,0 o0 . ] 00| « | 001458 | 000
0,5 - | = 051 — | 05| 700 355
Bl L0 | 12,28 | 12,28 1,0 | 14,58 | 1,0 | 4,50 | 4,50
O ) 15 | 112 7,78 | | 15| 11,40 | 1,5 | 8,24 | 486
1o |, 20 |1021] 670 | @ 2,0 | 1096 20 | 251 | 502
o === 2,5 9,81 | 640 2,5 | 1085 | 25 | 2,04 | 510
3,0 9,61 | 6,17 30| — | 30/ 1,72 516
o 8,09 | 535 w | 899] o | 0,00/ 530

Fiir die vierseitig frei gestiitzte Platte sind die von Timoshenko
ausgerechneten Werte von 7' in Tabelle 15 (S. 54) zusammengestellt.

Im Vorangehenden sind die Eigenwertprobleme fiir die Rechteck-
platten mit vier vor und auch nach der elastischen Deformation gerad-
linigen Rindern ausfiihrlich untersucht worden. Aber es ist nicht so
schwer, diese Behandlung noch so zu erweitern, dass die allgemeinen
Formeln auch fiir die Platten mit elastisch biegsamen Réndern, d.h,
fiir die Platten mit vollstindig freien Réndern gelten. Dies kdnnte
schon durch Hinzufiigung eines konstanten Gliedes in jeder IPunktion
X,, und Y, gelingen. Einige Beispiele fiir die reinen Biegungszustinde
derartiger Platten sind in meiner fritheren Arbeiten® angegeben, aber
ich unterdriicke hier die weiteren Untersuchungen dieser Fille.

Zum Schlusse sei betont, dass der Verfasser dem bekannten Tafel-
werke von K. Hayashi sehr viel fiir die Ausfithrung der numerischen
‘Rechnungen verdankt, Herrn T. Kishimoto, S. Sawada und 8. Ono
haben bei der Herstellung dieser Arbeit wertvolle Hilfe geleistet.

Sapporo, im Mirz 1938,
8. Iguchi.

* 8, Tguchi, Eine Losung fiir die Berechnung der biegsamen rechteckigen Platte.
Berlin 1933; 8. Iguchi, J. Civ. Eng. Soc. Tokyo 16 (1930) 8. 663 bis 725.



