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Dge EfigeeewegetpifgbgeK#xe fftsr dRe egastisckee

            fegkSeckfige PEaete.

Von

Shikazo XGUCHI.

(Eingegallgen am 11. April 1938>

EiwaEeitueng.

 t Die rechteckige Platte bildet･ ein wiehtiges Element zahlreieher

Konstruktionen und bietet bedeutende A']f'gaben ebenso fti.r den In-

genieur wie fiir den [I]heoretiker auf dem Gebiet der Elastizitzats- und

Festigkekslehre. Wegen der Schwierigke"en der mathema,tisehen
Behandlung und insbesondere der numerisehen Berechnung ist es
jedoch erst injttngster Zeit gelungen, die strengen L6sungen sogar
fur die reinen Biegungsauigaben fttr die IRechteckplatte, welche auf

mindestens zwe'i benachbarten Seiten volll<ommen
eingespannt wird, zu erinitte]n. Was weiter ihre Eigenwertpro-
bleme betrifftd so sind die L6sungen noch nur von wenigen Forsehern

angegeben worden. Die L6sungen fttr die Plattenstreifen sowie aueh

fUr die auf mindestens zwei gegenUberliegenden Seiten
frei gestUtzten Platten sind dagegen in den meisten Fallen
nieht so sehwer, und viele Forscher haben schon frtther die wiehtigsten

Formeln nebst den Zahlenergebnissen gegeben. Da aber die bisher
behandelten Probleme hauptsaehlieh auf Einzelfalle mit einfachen
speziellen Randbedingungen besehrankt sind, so suche ich im folgenden

die Behandlung noch'etwas allgemeiner zu gestalten,

   Zu diesem Zwecke werden zundchst einige allgemeine Gleichungen
abgeleitet, welehe fUr die Bestimmung der Gr6ssen der verschiedenen

Arten der Eigenwerte fsowohl fUr die freien Biegungsschwingungen
als auch fttr die Druck- und Schubknickungen der Reehteckplatte mit

vor und aueh naeh der elastisehen Deformation geradiinigen Rn･ndern

gelten. Die Platte mit einer solchen Berandung urnfasst im allgemein

seehs verschiedenen Falle, wie Abb. 2 im naehsten Abschnitte zeigt,
welche dureh Kombinationen der zwei verscbieaenen Randbedingungen

(jede Seite frei gesttttzt oder vollkommen eingespannt) entsteh.en. Aus
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den allgemeinen GIeicl}ungen werden sodann Formeln ftir die genann-
ten Sonderfalle abgeleitet. Die wichtigen Zahlenergebnisse fUr die

einzelnen Fal]e sind ausser in den entsprechenden Texten zur beque-
men Ubersicht auch in den let･zten Tabellen 20 bis 22 zusammengestellt.

   An dieser Stelle sei betont, dass diese Arbeit nichts anderes als

eine Zusammenstellung meiner frtiheren Mitteilungen"(aber mit sehr
vermehrten Zahlenbeispielen) tiber die Schwingungs- und Knickungs-
auigaben f6r die rechtecl<ige Platte ist und einige Abbildungen hierin

aus den genannten Mitteilungen aufgenommen sind.

                X. Allgexxxeine Ere6geterufftg.

   i. Gr"ndgZeichung. Bezeiehnet man mit p bzw. g die auf den
zwei Seitenpaaren x = O und x ---- a bzw. y ---- O und y =: b gleichmassig

verteilten Randdruckkrafte, mit T die in der Riehtung der IRla'nder

wjrkenden Randschubkrafte, wie Abb. 1 zeigt, und mit w die Auslen-
kung zur Zeit t an der Stelle (x, y) der Mittelebene der Platte, so

lautet bekanntlieh die Bewegungsgleichung, wie foIgt:

g`S,: +2 ,2S,W,, + g`i + il}-(p Z2.W, +2T ,e.2,W, +g g21g + ry,h %2,2,") =- o.

                     e-o-e-eee-eeoeee"e-e-eoo-------e--- (1)

Hierin bedeutet 7/g die Plattendiehte und N die Plattensteifigkeit, d.h.

Eh3/12(1-y2), wenn h die ?Iattendicke, E der Elastizitatsmodul und

                       v die Querkontraktionszahl des Stoffes
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---.--=- --o an-
         g
Abb. 1. Darstellung der Druck-

  und Schublastverteilung.

ist.

   Wenn man nun mit wt eine nur von
den Veranderliehen x und y abhangige

Funktion, also die Eigenfunktion,
mit to die Kreisfrequenz und mit g die
Phasenverschiebung bezeiehnet, so wird
die Auslenl<ung w durch das 'Produl<t

   2v = wt cos (tot+ e)........... (2)

ausgedrUckt. Setzt man (2) jn (1) ein
und dividiert die so ermittelte Gleiehung

durch eos(tot+e), so erhh'lt man-

ee S. Iguchi, Ing.-Areh, Berlin 7 (1936) S. 207; 8 (1937) S. 11; 9 (1938) S. 1.
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a,`ge'+2 ,ai,?i.;, + P-,it?{t+ .,ziv (p %2ig'+2T-,e.2'5Vi'+ge,2ge'- 77I,,to-1w') :=F o, '(b)i

woraus man die Eigenfunl<tion w' fUr den betrachteten Fall zu finden

hat. Die Gestalt der w'-Flache hangt offenbar von den Gr6ssen der
Parameter to, p, g und T ab. Gemtiss der Lehre des IEigenwertproblems

soll der Wert von irgendeinem Parameter-Ei･genwert-mit den
gegebenen NVerten von den anderen drei so bestimmt werden, dass
die Differentialgleiehung (3) ui)ter den vorgegebenen Randbedingungen

nieht identiseh versehwindende L6sungen besitzt. Die eingehenden
Rechenverfahren werden genau bei den L6sungen fUr die Sonderfalle

in den 1<ommenden Abschnitten angegeben.

   Ze Die Voraussetzung der Gleichung ftir qv' und die Randbedingpt

ungen dexe PXatte. Um die L6sung der Gleichung (3) rur eine durch
Abb. 1 dargestellte Rechteekplatte mit den Seitenldngen a und b zu
ermitteln, stellen wir zuerst fest, dass die Eigenfunl<tion dureh den

Ansatz

                                                 'W' =: ]X. IIIIi]Amn-[Y;n[F;i )
   == :;li,] :ll,:A..[ C,m (-iel3-l --lli-)--glLs(-ili?g-- 3.X,2 + llf'i) + ,.i,,. sinnZ.-rrx] ×

                                                ･ (4)
          .[ cSn (-egl9 -r%.)--(lifiLv (,e;IF --- -Zf/e+21i,)+ ,;. sin ",T'z/]

                                  (7n, n == 1, 2, 3, ...)

dargestellt wird, wenn man sich darauf beschrdnkt, dass die vier
R'a'nder der Platte vor und auch nach ihrer Forvaanderung geradlinig

gehalten werden. Die Beiwerte e,., cin, al. und da 1<6nnen vollends

leieht so bestimmt werden, dass die Randbedingungen der Platte be-

ftriedigt werden, welche darin bestehen, dass das Biegungsinoment
la'ngs des frei gestUtzten Randes und die Neigung der elastischen Mit-

telfidche langs des vollkommen eingespannten versehwindet, Verm6ge

der Beziehungen

    '6a2.V"===.];l]Amn}ilzdd"IY.L'i, ee'ZyV'==¥.,:lli]AmnXmddli",

   o7?.= -.zv/( ee2xWt'+ee2yW,') = ----N:." :ii]A..(y;, diifl¥,im +vx;ne2iill,ij),

   ･nt.-----2v(%2,yW,'+v-llli?li211:'s):=-Nx,]¥A..(.y;.diy]P.l",+py;,d2d'1.Sr;n,) ･



308 S. Iguchi.
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          Abb. 2. Schema･tisehe Darsteilung der Randbedin.rrung.

   3. Der Zusammenhang zwischen derr ARsbiegungsgestalt deif
Piatte und den Zeigern m,und n. IEhe wjr weiter zur .Ermittelung
der Gleiehung fttr den unbekannten Beiwert A.. ttbergehen, rr]Ussen

wir untersuchen, in welehem Zusarni:nenhang die Biegungsgestalt der

Platte mit den Zeiget'n m in JY. und n in Ir. steht.

                                      IEs ist leicht versttind-

        y lieh, dass die elastische
                                   Flache der Platte von kon-
                                   stanter Dichte, deren zwei
                                   gegenUberliegende Rander,
                                   z.B. x =Oundx== aunter
                                   ungIeichen Randbeding-

        e ungen stehen, sich weder
YV' ewe,e,£･,likStChekr,n･:2,meng.,eE

    S---S sc2r2
  J)emmeth7ifche "7yvn7tr?pmrmmenv,},YzeZf

   Abb. -.3.
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rut,ylb

x

Ausb,lrgernl

 Zwei Ar#en der elastisehen Linie

  in der tv-Riehtung.

wohl die Wirkung der elus-

seren Krafte geometrisch
symmetrisch oder ungerade

syi[nmetrisch in derselben
'Richtung ist. Hierbei hat
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der Zeiger o?z ganz unbedingt die natttrlichen Zahlen 1, 2, 3....

anzunehmen. Wenn dagegen die Zwei gegenttberliegenden Rander
x := O und x -nv a unter gleichen Randbedingungen stehen, so kann
die Ausbieguhg entweder symmetriseh oder ungerade symmetrisch in

bezug auf die zur x-Aehse senl<reehte Mittellinie (x == a･/2) des Reehteeks

sein, je naehdem die Platte symmetrisch oder ungerade symmetriseh
in bezug auf die gleiche Mittellinie beansprueht wird. Das mathe-
matisiehe Erfordernis hierzu lautet

l2VtiE!. =±IWtI1..g

oder aus (4)

l-&,tImijXmli"-gi.

     au    -: -ll-(c- Fch)(ili911 .X )-g(eth 1

+ 1 ± (--1)M sin

     M7T4

Cm)( xB

a3

m7r   x == O.
 a

3x2    2pt
  +a2 a
)

In dieser Gleichung entsprechen die oberen bzw. unteren Vorzeiehen
der symmetrischen bzw. ungerade symmetrischen Ausbieguhg. FUr
die firei aufliegenden Rnnder ergibt sieh aus (5a)

                                     '                             tt                                tt              Cen F ch "= ch F cm ==O;

fUr die volll<ommen eingespannten aus (5d) oder (5f)

        '      ' .cmF.clar(-'3(lti:ii))".')i

              ct,Fe- == (3`l:1:1'j:2]

Somit erhalt man die Beziehung

                 1±(-1)m=:O
ftir die beiden betyeffenden Randbedingungen. Dies stellt dar, dass der

Zeiger ooz die ungeraden Zahlen 1, 3, 5... oder die geraden 2, 4, 6...

annehmen muss,je nachdem die Mit･telflache der Platte sich symmet-
risch oder ungerade symmetrisch in bezug auf die Mittellinie pt == ce/2

gestaitet.･ Die analogen Beziehungen gelten auch fUr den anderen
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Zeiger ･n, von dem die Ausbiegungsgestalt der Mi,ttelfizaehe der Platte

in der ･y-Riehtung abhangig ist.

   Die Berttel<sichtigung der oden erwahnten Zusammenhla'nge
zwisehen den Zeigern (m, n) und den Gestalten der elastischen Mittel-

flache sind bei den Untersuehungen soiisrohl der Eigenschwingungsflj,lle

als auch der Druckkniekungsfalle n6tig. XKTenn es sich aber darum

handelt, dass die Platte durch die auf ihren vier Randern gleiehmassig
verteilten Sehubkrelfte auskniekt (Abb. 1), so sind die Verhaltnisse

etwas andres. Hierbei soll die Auskniekungsgestalt in der Richtung

jeder Diagonale ylb -mu-- xla und y/b = 1-x/a anstatt der Mitte]linien

xla = 1/2 und y/b :=:1/2 betracht,et werden. Dureh ein glmliches IRech-

enverfahren wie vorhin 1<ann man beweisen, dass fttr die symmetrische

bzw. ungerade symmetrisehe Ausknickung der Diagonale die Bezie-
hungen'k

             va, +n =: gerade (2, 4, 6 ..･)
bzW.
             opz+n == ungerade (1, 3, 5 ...)

gelten, wenn jedes Paar von gegentiberliegenden Seiten des Rechtecks

unter gleiehen Randbedingungen steht.

   4. Allgemeine Lb'sung. Es handelt sich jetzt darum, den unbe-
kannten Beiwert A.. zweckmtissig so zu bestimmen, dass w' (4) der

Differentialgleiehung (3) genUgt. Setzt man zu diesem Zwecke den
Ausdruck (4) in die GIeiehung (3) ein, so erhalt man eine Gleichung

von der Form

];l,l] lllFAmnf(m, n) sin ooZ7-T'- x sin OZb7"y+]i,], puA.,fl(m, s, Tg.) sin 7Ta7'7T"x

                                          '
    +l ]:ll)Amfli(r, n, -i}) sin -Zveb7-ry+ :;] ¥A.,Xh(r, s, -:-, -bY-) = O･

IHierbei muss man beachten, dass dje Zeiger o･ bzw. s in dieser GIei-

chung an Stelle der Zeiger tnz bzw. n geschrieben sind, wenn sie (on,

n) in den nieht mit sin oo k7Tdx bzw. sin 02B"7' y behafteten Gliedern ent-

halten sind, damit man rKJerwechslungen bei den "Teiteren Berech-

nungen vermeidet. Entwiekelt inan nun die B'unktionen fi,k bzw.

fl} in Fouriersehe Reihen nach sin nb'r y, sin oo2iTx bzw. sin 072i7' x

xsin7Zb7T' y,soentstehtformaldieBeziehung i

   ee S. Iguchi, Ing.-Arch. Berlin 9 (1938) S. 5.
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                                      e

            :. :il]aenn sin Ma7T" x sin -ZftLy ua--- o,

Da diese Gleichung fUr jeden Wert von :c innd y erfiillt･ sein soll,

mttssen alle KoeMzienten verschwinden. Also wird

                      amn igmu- O.

Die wirkliehe Durchrechnung liefert fblgende Gleichung:

A..(m`+!ii/:i2m2nF+-1-n`---pa2--m2p--g'i-ln2Q)

   +,,/,i,(7/2o7b2n2'"-{liii-n`-'pa2mam2P-tL"{il--n2Q):ii]Arn((--1)mc.---e;)

            '   fiiajn,4,,,(m`+-21i/:!l277z2n2-fo2--7n2.l'----g,`n2Q)¥A.,((.mpond.M..elg)

   +o?zi?2,.4(2ba22m2n2inpmp2tumm2PmpL[l;1-n2Q)¥]:i]A.,((-1)me.--c;)x

                             '              8aT   ((-1)nd.-dg)+              7r2b !Ili] ¥IC,inrsArs -- O .................... (6)

                          't
mit den dimensionslosen Gr6ssen

      pa--tu,,a,2pt/ltlG]h, T=j<;a#2,, ,

                   ' '      p--.,za,,-a,,t･ Q-.,,g,gZ･

.zsrli,... -- m2n2･idaIiilLi/IIo)i2"'r ih-i2im-isl"+S

   --n2[2+(3-1)M-2IMijgEi,i,l;)M]((-1)me.+c;)1thn(2-wt-ls)2"+S '''

   -.2[2+(3-1)n-m-21---i,ge1)n]((ko1)nd,+d:)1m'as,tu-171,M"r

   .[2+(3-1)m-21.-tili;;,1)m][2+(3--1)"-21-il;;;)"].

              x'((---1)mc.+e4)((---1)nd,+dg). J

Wenn man ferner zur Abl<Urzung setzt

;s11

so

(7)

'
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   p.. .-Mth ("z2+{tl;22 n2)2-iua2-wz2P--[lil-n2(l} == (m2+AZ)(m2+R,2),

                                          .. (8a)
   Alsl == {1"7v2nyf±V{IL' -f?In2p+X n2Q+"2,

                      '      '   pfmn = L2117pm7t == (n2+--:/;-m2)2la-:l,l-1 "2--lill-m2p-n2({}

     == (n2+RZ,)(n2+Rh2) ',' ' ..･ (8b)
                                  '                             -   :k･2]-el in2-g±Vg'-kl･ -2Q+el .2p.el .2, '- L

                   '   A" == .24,,zIIII]IIII]Ars(cr+c;){(ri15"as'imag}:l-:¥A.h(c.+c;),･ )

   Az =E n24.i : l] ¥]Ars(c; -cr)((in1)'tclslLi'cl:) + ]4.]A,tn(c; -- cr) ,

                       , .. (9)                        '   Bm = caz24,,2¥ :lil]Ars(ds+ d:){(im1)Mcr-c;} '+ =. Ams(ds+dg) ,

   -Bh de- ,.,4.,¥ ]:il]Ars(dgptds){(-1)me.-c;} + ;]A.,(dg-d,) ,

         4                          '4emn 'thp- Amn+ 7n27r2¥Aenz((-1)Mcr-ijneC;)+ n27;.2 :i]Ams((mb1)nalsto-'dg)

         16      + on2n2crr4¥ ¥ArB((-l)MCrthC;)((--1)"clsnv(lg) , ...L..... (10)

                         '
so geht die Gleichung (6) tiber in

     emn+ ,,22'::. {(1-(-1)M)An+<1+(-1)m)Aa}

        + vr:;t,'2.. {(1-(-1)")Bm+(1+(Ml)")Bla}

        ' .i'gpT..¥ ¥]KL)znrsArs in- O ･･･････..･......'...... (11)

Diese Formel ist, die gesuehte Grundgleichung fUr den unbel<annten
Beiwert A.., mit welehem der Ansatz (4) der Differentialgleiehung (3)

genttgt, und die Werte jeder der vier Unbel<annten pa, P, Q und T
fUr die gegeben Werte der Ubrigen drei k6nnen durch geeignete L6sung

derselben Gleichung ausgereehnet werden, wenn die Randbedingungen
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der Platte, dementsprechend die Werte von c,., ca,, d. und cl4, gegeben

werden. Die Methoden der diesbezttgliehen weiteren Lbsung fiir die
versehiedenen Sonderfalle werden in den kommenden Absehnitten

angegeben. Es ist bemerkenswert, dass die Gleichung (6) auch mit
'Hilfe der Energiemethode abgeleitet werden kann. Der Beweiss daflir
"Tird aber hier unterdrU.ekt.

   Zur bequemen AusfUhrung der weiteren Berechnungen wollen
wir die Formel (11) noch einmal umformen. BerUcksichtigt man die

          X(i#li'---I, und X,.,i.,=e･

           r.. rso erhalt man

       1;l,F,emn = ]ern in- =. A..(1-C'+32C4)

                    +,.,,4.,:]]¥]A,･,(1-Cr+32C;)((-1)na,-Ldg).

Aus den Formeln (5b) bis (5f) sieht man aber, dass fUr die Platte,

deren zwei gegenUberliegende Seiten x--O und x== a nicht frei
gesttitzt werden, stets gilt

                    Cr+2C; == 3e

Folglich ergibt sich

     ' =ern == Oe
                    r
Analog

                    ]IIII(-1)re.. == O.

                    r

                      oe boSomit liefern die Summen =(=:=) der aus der Multiplikation der
                      onml r=1
Gleichung (11) mit 1 bzw. (.-1)m hervorgehenden zwei unendlichen

Reihen die Beziehung

       2[(An+AA)S,,:";..in(AnhAA)X(l;I21p>,ii:i2]

               ?-                             r
              + Ltt/2'fL2 [(i---(-i)n)¥-;li/;l'. + (i +(-i)")lill)-:i/ir.' ]

              " 8,,`2Z]1!i]'pl'. (11 l, ¥)'Zlr}n7 'sAr's) = O
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     '       '
   ' 2[(An+AA):(l;I,lp).r."2auth(AndnAA)Xi)2..]

              rr             +-3:/;2[(i-(-i)n)X`aj,i,k"B"+,at(-bn)ii](ny,'iB;]

                           '             + 8,a,,fZ(:)r(1:il.] 1:il]Knr'sAr's) ptrmm" Oe

                  r
Mit Rttcksicht auf die Forineln"

                                    '
   :7r;)2..E---l)'3'" == 2-(A£---AA2)(l#ggl,WA,,-.,ii lli,: k"er,",,A;,)"'' `i2)

   o' == 1, 2, 3 ...

erhalt man also

                     '             ttt t(A.+Aa)ILtdirp(An-A4)t7;z+2"2(RZ
,,ny
. RA2) X'lil/;,,[Br+B4-m`(-1)"(BrhB4)]

                                '
      + 8"T(kb-ft:t2)]Xgfil.iT(: ].l ]:il]Knr'sAr'g) := O, ･･･････"''' (13a)

                 r                                   '
(A.+Aa)t7L,-(A.---A;,)Ih+2n2(Rk,,-'R;?) :-(:iil;1)r[B.+B;-(-1)n(B.-B;)]

                           r
      + 8a7Y#bmuR2)-:(:ii,l.)" (: J, :li]Knr'szir's) == O ･･･'''''' (13b)

                 e-
mit

            In == 2. Ctg 7rR.m2h (Sltg 7rRa , ......,........ (14a)

            tl,t =: Rn (Elofec 7r2,,-RA (}ofee wAa . ........... (14b)

Die obigen zwei Gleichungen (13a) und (13b) gelten stets fttr die ganzen

Zahlen 1, 2. 3... von r und sind daher auf die Platte anwendbar,
deren Mittelflache sich u nsy m m etrisc h in der x-Richtung gestaltet.

Ihre Differenz bzw. Summe liefert ferner

s. isac bSisifgU.C/ie'riEiin2g8/r.SUng ftir die Berechnung der biegsamen reehteckigen piatten

,
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                                      '   Gc.A.+ "2(A?rb,in,diM'. A'n2) : 1hS;mu,, 1)r [B.+ B;-(-1)"(B.-B;,)]

               r
      + 4"T(i?smo"hk2)X 1-i.-. 1)r (¥. ]Ii]K>nr･sAr･s) umny Oe･･eee (15a)

                r
bzw.

  .H;,tlA+ 7}2(At.,-,av-."ak2) X1+£,ma.",, 1)r [Br+B4-"N(-1)"(BrmuBS)]

      + 4aCl'KleZibumA'n2) : 1+£.lp."1)r (;. ¥K}..･.Arts) rw- O eeooee (15b)

                r
mit
                     '
     Gt.( = I;,-tl;,) = an Sggan-"diR" ･C-;"g 'l}Aa } eeoee....eee <16a)

       '
     .III;e( ==: -ZLv+{J;t) " an xxtg -l}'2nnyR;b {Eltg- LaA ･ eeeee･e･･e (16b)

Da die mit 1-(-1)r behafteten Glieder in (l5a) ausSer fUr ungerade
VLierte von r versch"Tinden, so gilt sie nur fUr die [Platte, deren Mit-

telflelche sich syrnmetrisch in der x-Richtung gestaltet. Analog

gilt die Gleichung (15b) fttr die ungerade symmetrische Aus-

biegung in derselben Riehtung. .
   Dureh analoge Summierung der Gleichung (11) in bezug auf den
Zeiger n( =s) erhalt man folgende Formeln

   1) t'ttr n(=:s) == 1, 2, 3..., nelmlich fUr die unsymmetrische Aus-

biegung in der y-Richtung:

(B.+B;,).iin-(B.-Bh),iin+2M2(R i.iinyRin2)IX-lil.kg,[A.+Ag-(-i),tr(A,-Ag)]

                           8
      +SaiZi(ei21mbmuAh2)Z-ijl.nt,( z] ;.:K;.,.,,A.,･) -th"'" O, e･e････,･･ (i7a)

                s
   (Bm+Ba)JLnme(BmnyB4i)-Z}n

         +27n2(Rl.l---ah2)Z(i;i.l,)S[A.+A3-(-1)m(A,-Ag)]

                   s
         + 8a tZ'T//nb-h'A;S2)Z (iE.1,,)S (]Ill] :Ii,ilKLnsrs'Ars') =: O e･''` (1'"`'b)

                   8
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mit

        Il., = 2m (5 tg 'rr7mkeR.(Stg 7;"R;. , .･･.............. (18a)

        tlL. = 2. Qlofec vr2,.-2. (ISIofec crrAa, ; .............. (18b)

   2) fttr 7i( == s) :1, 3, 5..., ndmlich fifr'die syinmetrisehe Aus-

bieguug in der :y-Ricl)tung:

   G,,,B.+ M2(Rza,,.whAn21 Zi-E.--,i)-'[A,+Ag-(=i>m(A.-Ag>]

                s
         + 4aT(itb'pt'ltlSt2)Z 1pti.Ii'glE)S (lpu l{.l]Kinsrs'zirg') =: O ･t (19a)

                  s･
      G(.( == 1;,,--tJin) =: a. Mg -{i-a.--RhEl$Jg -l}2A,; ......... (19b)

   3) fUr n( == s) = 2, 4, 6..., namlieh fttr die ungerade symmetrische

Ausbiegung in der y-Richtung:

               '   .zii;.B'.+M2(AZ,,,.diAae)Xi;i-Ei:,i;,tt[A,+Ag-(-i)7n(A.-Ag)]

                8
       , ･+g.Z](/,2nb"-'Rah2)Z.i+//:i,:i)S-(;i; il,]K.,..･A,.･) - o･･ (20a)

mit

                          '      "El},,( :1;.+{74,,) =R. {Ertg -I}-R.----AA, (Stg -72r'-Ra,. ..,..... (2ob)

                                        '   Bei den numerisehen Berechnungen hat man darauf zu achten,

   a) fUr R. --- imaginar, also fiir R. = ie gilt

       R".( Sg-ff2r-'2n .nv-- ',Fe tg-cr2rt-e '; .......,......,. (21)

         IQtgJl}.R. ,ptg-i}e

   b) fttr R,2,, AZ = l<omplex, also fttr 2:, l = i/A±iB giit

                            n
      XL)==2iBili?g.a.±,a.zi},7rB,. ,
                                          (22)                             --ee-------t----e      k]:= V-li-(,/A2.B2 ,, A). -･,
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   Es ist nun interessant und zugleich aueh notwendig, die durch

(4) dargestellte Eigenfunktion w' so umzuformen, dass sie die Beiwerte

A., AA, B. und B. enthalt. Wenn man zu diesem Zweeke den
Ausdruek (4) in eine Fouriersche Doppelreihe naeh sin On a7r x sin nb7' y

entwiekelt, so erhalt man

2V'
 = ljl] ]onz,ivr2[A"tn+ 7n#on.21111IIA;n((-1)McrLc;)+ n24T2¥Ams(("-pl)"dsnyelg)

    + inib62.4 :ll] ]:i]Ars((-1)Mcrmc,'･)((-1)"al.-dg)] sin on?i7T' x sin .nebffr y ,

             '

oder einfacher

       zu' f= :ll; IIIF 7?9,7Mzil, sin ooii7r' x sin OZbVry. ..........,.... (23)

Somit folgt aus (11)

2V'
 === - 3, ;,']:II]( .:,Z.. [(l ny(-1)M)An+(1+('--1)M)AA]

                 '

･ . +.,'p';,,,[(i-(-i)")B.+(i+(-i)n)Bh]

       + boXvf.. ¥ :i]Kmn,:sArsl sin "ii" x sin -'-lb.vry. ......,. (24)

                        '
Die die Beiwerte A. und A" bzw. B. und Bh enthaltenden Glieder in

dieser Gleichung sind als die sich auf den Zeiger m bzw. n bezieh-

enden unendliehen IILeihen summierbar. So verm6ge der Beziehungen*

                               '
   £':' S. Iguchi, Eine L6sung flir die Berechnung der biegsamen rechteckigen P}atten
S.15 bis 19, Berlin 1933. In dieser Broschlire sind die wichtigsten Formeln ftir die

Summen der unendlichen Reihen von den Formen
                                        '         :lll]'EJ(ii,S'}.S))"ir.';g:)."2)((:l))tsMsinM.Xx (.=i,2,3...)'

                (msc)2k (-1)!m mx.         X] 'E`(mg+>It.r/(ff'z'l[+1'ny, il}"2) (-1)m COS T X

angegeben, worin deT Zeiger k die Werte 1, O, -1 und -2 hat.



318

  on(1--(-1)m): Pmn '

m = 1, 2, 3 ...

vr

. M7rsln ----･x

   a

{E of 7rRn(

S. Iguchi.

2(Ak-R;i2)

} -- ft)
(E of vrA
;,(S :)

(SJDf-iiLRn (s of -ii:RA

, .... (25a)

 .-2zN, :t.s: !2rlt,L(1+(--1)M) ,ihz
    P"m
en ta 1, 2, S...

vr

onZ7T',

  xa

2(A2n--AA2)

ein vrR. (
rm

li {li-) ein77-A

geht (24) Uber in

.･
 == ]S

a(S･ :

1

)
(Stn -:ILan

   -
<c}in - illRa

 n7r3(ae,--aA2)
n

+Zlll 77z7ra(ai., --Rla2

ke
 8baTT : : m7zlp..(pu :i]'K;itnrsA?'s) sin

     "t n

          o"---

[An2t･n(-li-)+ Aavn (e)] sin OZbrr y

 ) [Bm2em(-lll-) + Bh v. (-if-)] sin

..... (25b)

mit

M7r

a
 .x sln

MT  x
a

nbT
y

o----------- ,ee-----･eee-e-"--t (26)

U'n
({; ) ---

{SOf 7rRn( 1

2
x

a
) (EJof7"RA(-ll-op-[} )

vn (-li- ) ==

(EJOf";}Rn ,

Sin 7rA.( lx
2a

(sof -IiLRA

) gin7rAa(S-m'-i})

, .....･. (27a)

ein 'iiiRn ein -
i31,-RA

, ･eene･･ (27b)
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u･m
(Hil-) "

(Siof7rR.(JIIi------iil-) (EJDfffrAl,(T:-pmlllT)

                             , e.-e･.･ (27C)
   vrgof 2R,. gof -l}Rh

   v.(I2t;)==et"e",R,M///t.uag)-et"eT,A,M'///Ai,:-il) (27d)

   Die Gleichung (26) genttgt natUrlich rnit dem Ansatz (2) nieht, nur

der Djfferentialgleiehung (1) sondern aueh allen Grenzbedingungen
der Platte, wenn ftir die Beiwerte A., Af., B. und Bh die Beziehungen

(13a), (13b), (17a) und (17b) oder (15a), (15b), (19a) und (20a) gelten.

In der Tat stellen diese Formeln die Bedingungsgleiehung'en dafttr
dar, dass die aus der Differentiation der G]eiehung (26) hervorgehenden

Gr6ssen ew'lex bzw. ew'/ey lalings der eingespannten Rljnder des

Rechteeks gleich Null werden, Diese Tatsache erkennt man aueh
deswegen als ganz natttrlieh, weil die Beziehungen

          Xe.,, -- "SS "(-1)re,. == =e,., =: =(-1)se., :== O,

          rr s.s
welche der Ableitung der Formeln (13a) bis (2ea) dureh die Elimina-

tien von e.. aus (11) zugrunde liegen, die Bedingungsgleichungen
darstellen, dass die Neigung auf den Grenzen x ==: O, x -ij--- a, y = O und

y == b der durch (23) dargestellten elastischen Mittelflaehe versehwindet.

                X,l. Die Biegungsschwinguttg.

   1. Allgemeines. A]s das erste Anwendungsbeispiel der im vorigen

Abschnitte ermittelten allgemeinen Gleichungen wollen wir uns' jetzt

mit den freien Biegungsschwingungen der Platte ohne aussere IKraft

beschaftigen.

   Da die Kreisfrequenz, die Schwingungsfrequenz bzw. -dauer der
PIatte durch

       tu-- 7ii'i,iLVq7Ah", f== i,, bzw. 7':=: 2.7,r

ausgedrttel<t wird, so besteht die Hauptauigabe des betreffenden Pro-

blems darin, die zu Plat-ten mit versehiedenen speziellen Randbeding-

ungen geh6renden Werte von pa auszuree}men. Die al]gemeinen
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Formeln hierfttr k6nnen natttrlieh unmittelbar aus den vorher ermit-

telten Formeln abgeleitet werden, wenn man nur P, Q und T in ihnen
gleich Null setzt. So erhalt man aus (11)

   emn+.,?"pZ.2.[(lm(-1)M>An+(1+(-1)m)A'.]

                       '
     + ,,?pni2. [(1ny(nv1)")Bm+(1+(-1)")Bla] = O ･･o...･.... (28)

mit
            p.n == (7?z2+i:)(wt2+aA2) ,
            ll,j==tigeF-n2±par l (29a)

                                   '            i,i,Y:..tlii,ll[:"(ii:)1'IZ2,,":4n2)' l ･.ge･･e･･e･oe(2gb')

Jede Unbekannte A., AA, B. und B;. hat auch hier den gleiehen

Ausdruek wie in (9). Unter Benutzung der Beziehungen

            A2n-'RA2by-'ug2pa, R:-Rin'rw-im2.b,2p

gehen die Formeln (13a) bis (20b) Uber in

   1) fUr m( -- o') == 1, 2, 3..., nstmlich fttr die unsymmetrische

Sehwingung in der x-Richtung:

  (An+Aa)1;ih(AnimmAa)tlL,+4",,2.pa:i,.[B,･+B:mu(tu1)"(Br--B;.)]==0,

                        r                  eee-eeeee-e"e-eoeeeeb:?o--e"ee--t- (30a)

  (A.+Aa)tJ},-(A.-A'.)IL,+ 4".2pa;(:ii ,)'[B.+Bk(-"gl)e(Brld-B )] =" O

                  ･････e･be...･ee････････.･･････.･･･ (30b) '
mit･

   i;t = V-iS?-n2+ pa Gtg TV-geg-n2+pa -,V'-iS9-n2-pa Etg 7rV-geF-n2-pa ,

                  ･e･･･,･････.････････.･e･･.･･･････. (31a)

   JLi == V{FIn2+ii (Sofec 7r,V[I'l I,2 n2+sb'-V-glFln2-Le {Eoree crr;/1-ge?-n2-tt` ;

                                     '
                  ･･e･･････････････････････････e･･･ (31b)
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･ 2) fUr m(=T) =:1, 3, 5..., namlich fttr die symmetrisehe

Sehwingunginderx-Riehtung: ･ '
 , AnG.+4",,2.Ii'¥"pll,as[Br+B;m(-1)"(BrimB;)] :O ........ (32a)

   G. = V-gl? n2+pa Sg ZIV-gir n2+pa -p/-iS?-n2-pa Sg {ILV-iX9-n2-pa;

    ' e---eeeee"eeee--ee-e-eo"eoeeee-e- (32b)
   3) fUr m( -op h == 2, 4, 6..,., nzamlich fur die ungerade symmet-

rische Schwingung in der x-Richtung: .

                                   '   AaEl;i+ 4",,2pa]XLill/ll.[Br+B;-(-1)"(B,･-B;)] =- O ........ (33a)

            r
mit '
       '
   -H;, = V-gl? n2+p Gtg -lliV-gl? n2+pa -V-gle n2-fo Gtg -Z} ,V`-iF? n2-pa;

                  ...,..,............................. (33b)

   4) fUr n(== s)==1, 2, 3..., namlich fttr die unsymmetrisehe
Schwingung in der y-Richtung:

   (Bm+Bla)Iinh(Bm-iBh)cJ;n

      + -4,b;ag.,2pa･Z-liilnt,[A,+Ag-(-1)m(A,---AS)] == O, .,..,.. (34a)

             s                         '
   (Bm+Bh)Jm-(Bm-Bn)l;7e
      +-4b,',.lil;paZ(7.1,)S[As+Ag-(-1)m(As-Ag)] == O e･e･ (34b)

            ･s
mit

   Jin, :-l2-1/m2+p stg .:Z!:Ebt-1/o?z2+@ --b-v/oozz-pa Etg .2Zfbt.i/m2-Ii ,

                  a a" a       a
                  ee----e--eoe--eeee-eeee-o-eeoe-e- (35a)

   di. = -b i/m2+pa agorec ZZLb i/mz+pa-.b-i/m2-pa gofec -IZrLb 3/m2-pa;

                  ee"ee--e-eeeeee,-,deooeeoee-eeee,eee (35b)

e
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   5) fUr n( :=s)-an1, 3, 5..., ntimlich fUr, die symmetrische

Schwingung in der y-Richtung: ,
                                                   '
   B.Gi.+4b#T>2"Si.,[A,+Ag-(-i)m(A,-Ag)] =,o ..... (36a)

                s
mit

    G. = -!l-v'onZ+pa Mg -72rill-i/m2pt--!i-i/7n2-pa sg- :b.Vmz-pa;

                     ･･･t･･･ee･･･-･･･-･･････････-d････ (36b)

   6) ftir n(==s)= 2, 4, 6..., namlieh fUr die ungerade symmet-

rischeSchwingungindery-Riehtung: ,'･･.., ･
   B.H;re+-ttl:'Sli-ll;lf:-zJl-),[A,+Ag-(-i)m(A,-Ag)] := o .....･. (37a)

                s                                             'mit

    rz. - £ i/iilJ`M+7p gtg g.b i/inrm' F7L-ki/5i,iz2=pa igtg -;li;b-i/m2-pt.

                     ････････-････････････････e･･･････ (37b)

    Es lohnt sich nicht, den Ausdruek fUr die Eigenfunktien w'
wiederum hier anzugeben, weil er sofort aus (26) bis (27d) mit a'== O

und den oben benutzten speziellen Werten von R., aA, R. und Rla er-

mittelt werden kann.

    Ze Die vieffseitig frei aufliegende Platte (Abb.2I). Dain diesem

Falle alle Beiwerte c., cin, d. und dA gleieh Null werden, so liefert

(28) allgemein die Bedingung dafttr, dass der Beiwert Ama (oder e..)

nicht gleich Null ist, wie folgt:

          pmn=(m2+-[/ii-22n2+pa)(vez2+-gl?n2-pa)==o. ',

                            '            t
Dies ist die gesuehte Frequenzgleichung fttr diesen Fall und daraus

folgt die bekannte Formel

   "' pa=:"z2+-[li?n2,-

                                        ..,........ (38)

                 2･            ,..1+Lgg:1 fur den Grundton･

                 b2 .
    Ich beschranke`mieh hier auf diese Bemerkungen und unterdrUcke

die weiteren' Bereehnungen fttr diesen einfachsten Fa]1, weil seine

"
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Schwingungserscheinungen schon frUher genau behandelt und wohl

bekannt sind.e÷

   '   3. Die auf der Seite x = O volkkommen eingespanttte uttd auf den
tibreigen drei Seitexx frei aufliegende Platte (Abb. 2 II). Wegen des

unsymmetrischen Verlaufs der elastisehen Linie in der x-Riehtung
muss man hierbei den Zeigern "z( == T) die natUrliehen Zahlen 1, 2, 3

... geben, wahrend die anderen tn( == s) die ungeraden oder geraden

Zahlen annehmen mttssen, je nachdem die elastische Linie in der
y-Richtung symmetriseli oder ungerade symmetriseh verlauft.

   Die Randbedingungen fUr diesen Fa]l werden durch

                        /o             e.=O, c//,-ma---02, cln=:dA==O

definiert. AIit･ diesen Werten f61gt aus (9)

                       s) ,             An=:Aa=-:-]III]Arn, Bm:=Bat=;O･

Somit ergibt sich aus (30a) und (51a)

   J;, iEii ,v'-[ISF-n2 -i- ,b {Sitg crr･V-ge9-n2+,tb -V-[SF n2-ii (S tg 7i"V-[Ie;n2-,･t =:O

                     --o-ne---e--"-o---e----i--et-eeo-- (39)

als die Bedingung dafttr, dass der Beiwerte A.+AA nieht gleich Null
ist.

   FttrdenGrenzwertb:==cogehtaus(39) ,

       gtg 7rl/@- = ctg 7rl/pa-

oder '
                             '       rcgTV]W==tgvr]/P, 7rv/P==ast7;i-'Nto2 ..........(40)

hervor. Dies ist nichts anderes als die Frequenzgleichtmg des am
Ende x==O eingespannten und am anderen nt == a frei aufliegenden
geraden Stabes.

   Die Gleiehung (39) dient zur Bestimmung der Werte von pa fttr
Platten mit l<onstanter Seitenlange a und allen Werten gr6sser als
eins von b/a. Wenn man dagegen mit dem Falle besch5ftigen wollen,

         '  -K A. NAdai, Elastische Platten S. 164 bis 167. Berlin 19'25.
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in dem b konstant gehalten i4rird und alb alle "rerte gr6sser als eins

annehmen 1<ann, so haben wir vorteilhafterweise die We,rte von

                ,ht=: (,D,22 ,V.Yt -: -l'S; ･[k

anstatt von jtb zu berechnen. Die Gleichung (39) fbrmt sich hierbei,

wie folgt um:

   i/n2+pa' Stg Tba i/n2+pa'-i/n2-pa' gtg -!iiaLi/nZ-pat == O. . (41)

cea

l5

ae

Z5

.st zo

< as

i
  0

Abb.

------

pt

-.iagZ.VffJfo'nbla= ce

intl

,akljuna!h=ea

e

4.

  zas zo zs aa qs ae ･aj
N hlafan". athfo'npt'

 Werte von p･ bzw.' v! abhb'ngig von b/a bzw.

    a/b £ljr den Grundton.

   Die niedri
pa bzw. rd IMr

ausgereehnet.

gsten Eigenwerte von pa bzw. pa', nh'mlieh die XVerte von

den Grundton werden dureh (39) bzNsr. (41) mit n=1
 Die Tabelle 1 und Abb. 4 zeigen die ]Rechenergebnisse.

Tabelle 1.' Die den WeTten von b!a bzw. alb entsprechenden

We'rte von vJ bzw. v! flir den Grundton.

b!a fifr uj

a!b flir tJ!

y･

[j'1

1,O

2,396

2,396

1,5

1,915

1,578

2,O

1,756

1,309

2,5

1,685

1,191

3,O

1,647

1,129

oo

1,563

1,OOO
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   FUr die guadratische Platte ist ersichtlieh

          '            '                       tL = lckt )

und die Werte von pa ' fi'r die verschiedenen T6ne k6nnen durch die

L6sungderGleichung ''
                          '
      1/n2+pa gtg 7rJ/n2+pa-1/p--nZ ctg pt/patt-n -la O ..... (42)

bestimmt werden. Wenn man zu･diesem Zweeke zur Abkttrzung setzt

             g =: Vpa--n2 oder pij---- n2+62,

so erhalt man

             y!62+2n2Gtg7rl/ge+2n2---getg7r6 =O:

                                'Wir haben also dje Scl'mittpunkte der beiden Kurven

  rpi' == ctg or6 ,

          '

  as

  ee

 as

 ao

  l5

  ae

  Z5

'eaj Ze.･

"S
 a5

t
  e
    e aj
       pt
 Abb'. s.

n2 = -
li-i/62+2n2 agtg 7ri/e2+2n2

'

8xe.
th

eNN? ev

3th
p, ip-7

7,

?r ?1

re CJ ao .es ie as eo

         e
   Kurven zur Ermittelung der Werte von e rur die

verschiedenen Tonarten der quadratisehen Platte.
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 zu finden. Die wirkliche Durchrechnung liefert die dureh Abb. 5
･ dargestellten Kurven und die in foIgender {i]abelle zusammengestellten

 Zahlenergebnisse.

Tabelle 2. Die den "Werten von n entsprechenden Werte

     von g und vi ftir die quadratische Platte.

E tJ. =: n2+g2

Wurzeln
n=1 n==2 n=3 n=1 n:==2 n=:3

Dieerste

Diezweite

Diedritte

1,1813

2,2231

3,2361

1,ll16

2,1742

3,2048'

1,0767

2,1344

3,1717

2,396

5,942

11,472

5,236

8,727

14,271

10,159

13,556

19,060

   Die "ViTerte von 6 und itb fCir n = 1 und 7z == 3 entsprechen natiirlieh

den symrnetriSehen Sehwingunge.n in der y-IRiehtung, wahrend sie fUr

n == 2 den ungerade symmetrisehen Sehwingungen in derselben Richtung

entspreehen. Da in diesem Falle die Eigenfunl<tion or! durch

                 w' == Z : A.m." X. sjn "b7ry

                     mn
ausgedrUekt wird, so erkennt man leicht, dass die Schwingungsfiache

der PIatte mindestens eine Knotenlinie y::b/2 fUr n == 2, und zwei

IKnotenlinien y == b/3 und y == 2b13 fttr n == 3 hat. Es ist selbstver-

standlich, dass die Schwingungsfiaehe fiir n = 1 keine Knotenlinie in

einer zur x-Achse parallelen Richtung hat.

   Ferner muss man hjerbei beaehten, dass die in den Spalten der
obigen {l]abel]e angesehriebene Gr6ssenordnung der Werte von sk nur
diejenigen ftir den Einzelwert von n =:1, 2, 3 darstellt und natUrlieh

nicht mit der Ordnung der Tonh6he "bereinstimmt. So z. B. entspricht

pa =: 5,942 bzw. pa = 11,472 dem zweiten bzw. fttnften Oberton.-

   4e Die auf den zwei gegentiberliegenden Seiten x = O und x -h a
vollkommen eingespanfite und auf den ljbrigen Seiten frei aufliegende
Platte (Abb. 2 IV). "SAiegen der Gleiehheit der Randbedingungen jedeS

Paares von gegenttberliegenden Seiten des Rechtecl<s findet hierbei kejne

unsymmetrisehe Sehwingung weder in der x- noch in der y-Riehtung
statt. Somit mttssen alle Zeiger "z, o･, n und s die ungeraden Zahlen

1, 3, 5 ... oder die geraden 2, 4, 6... annehmen.

   Da fttr diesen Fall

       Cm==ny1-2(-1)M, C;n==2+(-1)M, dn==dA"O
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ist, so erhalt man,.aus (9)

         An :=(1la(-1)")Arn
              r
            =2=A.. ftir r:=1,3,5...,
               r
            --O fUr,･ow--#2,4,6,..,

         Aa==3=(1+(-1)r)A.., '
             'r
            "6=Arn fUr 7'"M"2,4,6...,
               r
            :==O fttroi==1,3,5...,

         B. := Bla ----= O.

Fitr die symmgtrische Sehwingung in der x-Richtung folgt daher aus
(32a) und (32b)

GC. iEis VZF n2+,Lb xeg -;},V-[:F-n2+iL -V-[SF-n2---Jth Xg :i;V-gF;n2-,b == O･

                   -itt------.---e--t--------eeothee- (43a)

Diese Gleiehung geht mit pa ----- a2pa'/b2 Uber in

   vi2+pa' sg gba ;/n2+pa'-Vn2-fo, sg -?liaivn2-pat mu- o. . (43b)

Fiir den Grenzwert oo von b wird die Gleiehung (4L"a)

  t, £g-;ll'.I/.,-Lb+tg';l`'i/P-b=O･･o･ee"ee････o･･･(44)

Di6//' is£ die Frequenzgieichung fttr die symmetrisehe sehwingung des

am beiden Enden eingespannten geraden Stabes.

   Analog erhalt man fUr die ungerade symmetrisehe Schwingung
in der ft;-Richtung aus (33a) und (33b)

   ,V'tli-l3/"･2+pa crtg"-i}V-iS? n2+pa -V-[ ?ln2-pa ngtg -ZIL,V'-ge?-n2-pa =o,

                   eeebe---eeoe-peeeet---ee-ee--oode (45a)

        '
   1/n2+par ctg {lti" yin2･t-pa7--1/n2=pai Stg -ff2"ii]LV7im,2-rd == O. (45b)

                           -
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        .Fitr b -- oo lzasst sich die Gleichung (45a), wie folgt, vereinfachen:

             (Eltg -Z}-v!il'-pt etggi/,-ti pmmu' O･ ..ee-･'･ee･e･e･ (46)

IDies ist die IFrequenzgleiehung fttr die ungerade symmetrisehe Schwin-

gung des am beiden Enden eingespannten geraden Stabes.

   Aus (44) und (46) ethalt man '
      (Xg -lli v')[iny + tg -i}-v'ii[I-)(Gtg {}viilL- ctg -;ii Vil-) m- o

                          '
oder bekanntlich (nach weiteren Berecl}nungen)

             (Eof 7T'ViZIeoS 7r'Y'li' 'uadi 1 e"･･-ee{ee･e････ee･･･ (47)

als die allgemeine Frequenzgleichung fiir den betreffenden Stab.

 ' Nun wollen wir die Werte von pa und pat fUr den Grundten aus-
rechnen. Sie sind die'niedrigstenWurzeln der Gleiehungen(43a>und
(43b) mit n == 1. Mit Unterdrtickung der weiteren Rechenverfahren
sind die Zahlenergdbnisse in folgender Tabelle zusammengestellt.

       Tabelle 3. Die den Werten von bfa bzw. u!b entsprechenden
              Werte 'von pa bzw. y! ftir den Grundton.

b/afix'rpa/bfljr,ut

1,O 1,5

i

2,O 2,5 3,O co

y･- 2,933

2,933

2,538

1,7e)o

2,413

1,387

2,358

1,229

2,329

1,151

2,267

1,OOO

   'Aus Abb. 6'sieht man, wie sich die Gr6ssen von pa und @' niit

                                        'den Seitenverhaltnissen des Reehtecks andern. Der von Katoee ausge-

rechnete Wert von pa fUr die quadrattisehe' Platte ist i/8,57 = 2,927.

   Die h6heren Eigenwerte pa ftir die symmetrischen Schwingungen
in der x-Richtung k6nnen auch aus (43a) ausgereehqet werden. Setzt

man zu diesem ZWecke '                                                     '         '
            ' 'pa:'=g2+-[FFn2,

                      tt
                   '
  '" H. Kato, J. Soc. Nav. Arch. Tol<yo 50 (1932) S. 209 bis 230.

e
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                                   'die Wurzeln von (43a) aus der AuMndung der Sehnittpunl<te

               '    '  op2 :== -ikV-2b",2op2+g2 Sg -:}V2b",Zn2+62 ･-

     as

     ae

l5

IO

Z5

      ze
    l' as

    ie

         e as z'o,'zs lo zs ae as
           . bla,fu'pt, tthke,a'

     Abb. 6. Wertevon y･ bzw. At abhEngigvon b!a bzw.
                '' a/b''ftir''den Grundton.

 werden. Die Tabelle 4 und Abb. 7 enthalten die
fifr die quadratische ?latte.

  Tabelle 4. Die den 'W, erten von n entspreehenden Werte

      von E und p ftir die symmetrische Schwingung in '
          der x-Richtung dgr quadratischen Platte.

'

R ]

pt=2,267ftifibla=oo

--ur--

R'

,a`-1junalh=eo

'

Rechener-

E

Wurzeln
n==1 n==2 n=3 n==1 n=:=2In=3

Dieerste

Diezweite

Diedritte

1,3905

3,4757

5,4898

1,2436

3,4179

5,4622

1,1648'

3,3534-p

5,4250

2,933

13,080

31,138

5,547

15,682

33,836

10,357

20,245

38,431
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Tal)elle

    E

5.

und
 in

Die den Werten von n entsprechenden Werte von
y flir die ungerade symmetrische Schwingung

der x-Riehtung der quadratisehen Platte.

q y, == n2+E2

Wurzeln
n=1 n=2 n=3 n==1 n=2 n=3

Dieerste

Diezweite

DiedTitte'

2,4544

4,4849

6,4926

2,3630

4,4462

6,4722

2,2816

4,3971

6,4430

7,024

21,114

43,154

9,584

23,769'

45,889

14,205

28,334

50,512

    In gleicheT Weise wie

die Obert6ne der ungerade
Formel (45a) ausgereehnet

vorhin k6nnen die Werte von e und pa
symmetrischen Schwingung der Platte
werden. Wieder mit Unterdrttckung

fUr

aus
der

¢j

Ee

as

so

l5

ae

t5

ge
,te to

ias

e

'

le

feA.

efO.'
e.o

,
?NN?

??fai'

ey

7, Vi
Vr

  --di-estu- e

3 e j 6 7

        Abb.7. [KurvenzurErmittelungderWerteqftirdiesymmetrische
            Schwingung in der x-Riehtung der quadratischen PIatte.

weiteren Rechenverfahren sind dje Ergebnisse in Tabelle 5 zusammenge-

stellt. Die auf S. 22 angegebenen Anmerkungen gelten auch fttr
diesen Fall.
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   S. Die viegeseitig voilkommen eimgespawawate Pkatce (Abb. 2 VI).

Da dieser Fall pral<tisch sehr wiehtig Ist, so wollen wir seine Be-

handlung noch etysTas ausfUhrlicher darstellen.

   Alle Formeln bierfUr k6nnen direkt aus den vorher angegebenen

Formeln mit Werten

             e.==-1-2(-1)M, ct.--2+(-1)m,

             d.=-1-2(-1)n, da=2+(-1)n

ab.creleitet werden. Der Bequemliehkeit halber werden die Schwin-
gungsgestalten dieser Platte jn drei Familien klassifiziert.

   I)) Erste Sehwingungsfaro.i1ie. XN?ir betrachten erstens
die erste Schwingungsfamjlie der Platte, deren Sehwingungsmittelfiache
                                           .stets symmetriseh in jeder Achsenriehtung ist, Beide Zeiger wa,( == r)

und-n( == s) mUssen also die ungeraden Zahlen 1, 3, 5 ... annehmen.

So wird aus (9)

   Ak=' i22,,2:Ill]1:ll:(1+(L--'1)pt)((ml)ndsmadg)Arspt-3]:i.;(1+(m-1)r)A/,. :o,

                                       '
   Bat = wz122,,2¥:i](1+(-1)S)((-1)nicrmc4)Ars+3¥. (1+(-1)s)A., :O.

                                              '
Folglich geht (32a) bzw, (36a) ttber in

             An+ 8.'ab2# lil] :.l,: = O, ･･e-････e･････e････e (48a)

             Bm+ 8.b.2,77GZ2.foXi/, "= O･ e････'･,e･e･･o-･`･･ (48b) ,

               's ･
Der Ausdruel< fttr G. in (48a) bzw. G. in (48b) ist derselbe wie in

(32b) bzw. (36b). Das Einsetzen von B.(= B.) aus (48b) in (48a),
liefe'
rt

      An- :i:K;tsAs := O, )
      K;'swM6.`2b.23tt2//&XG.;ii,4.･ i'''''''''e'''(`9)

Ftir die quadratisehe Platte ist ersiehtlicii

                                     '
             Bm(=:Bn)==An, Pmn==pabn

        .

L
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und folglich

        .1
Somit lasst sich hier

        8n2paKLts = -M
       TGnPns

       S. Iguehi.

   ;S･'nr =;SnSs'

der Ausdruek ftir li},.

            8tn2sL

wie folgt verein'fachen:
     L,

       ffr[(n2+s2)2-pa2](}/n2+paMg-:;-i/n2+pa-y'n2-paSg-Z;i/n2-pa)`

                    e--e di -.eeeeeeee-eo"e"ee--e-eeeo-eee'(50)

   Wenn man ferner die unbel<annten Beiwerte Ai, A3,.As... in

der ersten Gleichung (49) eliminiert, so erhalt man fblgende Deter-

minantengleiehung:
                 '
        1-K, Kl, Kis                              K7 e-e

           Khll-Kb3 1{rks Kg7...

   d=' -K2il -Kka1ininKlis Kl;7e-.==O･eeeee(51)

           kGi                 K]i3 Ks1nyK;r7･be

            "eee                              '            oeee            eeoo
                                 '
Dies ist die gesuehte Frequenzg]eiehung, durch deren Aufi6sung die
den verschiedenen Schwingungen dieser Familie entspreehenden Werte

von p zu bestimmen sind.es Man erkenntj･dass es sehr sehwer ist,
die genauen Werte von pa unmittelbar aus (51) selbst, nSmlich aus

einer Determinantengleichung mit unendlieh vielen Elementen, auf-

zufinden. Nehmen wir daher zuerst einmal

.'  .i,=iil-Ki:O
        '
als die Frequenzgleiehung an, deren Wurzeln die ersten Naherungs-
werte von pa sein sollen. Dureh Einftthrung des Ausdrueks (50) flir
ll4,, mit n -mu- s --m" 1 ergibt sieh fttr die quadratische ?latte

  ttt ttt                                        '  "'"DieFrequenzgleichung(44), ' ,
                 $gglv. +tgg/v,. -o .
itir dle symmetrische Schwingung des am beiden Enden eingespannten geraden Stabes

geht auch aus (48a) durch den Grenztibergang b -- oo hervor.
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      7r(4-A2)<i/itb:i]iSggi/,tb+1+i/,tb-1tg-il:i/,ts-1)

Daraus findet man

       die niedrigste NVutzel (fttr den Grundton): sL = 3,62,

       die erste h6here Wurzel (fttr den 3. 0bert,on): fo --- 13,25 ,

       /t       die zweite h6here Wurzel (fttr den 6. 0berton): pa =: 31,25.

                                   tt
Diese Ntiherungswerteivon pa gewahren einen guten Anhalt bei der
weiteren Ausreehnug ihrer genauen Werte.

   -YNJir bezeichnen nun mit ai, wie oben, das erste Element der
Determinante (51), d. h. 1-Kii, und mit id2, A3, g4 die aus den
ersten 2,"3, 4 Zeilen und Spalten･ bestehenden Determinanten. Zur
ETmitteldng von p reehnet man zunachst ftir jede dieser Determinanten

der Reihe naeh die Werte aus, welehe den versuchsweise gewghlten
T"Terten IL == 3,60; 3,65 und 3,70 fUr den- Grundton soxvie' Ib'== 13,30;

13,35 und 13,40 fttr:den dritten Oberton entsprechen. Die Ergebnisse

sind in fblgender Tabelle zusammengestellt.

Tabelle 6. Werte der den verschiedenen Grb'ssen von vJ

entsprechenden Detertninanten.

Flir den Grundt6n FliT den dritten Oberton

"
i ,,i, id2 [ ta3 d4 lx

idi l d2 ( `"3 1 idg

3,60

3,65

3･,70

-O,O0734

O,07201

O,14091

-o,osse.1

O,OI030

O,09643

-O,10224

O,O0845

'O,10454

--Osll075

O,O0884

O,1,1260

13,30

13,35

13,40

O,44364

O,54389

O,61782

-O,37036

-O,02140

O,22554'

-O,69139

-O,25192

O,05787

-O,77816

-O,29746

O,04323

Wurzeln 3,60427 3,64443 3,64590 3,64602 13,32713 13,35385 13,38973 13,39297

Aus dieser Tabelle sieht man sogleieh, dass die NVurzel jeder I)eter-

minanten' gleichung zwischen 3,6 und 3,65 fttr den Grundton, zvsTischen

13,35 und 13,40 fttr den dritten Oberten liegt. Die' in der untersten

Reihe der Tabe!le anges6hriebenen Ziffern sind die Werte der Wurzeln,

welche mit IE[ilfe der Lagrangeschen Interpolationsformel ausgereehnet

sind. .Somit k6nnen wir

                    ltJe =3i646 -oee-o--ee-eeeeo-eee-e-e (52)

bzw.

                    Ik = 13)393 -.-eee.eeeeeee.-"-eesee (53)
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als den richtigen Wert von pa fttr den Grundton bzw. den dritten

Oberton annehmen. Der Wert pa :P,,646 stimmt ganz befriedigend
mit dem von Tomotika(i) ausgereclineten Wert 3,6461 Uberein. Der

von Sezawa(2) ermittelte Wert ist pa=:i/14,4--3,795, wahrend der

erste bzw. zweite Naherungswert von KatoC3} pa =: v/lg,Z4=:3,774 bzw.

I/13,25 -h 3,637 ist.

   Ferner zeigen die Zeilen in der obigen Tabelle, dass die Konver-
genz der Reihe "i, id2, gs ... sehr gut ist; sogar die erste Nelherungs-

wurzel weieht von der rjehtigen nur um einen praktisch zu vernach-

lassigenden Fehler von ungefahr O,7% 'fttr den Grundton und von
1,1% f(ir den dritten Oberton ab. Man k6nnt･e also einen hinreichend

genauen Wert erhalten, wenn man nur zwei oder drei Zeilen und
Spalten der Deter.minante nahme. Das gilt aueh fUr die anderen
Schwingungsarten sowie ftir die Platten mit anderen Seitenverhalt-

nissen, obwohl die Reihe gi, "2, gs... mit der Zunahme von b/a
etwas langsamer konvergiert.

   So sind die Werte von jth fttr den Grundton der Platte mit
versehiedenen Seitgnverhttltnissen, die aus der Gleichung

                        "4 =O

ausgerechnet werden, in folgender 1]abelle zusammengeste]lt.

           Tabe]-le 7. Die den Werten von bla entsprechenden
                  Werte von u･ fiir den Gtundton.

b!a 2,O 2,5 3,O oo

w '3,646 2,736

I

2,489' 2,408 2,350 2,267

 Aus Abb. 8 sieht inan, wie sich die Gr6sse pa mit den Seitenverl'}alt-

 nissen bla andert.
     Weiter wollen wir uns jetzt mit der Untersuehung der Sehwin-
 gungsgestalt dieser Familie besehaftigen. Da die Beiwerte Aa und Ba,

 beide verschwinden, so lautet die Eigenfunl<tion fTir diese Schwingungs-

 familie wie folgt:

     ?Vt= 2,7Ar31iLbWVt ee--o.---ee-e"-beeeeeoee:"-ee---de-.ia-e (54a)

    (1) S. Tomotika, Philos. Mag. London X42 (1936) S. 745.
' (2)K.Sezawa,J.Aer.Res.Inst.Tekyo70(1931)S.61.
    (3) H. Kato, J. Soc. Nav. Arch. Tokyo 50 (1932) S. 209.
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mit

oVt
 == lii]-!i[/ILte.(:)sm

an=
i2ni) Bm=

1][gZII-?･71"

b

y+ x':-E:

Bm
Bl '

: ez'n zt.(-il;/ ) sin

vee

M, 7b hmp 1, 3, 5 .eo

"zcrr

 a
x'l
J
(54b)

K

oo

as

ao

as

ae

Z5

ze

           i as

            0
              e as ze zs lo qs ao ,as
                .--tw hla
         Abb. 8. Werte von yJ abhgngig von bla ftir den Grundton.

Zur Untersuchung der Gestalt der Schwingungsflache sowie der IKnoten-

linien der Platte genttgt es, nur diese Funktion 2-v' zu betraehten,

denn die witkliche Auslenl<ung des Punktes (x, y) zu irgendeiner

Zeit ist proportional zu ca'.

   Nun wird insbesondere fttr die quadratische Platte

             Bm==Bn=:An, Bon='Bn=an'

Damit geht (54b) Uber in

   'rt' =: X?/' be.(-li-) sin '?a"7- y+ zt.(-ii/-) sm 7?h'r x] . ......... (ss)

        n
Um die Werte von Tt' auszurechnen, haben "rir zunLichst die Werte
von a. zu finden. Dividiert man zu diesem ZvLTeel<e die erste Gleichung

(49) mit ---Ai, so erhalt man

A

s

)a=2.267fdii bla=oo
E
"t"

1

'
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                rmtzn+=KLtsas == O･
                     6
Daraus folgt folgendes System linearer Gleichungen fUr a.,
man alle Glieder mit n und sSl;9 vernachlgssigt.

wenn

Klrl+ Kl3as + Ksas + Kt7a7
Kkt +(Kb3-1)a3+ -Zlksas + Kh7a7

Ktsi + Kb3a3 +(Ktss-1)as+ Kg7a7

ll7t + Kli3a3 + Klisas +(Kli7-1)a7

-- o,

== o,

= o,

-ot O.

Diese vier Gleichungen fttr die drei Unbekannten a3, as und a7 liefem

vier verschiedene Systeme der drei Gleichungeh, aus deren L6sungen

vier Wurzeln fttr jede Unbekannte hervorgehen. Aber sie sind einan-

der gleich; denn es gilt die Bedingung (Frequenzgleichung), dass die

aus allen Koetlizienten bestehenden Determinante d4 gleieh Null wird.

Die wirkliche L6sung der obigen Gleichung Iiefert

ftir den Grundton:'

a3 = -O,62139,

as -- -O,27033,

a7 =: -O,08294,

(56a)
G

fiir den drieten Oberton:

 a3== O,65346,

 as-in--O,15379, (56b)

 a7 == -o,o2sso.

IErsiehtlieh ist ai == 1 fttr beide T6ne.

   Es lohnt sich nieht, die Schwingungs'form fiir den Grundton,
weleher keine Knotenlinie hat, weiter zu untersuehen; vielmehr
sQllen die Berechung nur fiir den dritten Oberton ausgeflihrt vTerden.

   Durch EinfUhrung der Werte von a. in (54b) ergibt sieh fUr den

dritten Oberton

2MUr "･-
       [Ui(:

+ o,21782[tt3( Xa

-O,03076[tcs( X.

-O,O0407[u7( Xa

)

)

)

)

sin-Iiy+ui(g)

sin -{ll'iF-y+ u3( Z

sin-lli'Ify+zes(g

sin tZi'ify + 'u7(TX

sin -lil x]

) sin -{li'L x]

) sin -liiltii:-x]

) sin !i;'L x] .

e･o- (57)
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Die Ergebnisse der
zusammengestellt.

weiteren Bereehnung sind in fblgender Tabelle

Tabelle 8. Die den Werten von xla und yla entsprechenden

  Werte von tut ilir den dritten Oberton.

.'X.x.x......x!a

sta''""xN..Xx O,1 O,2 O,3 O,4 O,5

O,1

O,2

O,3

O,4

O,5

O,2098

O,6675

O,8210

O,7052

O,5997

O,6675

l,3720

1,6975

l,2321

O,9173

O,8210

1,6975

1,4059

O,3524

O,2456

 O,7052

 l,2321

 O,3524.

-1,3196

-2,1888

 O,5997

 O,9173

-O,2456

-2,1888

-3 l724
  '

   Aus diesen Gr6ssen von 2-t'

Flaehe bilden, wie Abb. 9 zeigt.

[Kurve ist die IKnotenlinie der

Schwingungsflgche ftir diesen

Ton.

   2) Zweite Schwin-
gungsfamilie. Wir bet-
rachten zweitens den Fall, wo

die Sehwingungscache symmet-
risch in der x-Riehtung und
ungerade symmetrisch in der
y-Richtungist. IHIierbeidurch-

lauft der Zeiger m(==,') die
pngeraden Zahlen 1, :'],･5 ...,

der Zeiger n( = s) dagegen di'e

geraden 2, 4, 6.... Gemzass
der Eigenschaft dieser Schwin-

k6nnen
  Die

Wlr
 .Mlt
d
o

ie Sehiehtlinien der nd'-

bezeichnete gesehlossene

beclb

tc

Nb

S[(Iliiiiilli

e

N.

e<ll2)zl

t

SIillliS%

IIiiiiii2

xde

y

`

   o
Abb. IO. Knotenlinie der Schwing-
ungsfiiiche ftir- den ersten Obertoh.

mfffieren/imtir...

Ta2,

+
E2x

 Abb.9. SchichtlinienderM'-Fltieheftir
        den dritten Oberton.

gungsfamilie ttberzeugt man sich
leicht, dass die Schwingungsfidche
mindestens eine Knotenlinie 21 == b/2

hat. Der niedrigste Ton fUr diesen
Fall ist der erste Oberton, welcher
aus der einfachsten Schwingungsform
mit der einzigen Knotenlinie y -op b/2

entsteht, wie Abb. 10 zeigt.
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   Nun ergibt sich hierbei aus <9)

                   AA= B. :O.

Damit folgt aus (32a) und (37a)

                An+ 8,,n.I;f illll £.,;. nylm O, .e.eeeee.e.ee.ee (58a)

                Bh+ gb.2,MH2;.foZpA.S. pa- O･ eeeee"eeooeee (58b)

                          s
Der Vergleich dieser Formeln mit (48a) und (48b) zeigtj dass die erste

Gleichung (49) sowie die Frequenzgleiehung (51) auch hier gilt, wenn

man nur in dem Ausdrucl<e von K.

             -krLts :=: 6 ill[liliii21ii2 X H;.ii.2,p4,, , e"''e"'"e"''''" (59)

                         pt
onz( := 7') == 1, 3, 5... und n( = s) :=: 2, 4, 6... setzt. Da die Auslenk-

ungen in den beiden Achsenrichtungen schon rur die quadratische
Platte voneinander ganz versehiedenjsind, so ergibt sich hierbei keine

einfache Formel ftir K., wie (50). Man muss daher zur Ausreehnung

des Wertes von K,, den dureh (59) gegebenen Ausdruel<, d.h. die
Sumrne der unendlichen Reihe nach r anwenden.
   Wie im vorigen Falle 1<ann man die ersten Naherungswerte von
"k durch die L6sung der Gleichung

                   di e1-K22 == O

ermittein. Daraus und aus der Formel (59) mit (29a), (29b), <32b) und

(37b)･ ergibt- sieh fur die quadratisehe Platte

      (i/pa+1Gtg-ZILv'pa+1-i/pa-1ctg-Ililv!pa-1)x

'.' (v'p+4Sg-i}i/pa+4+i/pa-4tg-llii/p-4):.,(225s6-pap2,),.

Die niedrigste Wurzel dieser Gleichung ist '

          fo=:7,60 (ftir den ersten Oberton),

wahrend die ndchst h6here

          p=:16,25 (fUr den vierten Oberton)
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ist. IHat'lt man sich an diese Nljherungswerte von p, so l<ann xnan

jhre genaueren Werte durch ein tthnliehes Rechenverfahren wie vorhjn
ausrechnen. Die Ergebnisse sind

          A := 7,437 (flir den ersten Oberton), ......... (60)

          pa=:16,717 (fttr den vierten Oberton). .･...... (61)

   Die Eigenfunl<tion fiir die quadratische PIatte wird dtirch

   ?V'S =: 2#32/cb ndI -ee"eeee-ve-eeeoeo;eee-"e-eooee-eee-eeoe (62a)

mit

   a-,""=::-S/:tit,.(-li-)sin".ff'y+:B., (.) a                            mv. -3t- sin 77Z7rx,l

   an==i:, B...iimi M j''`(62b)

ausgedrttcl<t. Femer finden wir

a2 = 1)

a4 ---- -O,54887,

a6 ---- ---O,25210,

as = -O,14899,

fUr den ersten

(63a)

Oberton:

  Bi---- 1,04048,

  B3 =-O,47510,

  Bs :=: -O,26668,

  37 == -O,16080,

(63b)

                  fUr den vierten Oberton:

       a2=1, &= O,02459,
       a4==-O,37435, B3== O,97164,                                                 (64b)                      (64a)
       a6 == -O,22711, Bs =--O,42402,

       as == -O, 16263, B7=-O,21913.

Mit diesen Werten von a. und B. 1<ann man aus (62b) die Werte von
2't" in den verschiedenen Punkten des Quadrates berechnen. FUr den
vierten Oberton erhtilt man so folgende Ergebnisse:



340 S.･ Iguchi.

Tabelle 9, Die den Werten vofi xla und y!a entsprechenden

Werte von riw f6r den vierten Oberton;

x.la

QJ/a

111e)･ 2/16 3116 4116 5116 6116 7/l6 8116

ll16

2!16

3116

4it16

5/16

6!16

7f16

8!16

O,2599

O,1632

O,0572

-O,0536

-O,1355

-O,1517

-O,0971

o,oooo

 O,2656

-O,0264

-O,2832

-O,4717

-O,5464

-O,4786

--O,2788

 o,ooeo

O,1218

-O,2932

-O,6241

-O,8302

-O,8672

-O,7173

-O,4056

o,oooo

-O,O154

-O,3724

-O,6378

-O,7847

-O,7851

-O,8215

-O,5367

o,oooo

-O,0976

-O,2456

-O,3368

-O,37Q4

-O,3453

-O,2658

-O,1444

 o,oooo

-O,1208

o,eo71

O,1319

O,2266

O,2641

O,2310

O,1343

o,oooo

--O,1133

'O,2455

O,5459

O,7405

O,7811

O,6490

O,3678

o,oooo

-O,1066

O,3418

O,7094

O,9416

O,9824

O,8113

o,4s81

o,oooo

,

   Abb. 11 zeigt die Schichtlinien fUr diesen Fall. Daraus sjeht
man, dass hier drei Knotenlinien entstehen, deren erste die A(ittellinie

y == a/2 des Quadrats ist, wdhrend die zweite und die dritte symmetrisch

                               zu den beiden Mittellinjen
                                ,
Clliili]

}ae

e
a

-ae

-tl4

o.
" "

ilill(l)

-q

CSI} -qe

-ae

- pt

e

0

:ai

[l21)

-a2

Abb.Il. SchiehtlinienderTv'-Flh'ehe
     ilir den vierten Oberton.

Iiegende geschlossene Kurven
sind.

   3) Dritte Sehwin-
gungsfamilie. NNTir bet-
raehten zuletzt den Fall, wo
die Sehwingungsflelche unge-
rade symmetrisch in den beiden

Aehsenriehtungen ist. Hierbei

mttssen die beiden Zeiger
o?z( = r) und n( = s) die geraden

Zahlen 2, 4, 6... sein, und die

schwingende Mittelflsiehe der
PIatte hat mindestens zwei Kno-

tenlinien x=a12 und y== b12
(dies entspricht dem zweiten
Oberton), vtTie Abb. 12 zeigt.

Nuri fo]gt aus (9) ftir diesen Fall

Aot =: Bm =:O.
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Adiithin geht (33a) bzw. (37a) iiber in

bzw.

A4,+
8o'b2sL

.H},

  B; =:O eooe-oee'-e-e-eo-"x
  ,t  Prn
r

(65a･)

B;n +
8b2m2pa

7ra21il.
z
s

Ag =o. .e-ee.e.-'''"
P?nv

(65b)

Intblge der Analogie dieser Gleiehungen mit

(48a) und (48b) kann man die Werte von pa
wieder mit Hilfe der Frequenzgleichung (51)

berechnen, wenn man nur in dem Ausdrucke

von K;ts

   -Z{l;'s = 6,,42b.21iltiii2 illi rz;'.2,p;. ," "e (66)

r ==n==s= 2, 4, 6... setzt.
   Ftir die quadratische P]atte ist ersiehtlich

wie in 1)

y

Abb.12. Knotenlinien der
Sehwingungsfigche fljr den

   zweiten Oberton.

S+-ai

+-lffnere"lttztte

to
a2

in +

tazIx

und aueh

B4n(; BA) = AA, PAin =' Pmn

:
r

f,z' -p--- IX. Ag
Pns '

Somit lasst sich der Ausdruck fttr 4s wie folgt vereinfaehen:

Kns
 8n2pa

'TPnslllLi

8n2pa
.

7r
[(n2+s2)2-ps2](i/n2+paGtg-i}-v'n2+pa-)/7'b2-foGtg-{li-i/n2-p

 eeeeee-ee-o-oe-e-ee---ee"-it--e"-e (67)

)

In ghnlieher Weise
Naherungswerte von

wie in

pa aus

den frttheren Falien 1<ann man die ersten

ti, = 1-.Kh2 == O
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bestimmen, Verm6ge (67) ergibt sich so fiir die quadratische Platte

   ilptTi Tt gtg -i},/p+4---i/pa-4 ctg iiil-i/mp-f+.(6342mopapt,) == O･

Die Aufl6sung dieser Gleichung liefert die Vgrurzeln fUr den zWeiten

bzw. fttnften Oberton

             pa-tu-10,92 bzw. p=24,25.

Ihre genaueren Werte, die durch die L6sung der Determinantenglei-

chung ･･
                     A, =O

ermittelt werden, sind

      fo --.t. 10,965 (fUr den zweiten Oberton), ee･･eee･eeeo (68)

      lf =24,631 (fUr den fUnften Oberton). .･ee.o.･ee-e (69)

Ferner wird die Eigenfunktion fiir die quadratisehe Platte dureh

   2VtptN' 2;ilSicboftt eeoeeeeeeenoe"eeeeo"-o-e"e---e.e-b-eeeoee ()70a)

                                            'mit

   w-' tswtpt :Ll'it[vn(-i}) sin "a7' y+v.(-i't7 ) sin na7r x] ,

        r ...･･e (70b)
        An
   an == IZii

ausgedrUckt. Die Werte der Beiwerte a. sind

     fttrdenzweitenOberton: fUrdenfttnftenOberton:

     a2 =1) a2 =1)
                             a4== O,61172,     a4 == -O,44914,
                                             (71b)                     (71a)
     a6 ='-r-O,23801, a6 =-O,58071,

     as === opO,14939, as == -O,34694.

Die weiteren Berechnung fttr t-t' (70b) mit diesen Werten von a. fUr

den fttnften Oberton liefern folgende Ergebnisse:
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Tabelle 10, Die den Werten von xld und y!a entsprechenden

       Werte von Wt fiir den fifnften Oberton.

343

x!ct

Qyla

1/16 2/16 3116 4116 5/16 6116 7116 8116

1116

2116

3116

4116

5116

6!16

7!16

8116

O,6470

O,8552

O,6692

O,1097

--O,4947

-O,8166

-O,6058

o,oooo

 O,8552

 1,4326

 1,5401

O,9775

O,1153

-O,5324

-O,5252

o,oooo

 O,6692

 1,5401

 1,9452

 1,5010

O,5490

-O,2701

-O,4194

o,eooo

O,1097

O,9775

 1,5010

 !,2108

O,3663

-O,3593

--O,4591

o,oooo

-O,4947

O,1153

O,5490

O,3663

--O,2611

-O,6853

-O,6125

o,oooo

-O,8166

-O,5324

-O,2701'

--O,3593

-O,6853

-O,8879

-O,6356

o,oooo

--O,6058

-O,5252

-- O,4194

-O,4591

-O,6125

-O,6356

-O,4233

o,oooo

o,oooo

o,oooo

o,oooo

o,oooo

o,ooeo

o,oooo

o,oooo

o,cum

   Abb. 13 stellt die aus die-

sen Gr6ssen von wM' gebildeten

Schichtlinien der nd'-Flaehe

dar. Daraus sieht man, dass
es bei dieser Schwingungsart
sechs Knotenlinien gibt, von
denen z"rei mit den beiden Mit.

tellinien des Quadrats Uberein-

stimmen, wahrend die Ubrigen
vier symmetrisch zu den beiden

Diagonalen liegen.

  XIi. Die Dffkxckkniekung.

   Ie AZIgemaeines. In dem
zweitenBeispielwollenWirUnS Ahb,i3. schichtiinienderma'-Flgcherar
jetzt.mit der Untersuchung der
                                     den fiinften Oberton,
dureh'Randdruckebelasteten ･
sehwingungsfreien Reehteekplatte beschaftigen.

   Da hierbei pa :O ist, so erhalt man aus (8a) und (8b)

                                                   '       p.. =(m2+$ n2)2-m2p-p[llin2Q,                                    l o･･-･････... (72a)

                                    J
          =: (m2 + A2.] (m2 + Ra2)

e･it@Ne"i(l[l)

Do..seot

Z[El)
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mit

A2.g .hm a2

A"2J thppO' b2

A2nimR,£2 =::

n2-S±V P42 --ge7-n2(P--
[;? Q)･

                      gi.2(p g;Q);

       pnn pmpt-' (n2+-Zal2;'m2)2mn2Q'{;fTm2p,

          =. (ve,2+Ag,)(n2+2h')

mit

       12i,) dninny .!7/ ,,,2-g±Vg' -21/ .2(Q-21/ i),

       a2.-A,e =2V-!lli' --2// "z2(q}--21/ p)･

Die weiteren Ii"ormeln fttr diesen IKniekungsfa･11,

Formeln (ll) bis (37d) entsprechen, 1<6nnen

letzteren mit tZ'=:O sowie mit Einfiihrung der
AusdrUeke fttr a., RA, 2. und RA, ermittelt werden.

   Es ist leieht ersicht,lieh, dass die

Platte dureh die Randdruel<krafte insofern-es ihre

elhnlieh ist wie die bei der Biegungssehwingung.

je nach ihren Randbedingungen symmetrisch,
oder unsymmetrisch in der x- oder y-Richtung;
m(=:?') und n( = s.) sind dementsprechend die

3, 5..., die geraden 2, 4, 6... oder die
3... zu nehmen. Der praktiseh wiehtlgste Wert
der ldeinste 1<ritisehe Randdruck, unter

Mittelfiaehe der Platte eine einfache -Vg7ellenform

bildet. 'Besehranken wir das Problem auf solehe
wir den Zeigern opi(=o･) bzw. n(== s) die ganzen
oder 1, 2, t3... geben, je nachdem die gegentt

x==O und x--a bzw. :y ==O und z.i ==b unter
gungen stehen oder nicht.

    Z. Die vierseitig frei aufliegende Platte
bei den Schwingungsfallen erhzalt man fttr diese

           p.ot == (m2+-ili?ln2)2-?7z2p- a2?2Q = o,

2" P,2
...... (72b)

1 .ee･･o
(73a)

...... (73b)

welehe den allgemeinen

 unmittelbar aus den
    oben angegebenen

deformierte Mittelfiache der

        Form betrifft ganz
        So knickt die PIatte

     ungerade symmetrisch
      als XX,Te}'te der Zeiger

       ungeraden Zahlen 1,
   nattirljehen Zahlen 1, 2,

        .der Knicl<lasten ist

 welchem die ausgeknickte
         ohne Knotenlinie
         Falle, so mtissen
         Zahlen 1, 3, 5...

       berliegenden Seiten
      denselben Randbedin-

(Abb. 2 I).

 I'latte

Analog wle
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Oder bekanntlieh

              (m2+Lge?.n2)2

          P:=L' 2 -e-'---.e-ee-eeeeo-""-.---.-(74)
              ･m2+ 9a n2 .                  Pb2 .
                                        'Der ldeinste Wert von P geht aus dieser Formel mjt m-imn=1

              (i +X,; )2

          P --
               1+ ga2 ' .............. (7s)
                  pab2

            =:2, wenn a =:'; b, g := p･

Daraus folgt auch , ,
                                  7r2N             lbi.mcoP=:1 Oder pamin = a2 '

Dies ist die Eulersche IKnie}<formel fUr den a.n beiden Enden firei

drehbar gelagerten geraden Stab,

   3. Die auf der Seite x = O volikommen eingespannte und auf
den tibrigen drei Seiteza frei aufliegende P!atte (Abb. 2II). Wegen

des unsymmetrischen bzw. symmetrischen Verlaufs der elastischen
Linie in der x- bzw. y-Riehtung hat man den Zeigern "?,( == r) die

Zahlen 1, 2, 3... und den anderen n(==s) dagegen 1, 5, 5...
zuzuordnen. Damit und mit den entsprechenden Werten von c.,
ca,, d. und d" ergibt sich aus (13a) und (14a), wie beim Sehwingungs-

falle

             11,, --= R,, (Eltg 7rR,,-RA (Sltg 7r2A = O･

Ftir die Platte mit vierseitig gleiehmassig verteilten Randdrue]<en

g -- p (P -"mp-' -X,2 Q) wird aus (72b)

             R.=={l-n', RA-V$?-n2-P･

                      '
Folglieh l<ommt

      T[l'-n Etg 77b-an-"Pt n2-.p Stg 7rV-ge?-7･b2-P .t O･ .････ (76)

`
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Der kleinste Wert von P kann dureh Aufl6sung dieser Gleichung
mit n=:1 ermittelt werden. Fttr dig. quadratische ?latte. erhalt man so

                -P :=: 2,6627,･ ･････o･･e････e･･･････e･･･e (77)

   Multipliziert man die Gleiehung (76) mit r und nimmt den
Grenzwert fiir b = co, so geht die Beziehung

                1--'7T'V!P"ICtg ffrV/--IE' lmdn- O ･･e･..･....e･..･e (78)

hervor. Dies ist die IKnickformel fUr den an einem Ende vglll<ommen

eingespannten und am anderen drehbar gelagerten geraden Stab. Man
findet daraus

                P= 2,0457

als ihre kleinste Wurzel.

   4. Die auf dien zwei benackbareteza Seiten x = O undi pt == O voXXe

kommexx eingespa"nte axzad auf den anderen zwei Seiten frei aufliegende

Plaete (Abb. 2III). Ixi diesem Falle knickt die Platte unsymmetrisch

iq beiden Achsenrichtungen aus, und fUr alle Zeiger m, r, n und s

sind die ganzen Zahlen 1, 2, 3... zu nehmen.
                                                        (t   Da nun die Randbedingungen dieser Platte durch

          c.==d,,==o, eh=da==-:

definiert werden,    so folgt aus

An -thrp A" = m n29

7r2

(9)

1:;]Z"rs+g' :pt.)Arn･

`

B. == Bh == ' o7z?7r2 :i] :i]Ars+ g¥A.,.

Damit geht (13a) bzw. (17a) ttber in

bzw.

Anl},+2I!'IZ2(R2nh=-AZ2)

Bonlin+

er

]X i5.･z --ut--o

r

Ftir

27rL'(,lth-24j2i

den Sonderfall,

T

)2 p"i., == o･

s

･e････････････ (79)

wo g := p(Q -"m- -ba,2 Z]) ist, ergibt sich daher
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             "n" 2;:Zl:P pu ,B.'Z anim O'

                                      eeeeoe"oo'eeeee (80)
        ' Bm+2,b,ZIZIIIIIIIi':ilitl::;.=O ' '

                        s
mit

   J}, == {l-nGtg :iil"Ln-,V-geF-n2-p gtg av",V-ge?-n2-p,

                                             e-eee (81)
   .(in = -!l-m gtg :Z{1!b{Hm-p--b-1/mz-p stg JZILb yim2nvp,

        aaa ･                                 a

Dureh Elimination von B. in der ersten Gleichung (80) ergibt sieh

          ke'/"'uskl'Z':2=$L:.ip;. I (82'

Ftir die durch g}eiehe Randdrucke g b---- p belastete quadratisehe Platte

lasst sich der Ausdruek fRir K.. wie folgt vereinfachen:

        2n2pKlg "-pa'- N

       w'1}vPns

                          2n2P
       7r(n2+s2)(n2+,s2-P)(tngtgn7r-1/n2-PEtgvr}/n2-P)'

                    -o}---o--{e--ee-o---eeee-et-e-e--o- (83)

   In ahnlicher Weise wie in Ziff.,5 des II. Absel}nittes k6nnen
die Werte der Knicklast･en P durch die L6sung der Determinanteng-

Ieichung, die dureh Elimination der unend]ich vielen Unbel<annten
At, A2, A3... in der ersten Gleichung (82) gebildet wird, ermittelt

werden. Das Rechenergebnis fiir die quadratisehe Platte mit gleichen

Randdrueken g =:= p ist

                       1!' =3,2316･ ･･･e････L･･････ee･ (84)

   S. Die auf den zwei gegentiberliegenen Seiten x = O utnd x == a
vollkommen eingespannte und auf den tibxigen Seitewa fffei aufliegexxde

Platte (Abb. 2IV). Aus dem analogen Grunde wie fttr den entspre-
chenden'Schwingungsfa11 (s. S.23) ergibt sich fiir die symmetrische

Ausknjekung der Platte



,

348 ･-S. Iguehi.-
              G,v =' a･n `rY-g"i}Rn-Xn `･Yhvg LIiia'n deT O'r

                                .. t
Fdr den Sonderfall, dass die P]atte durch die gleichen [Randdruel<e

g=:pbeanspruehtwird,istwiefrUher, ,

             Rn"-ilL7i', Afn=="-ge?-n2-P･

Damiterhaltman ,,･ ''･
       -i}nSg :gn-"-geF.n2-pSg-Z}V-gS?-n2-p--.o, ..... (ss)

ederfUrP((･-hNPg22=-aM,P) ''''''

                                       '       n Sg Zg n-i/nZ-P' iigg a2Tb vin2-IiiE) == Q.. ........... (86)

   Die kleinste Knicklas't P bzw. P' ist die niedrigste Wurzel der

Gleichung (85) bzw. (86) mit n == 1. Die wirldiche Durchrechnung
1'iefert die in folgender Tabelle zusammengestellten Ergebnisse.

        Tabelle 11. Die den Werten von bfa bzw. a/b entsprechenden

          Werte von P bzw. Pt fu'r die Rechteckplatte mit g == p.

b!a ftir P

a!b fur Pi

P
PI

O,5
I

5,924

15,299

i

1,O

3,830

3,830

1,5 2,O

3,768

2,OIO

3,825

1,481

2,5

,3,872

1,273

3,O

3,905

1,174

oo

4,OOO

1,OOO

Abb. 14 zeigt, wie sich die Werte von P und P' abhangig von b/a
bzw. alb andem. Daraus sieht man, dass die Gr6sse von .Z]' sich fUr

die gr6sseren W.erte von bla als rund 1 immer nur ein wenig andert
und bemerl<enswerterweise nie den Grenzwert 1' == 4 fUr b = oo, d.h.

die Kniel<!ast fiir den Plattenstreifen mit einer 1<onstanten Breite a

ttbersteigt, Es ist ganz nat･ttrlieh, dass P' ftir alb -la oo mit der

Knicldast P' =1 ftir den an beiden Enden frei gestUtzten geraden
Stabes Ubereinstimmt.

   Reissner(i) hat die Kni'clamgsfialle der dureh die parallel zu nur

einem Seitenpaar wirkenden IRanddrue]<e beanspruehten Rechteekplatte

                    tt                             '           '
   (1) H. Reissner, Zentralbl. Bauverw. Berlin 29 (1909) S. 93.

l
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ausfUhrlieh untersucht, beschrgnkt aber

auf mindestens zwei gegenttberliegenden

auf den Fall, dass

Seiten frei gesLUtzt

die

ist.

Platte

v

8

7

6

5

4

3

hC.k: 2

1,

  e

Abb.

9=P

+
'

L'1

P

------

p

･P

g-p

P=4vrns/a=oo

P'

:

P'=1ju'ra/b=eo

  e as la zs aa as so as
    ------eD bjov21nRa,C6yitn,e'

l4. Werte von P bzw. Pi abhb'ngig von b/a bzw. alb.

'

   6. Die auf den drei Seiten x== O,y== O undN =' b vollkommen
eingespannte und auf der einzigen tibrigen Seite frei aufiiegende Platee

(Abb. 2 V). Die einfaehste IKniel<ungsflaehe diesei' ?latte ist unsymmet-

risch in der m-IRichtung dagegen symmetrisch in der y-Richtung.
Zur Ausreehnung dep kleinsten Knicklast muss man daher den
Zeigern m(--T) die ganzen Zahlen 1, 2, e3..'. und den anderen
n(= s) die Werte 1, 3, 5... geben,

   Den gegebenen Randbedingunget} genttgen nun die Werte

                    ,3          ctn==O) Cm::e2e

Durch

    d. = ml-2(-1)" == 1,

Eini}(ihrung dieser 'SAierte in (9)

    An = Aa =p ,,1,3, ;.] ;]Ars

d£ = 2+(-1)n :1.

 erhalt n'ian

'+ g¥Arn ･

     x
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                 12          Btn = - m2rrz1i] :Iii]Ars+21iil:Amsi

          B4, :: O.

Somit folgt aus (13a) und (19a)

          A.+ L:ILn2(ilik.t`hh"'Aa2) 2 ,B.,r. th"th-' O'

                       r .......... (87)
          -B"" + 4M2(,,Ail;iiilR;S) : pA.S, =: O'

                       s
Durch Elimination von B,.( -in B.) kommt

          llllllMllli'ii"iin)rlAg7iT,i,li'R22jxoz($-..f.,:) ) `88'

                        r
Der Ausdruck fUr -Z;, bzw. G. ist derselbe wie in (14a) mit Werten
von A. uxtd Aa aus (72b> bzw. (19b) mit Werten voll A. und A'. aus

(73b). FUr gleichmdssig verteilte Randdrucl<e g = p ist

                                 b2          A2n-A;e2:-P, A2mthRa62=(l}==ff,1', '

und es gilt

   -tL, =- -g nGtg 7rb" n---･V-i5?-n2-p igtg vrV-[Iie n2-P,

                                           ･e･･･ (89)
   G. -- -Z m sg g.b m-- £-i/m2-p mg {i}e ,/crn2-p.

   Die wirldiche Durchvechnung flir die quadratische ?latte mit
g=:p liefert

                   P hhi-' 4,3144 e･･･････････････e･･････ (90)

als den niedrigsten Wert von P. Das Rechenverfahren wird auch
hier unterdrifekt, weil es ganz ahnlich ist wie in Ziff. 5 des II.
Abschnittes.

   7e Die vierseitig vollkommen eingespannte Platte (Abb. 2VI).
Da hierbei der gesuehte kleinste Wert von .l!' zp aer in den beiden

Achsenrichtungen symmetrischen Ausknickungsflaehe der Platte ge-
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h6rt, so muss man den beiden Zeigern m( ==r) und n(==s) die
ungeraden Zahlen 1, 3, 5... geben. Diese Beschi'ankung flir die
Zeiger gibt

                cm = c;. == dn == cla : 1;

dementsprechend ergibt sich aus (9)

             16      A"==kn27r21:ll]E･I-liArs+2:iArn, Aa==o,

                                      '
              16      Bm--"n---m2.2]:i]]Ars+2t/i,I:dAms, Bh==O.

Somit sehreiben sich die Formeln (15a) und (19a) wie fblgt:

          A.+ 4n2(i2"ct:iRP) IX ll.,r. =O,

                       r e-bede-e- (91)
          Bm+ 4"Z2(,t,kG-.--"Ala2) : pA.S, = Oe

                        s
Durch Elimination von B. in der ersten Gleichung (91) erhalt man

          k-,;.=SKiin6X//SA,,il',l2)soa(f,?.-,a,k2) l' (92)

                         r
Der Ausdruck ftir G(. bzw. G. ist derselbe wie in (16a) mit Werten

von A. und Ah aus (72b) bzw. in (19b) mit Werten von A. und Aa, aus
<73b).

   Als Anwendungsbeispiel fUr die Ausrechnung der Werte von P
wahlen wir jetzt den Fall, dass die Platte dureh Randrueke von zwei

verschiedenen Verteilungsarttn belastet wird.

   1) Die dureh vierseitig gleichmassig verteilte
Randdrucke g--pa (Q=-bi,l]) belastete Platte. Da fur

diesen Fall

                                      '                        '   2n-nv-gn, Rh---V-XIFn2-p, A2.rk"2---P,

   2. :-li-ml Ah2 = ,V-l;/-"z2-(2 - -: viwz2-P, AZ,-Rh2- (2 ==: -ll/;-P

                                           '
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ist, so lautet G. bzw. G. ebenso wie (85) bzw. <89), wljhrend KL,,, in

(92> dureh

          KLbs ==: '#::g{l,2: G.;i2..,;. '''''''･b''''''"･'.'' (93)

                       r
ausgedrttekt wird. Fttr die quadratische Platte sind die Zeiger m( = T)

und n(==.g) vertauehbar, und der Ausdruck fttr KL,, lasst sieh wie

folgt vereinfachen:

.zir;,, .,, - 47z2(RZ-2:?)

         TGnPng

                          4n2p
       7r(n2+s2)(n2+s2-P)(n`.vYg!l}n-i/7r,2':I']-LP'Sg-i;v!E'2=-lli)'

                                 '                     ---.eeoe---..--.---.n----..ne--.-e (94)

Dureh Elimination der unbekannten Beiwerte Ai, A3, As... in der
ersten Gleiehung (92) erhdlt man die gleiche Deiierminantengleichung

(51) wie fttr die Biegungssehwingung.

   Nun bezeichnen wir mit idi den 'YXTert des ersten IEIementes der

gleichen Determinante d.h. von 1-Kli, und mit id2, "3, id4, ids den-
j'enigen von ,jeder aus den ersten 2, 3, 4, 5 Zeilen und Spalten beste-

henden Determinante. Zum Zwecke der Ermittelung des kleinsten
Wertes von P fUr die dureh gleiehe Randdrueke g:==p belastete
quadratisehe Platte reehnet man zunachst jede Gr6sse der oben-
genannten Determinanten der Reihe nach ausj welche den versuchs-

weise gewahlten Werten von P=:5,O;5,1;5,2;5,3 und 5,4 ent-
spreehen. Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengestellt:

            Tabelle 12. Werte der den versehiedenen･Gr6ssen
                von P 'entspreehenden Determinanten.
1

Pa2
P==
Nsc2

d! d2 'A,a d4 A,

5,O

5,1

5,2

.5,3

5,4

- O,15688

-O,05132

 O,03898

 O,11714

 O,18548

-O,35301

-O,21747

-O,10175

-O,OO182

 O,08531

-O,39742

- O,24551

-O,11578

-O,O0372

 O,09403

-O,42999

-O,26566

-O,12532

-O,O0408

 O,10168

-O,45677

-O,28221

-O,13313

-O,O0434

 O,10802

Wurzeln 5,15498 5,30196 5,30357 5,30363 5,30363



        ]])ieEigenvvertproblemeflirdieelastiseherechteckigeDlatte. 353

Aus dieser Tabelle er.kennt man leicht, dass die Wurzel jeder Deter-

minantengleichung ausser "i==O nur ein wenig gr6sser ist als 5,3.

Die in der untersten Reihe der Tabelle angeschriebenen Ziffern sind

die Werte der 'VNTurzeln, welghe mit [E[ilfe der ILagrangeschen Inter-

polationsformel ausgerechnet sind. Somit k6nnen wir

                 P == 5,3036･･･e････ee････････e,･etes･ee (95)

als den riehtigen Wert der kleinsten Knicklast anneh,men. Dies
stimmt ganz befriedigend mit den von Sezawa,(i) Taylor,(2) Fgeaxims(3)

Treefftz(`) sowie von Weinstein(5) ausgerechneten Werten Uberein.

           . me

'

K

T

rr

mo

9

8

7

6

5

g

             3
               a as lo zs ao as ee i5
                 ..m-b bla
              Abb. 15. Werte von P abhgngig von bla.

   Ferner zeigt die Tabelle, dass die Konvergenz der ZahlenfoIge
der den Determinantengleichungen idi = O, d2 == O ... entsprechenden

Wurzeln sehr gut ist. Man I<6nnte also einen hinreichend genauen
                                         'tttt.t.. t
  (1) K. Sezawa, J. Aer. Res. Inst. Tokyo IX (1936) S. 409.
  (2) 1. Taylor, Z. angew. Math. Mech. Berlin X3 (1933) S. 147.
  (3) H. Faxett, Z. angew. Math. Meeh. Berlin X5 (1935) S. 268.
  (4) E. Trefftz, Z. angew. Math. Mech. Berlin !S (1935) S. 337.
   (5) A. Weinstein, J. Lond. Math. Soe. XO (1935) S. 184.
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P="ftinbla=eo
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Wert der Knicl<last erhalten, wenn man nur zwei oder drei Zeilen
und Spalten der Determinante n5hme. Das gilt auch fUr die frUheren
Fti･lle in Ziff. 4 und 6 dieses Absehnittes. Aber man muss hierbei

beaehten, dass das nicht im allgemeinen fUr die Platten mit ungieichen

Seitenverhaltnissen zutriflt; in der Tat, je mehr das Verhaltnis b/a

zunii:nmt, desto Iangsamer konvergiert die Zahlenfolge. Die wirkliehe

Durehrechnung zeigt, dass die Gleichung d3==O einen gentigend
genauen Wert von P fttr die Platte mit bla:l{3 gibt. Die folgenden
Ziffern sind die L6sungsergebnisse der Gleiehung g4 == O.

Tabelle 13. Die den Werten von bla entspreehenden

     Werte von P flir die Platte mit g==)).

b,ia

'

l
]

l
i

1,O

P
l

5,304

1,5

4,118

2,O

3,887

2,5

3,885

3,O

3,892

oo

4,OOO

  Aus Abb. 15 sieht man, wie sieh die Werte von 1' abl}angig von bla

" andern.

     2) Die durch auf zwei gegenUberliegenden Seiten
  gleiehmassig verteilten Randdrucke pu(g -la O) belastete
  Platte. Fttr diesen Fall ergibt sieh aus (72a) bis (73b)

p.. == (m2-"-[l;?-n2)2-m2P = (m+A?,)(m2+RA2),

p4,,, =: (n2+ {;/-m2)2--£11-7n2P == (in2+ A?.)(n2 -l- R4k) ,

1.llL,,j == -iS?-n2--:l-±V {i2 --Z-? n2p, 2k-Ra2 =: 2,v/ P2
4

a2

b2
n2P

'

it;S) -"-- -::(7?z2 ,l 77zl..t'P), 2;,-A;,? =T ilib,2 7ni/p-.

Durch Einftihrung dieser XVerte in die vorher angegebenen Formeln
kann man dlie weiteren Berechnungen fUr den betreffenden Fall durch-

fUhrei). Man muss aber noch beachten, dass fUr P<4a2?z21b2 die
beiden Argumente R. nnd 2as komplex werden. Geinass (9kg2) ergibt

sich so fttr diesen 'Fall
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R2n nyA

 Gn

t2

n- =

{5 Of 7i-Vft? n2-f+ cosg}/MP'

Sin 7rA/!L2 n2-2
b2      4
+

sin -Z{1 i/]i-)

   2

. oee-e---oee (96)

2V

Mit Unterdrttekung
Zahlenergebnisse in

      p'a2
Toz2-T

v'P

der weiteren Bereehnungen
Tabelie 14 zusammengestellt.

sind 'hier nur die

eq

z,o

ge

8o

ro

oo

SD

ve

30

20

to

e

g=e

p p

P
v=e

P=qfanSla=eo

e as ze zs ao as eo
   pt bke
 Abb. 16. Werte von P abhh'ngig von bla.

as

Tabelle 14. Die den Werten von bla entsprechenden
   Werte von P ftir die Platte mit p (g = O).

Ke

bla 1!2
I･2!3

l,O 2,O 3,O oo

P 9.1,296 31,930 10,074 4,835 4,282 4,OOO
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Abb. 16 zeigt die Anderung der Gr6sse von P in Abhsingigkeit von

bla. Die von Sexawa* ausgereehneten Werte von P sind ein wenig
kleiner als jene vom Verfasser.

                 XV. Pie Schttbknickung.

   1. Ailgemeixxees. Als das letzte Beispiel wollen wir unsjetzt mit

den Schubknickungsfallen der schwingungsfreien Platte besehaftigen,
Da in diesem Falle pa == P -- Q == O ist, so geht die allgemeine Gleichung

(6) tiber in

A..(m2+-#Fin2)2+m#..2(2ba22m2n2+-[:1-n4)>illA..((-1)mc.---c;)

              '
            + n24,,2 (opz4 + 2ba22 wz2n2)¥A.,,((-1)nd,mdg) .

            +bu3,,!.lge,2:ll.]:lil]Ars((-1)me.-e4)((-i>"d,-(lg)

               8a･T             + b7r2 ;l.;:i]Km,t,'sAe･s=:o

oder

   amnAmn+:Yt3SmnrArn+::i]7mnsAms+X=8mnrst4rs+T:iE] i]ll;nnrsArs =O

                                         '        , o-o--b"eeoe-eeo-et---eeepo"-e"ee- (97a)

mit

               a2a.n == 7
Er2ab (onz2+-sTt n2)2,

Bonnr == LX2L(rilitL'+ ba33mtZ22 )((-1)mc.-el) ,

7?nns = -"
2Z2 ( 2ba + b.".Z,2 )((-1)"cl.Ndg),

                          '

      4aSm"'s == ,,2b(('-l)MCr-c;)((-1)"d,-d,'), (97b)

'･e K. Sezawa, J. Aer. Res. Inst. Tokyo XX (1936) S. 409.
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           1-(-1)m+r 1-(-1)n+s
Kmnrs "m2'n2
             frb2-o'2 n2-s2

      -n2[2+(3M1)M-21-uaz(,il;)"i]((-1)mc.+c;)1-n(2tts1)i"-'S

      im.2[2+(3-l)n-.21i,(,-.,1)1((---1)nd,+dg)1m.(,i-1,)..',n""

       +[-2±(3-1)-M-m21-.(,-,,;)M][?+,(i 1)nm21 i5, li,1)n].

            × ((-1)mc. + cS)((-1)"cl. + dg) .

Der Vergleich dieser Formeln mit Formeln fUr die Schwingungs- und
Druekknickungsfalle zeigt, dass das L6sungsverfahren obiger Gleichung

verschieden ist ven demjenigen, welehes ieh in vorigen Abschnitten

zur Ermittelung des Wertes von p sowie von P angewandt habe, Diese
Verschiedenheit beruht wesentlich darauf, dass die Differentialgleichung

vierter Ordnung fttr diesen Fall einen Differentialquotienten von
ungerader Ordnung in bezug auf jede Veranderliche, nzamlieh das Glied

 e2w     enthalt. Ferner ist die aus Division von (97a) durch a.. her-

vorgehende Gleichung als eine unendliche Reihe in bezug auf den
Zeiger m oder n summierbar. Aber diese Summierung bringe 1<eine
fttr die AusfUhrung der weiteren Bereehnungen vorteilhaftere Gleiehung

hervor als (97a), weil es hierbei unm6glich ist, die unbel<annten Bei-

werte A., mit zwei unabhangigen Zeigern r und s aus (97a) zu elimi-

nieren. [Die L6sungen fttr die verschiedenen Sonderfalle folgen jetzt.

    Z. Die vierseitig frei aufliegende Platte. Da hierbei alle Beiwerte

c., ch, d. und dh verschwinden, so lasst sich die Formel (97a) verein-

fachen zu

       amnAmn+ tZiX=Kmnf'sArs =: O .ee.eeegeeeee..o.eeee. (98a)

                rs
mit

       a-n:: :lllZb (anJi+-gie .2)2,

                  1-(-1)m+pt 1-(.--1)n+s
       Kmnrs==M27Z2 m2-r2 n2nys2 )
                                             ･･e-･ (98b)
            ==･(m2-4oO,2ninn22ths2) (Mn++sO'ungerade).

                              "
  e
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Dies ist nichts anderes als die Formel von Timoshenko,' die er mit

der [Energiemethode abgeleitet hat, und stellt ein System von unendlich

vielen homogen linearen Gleichungen fttr die unbekannten Beiwerte

A.. dar.

   Die Werte von T k6nnen dureh Aufi6sen der aus den IKoe{fizienten

dieser Iinearen Gleichungen bestehenden Determinantengleiehung er-

mittelt werden, Der praktiseh wiehtigste XNTerte dei' IKnieklasten ist

die kleinste kritische Sel)ubkraft, unter der die Knicl<ungsfiache der

IPIatte eine einfachste Form bildet. Besel}ranken wir das IProbleln nur

auf solehe Falle (oder noeh allgemeiner auf die Falle, in denen die

elastische Linie jeder Diagonale des Reehtecl<s sieh symmetrisch in

bezug auf ihren Mittelpunl<t gestaltet), so mtissen wir den Summen

ooz+n die geraden Zahlen 2, 4,6... geben. Der Grund dafUr ist in

Ziff. 3 des I. Absehnittes erwahnt worden. Mit UnterdrUckung

der weiteren Berechnungen sind hier nur die von Timoshemko
ausgerechneten niedrigsten X?Verte von T in folgender Tabelle zusam-

mengestellt,

Tabelle !5. Die den Werten von bla entsprechenden 1]L'erte

    von T ftir die vierseitig frei aufiiegende Platte.

           ･ (nach Tirnoshenko)

bla 1,O 1,2 1,4 1,,5 1,6 1,8 2,O 2,5 3,O

T 9,4 8,O 7,3 7,1 7,e 6,8 6,6 6,3 et,1

   3. Die auf den zwei gegentibexiiegendert Seiten x == O

volikommen eingespannte und auf den tibrigen Seieen frei

Platte (Abb.IV). Aus den Randbedingungen dieser Platte

             con==-1-2(-1)M, ca,==2+(-1)m,

             aln = dh == O･

und x == a

aufiiegende

ergibt sich

  ""' S. Timoshenko, Eisenbau Leipzig 12 (1921) S. 147; S. Timoshenko, Theory of
Elastic StabRity, S. 357 bis 363. New York und London 1936. Siehe ferner: E. Seydel,

Ing.-Arch. Berlin 4 (1933) S. 169; E. Trefftz u. Fr. A. Willers, Z. angew. Math. Mech.

Berlin k6 (1936) S. 336; Fr. A. Willers, Z. angew.' Math. Mech. Berlin 18 (1938) S, 93.
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Folglieh wird

   Bim. -- --2;2L( 2ba + b",3i:liZ )(i+(-i)-"r)(2+(-i)r),

   Ymns =: Smnrs =" O)

   K;,tnrs ": [ (m2-Il3tl :2-s2)

          -.2( 2+(i:1)M -2 1mll;;;;1,)M )](1--(-bmtT)(1-(-l)n"s) .

Damit geht Gleichung (97ct) fifr A.. tiber in

       amnA?nn+21bemnrArn+XXKhmrsA?･s -h O ......p..e... (99a)

               r rs                             t tt             '
mit

   a.. =: :b (m2+LitSt2 n2)2, )

          '
   B... =: -n2( 2b" + b",3m'2,)(2+(-1)r) (m+r gerade),

   Kinnrs =4[ (.,-xe.,2)n(#,m,,) .. (99b)

       , -n2(2+(3ny-1)-M-21-.(,-,,l)M)2;,ii,;)r]

          '
                           (za/Z++sO' ungerade)･ J

                                           '
Wi'e man aus diesen Formeln sieht, mttssen die Summen m+r fUr

B... immer gerade, die andereh m+r und n+s fUr K..., dagegen
ungerade sein. Ausser diesen Besehrankungen fUr m+T und n+s hat

man noeh darauf zu achten, dass die Summen m+n gerade oder un-

gerade sein mttssen, je naehdem die Diagonale des Reehteeks sieh
symmetriseh oder ungerade symmePriseh in bezug auf ihren Mittel-

punkt ausknickt,'Fttr die' niedrigsten -VgTerte von T sind also die

Sumpaen m+n gerade und daher gehtaus (99a) fblgendes System von

Iinearen Gleiehung fttr A.. hervor:
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Die Werte von T k6nnen durch die L6sring der durch El!mination
von A.. in diesen GIeichungen hervorgehenden Gleiehung ermittelt

werden.
   Die durch (100) dargestellte Anordnung der unbekannten Beiwerte

A.. ist fiir die Durchflihrung der weiteren numerischen Reehnungen

deswegen am bequernsten, weil jedes A.. in der ersten Gruppe (ohne
T) der Reihe naeh sehr leicht eliminiert yNTerden kann. ][]"erner sind

die Beiwerte A.. in jeder･Gruppe vorteilhaft so anzuorden, dass die

Koeffizienten a.,,+B... auf der Diagonale sieh nach ihrer Gr6sse
geordnet in der Reihenfolge von links oben nach rechts unten befinden,

damit man aus den so hergestellten Gleiel}ungen, deren Glieder von

hinlanglich grossen XVerten 77z und n ftn (je nach der Gr6sse des
Seitenverhaltnis bla der Platte) vernaehlassigt vLTerden, m6glichst genaue

Werte von T ermitteln 1<ann. So zeigen die wirklichen Reehnungen
zum Beispiel, dass die Glieder mit Asi ldeinere EinflUsse auf die Ge-

nauigkeit von T haben, als die Glieder mit Ai7 sowie mit Aig, wenn
das Verhtiltnis bla･ gr6sser ist als 1,5.

   Als Rechenbeispiel "Ta'hlen wir die ?latte, deren Sejtenverht£ltnis
b/a :2,O ist. Vernachlassigen wir alle Amn ausser Aii, fli3, A3i, A33,

Ais, Ai7 und Aig in der ersten Gruppe und alle ausser A22, A24 und
A26 in der zweiten, so erhalten wir aus (100) zehn homogene lineare

GIeiehungen fiir zehn unbel<annte Beiwerte A... Daraus eliminiert
man zunachst alle A.. in der ersten Gruppe und dann weiter alle
A.. jn der zsveiten, so dass zuletzt folgende Determinantengleichung

kommt:

,

       48,18503-O,345087T20,OS917T2 O,02893T2
  ",ii:!! O,35668T285,91367-O,52787T2-O,02880T2 ,,,.o
          O,26045T2 -O,06480T2187,49079-O,32510T2

 Bezeiehnet man mit "i das erste Element dieser Determinante und
mit A2 die Determinante aus den ersten zwei Zeilen und Spalten, so
findet man die VgTurzeln

    1. aus di==O: Ti=±11,817,

    2. austi2==O: 7>==±10,276, TS==:±16,148,

    3. ausal3==O: !Zh==±10,212, T6== !l6,127, Tg'--l24,955.
,

Die Wurzeln Ti, 7}i und iZli geh6ren zum ersten Eigenwert, namlieh

zu dem gesuehten niedrigst･en Wert von T, urid die anderen 711, T5
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bzw. T5' zum zweiten bzw. dritten Eigenwert fttr die Knickungsfamilie

mit symmetrischen elastischen Linien in den beiden Diagonalenricht-

ungen. Gemass der Knickungseigensehaft der durch Sehubkrafte
                            beanspruehten Reehteckplatte jst es

                                              .  rae

  Z6

  le4

 F n2
 g lze

S.ml

ii:e

    e72      pt n
Abb. 17.

        Tl, tZ}t,

b/a zunimmt,

   Analog habe
mit an
Tabelle 16

'

Tn

3 4

    Darstellung der Schnelligkeit

der Konvergenz der Zahlenfolge

          T, .･･ ･

        desto langsamer

           ich die niedri
  deren Seitenverhaltnissen

      zusammengestellt.

   ganz nattirlich, dass d]e GIeiehung

   id == O imtner Paare von Wurzeln
   mit gleieher Gr6sse und entgegen-
   gesetzterp Vorzeiehen hat.

      Aus den ermittelten IRechener-
   gebnissen oder aus Abb. 17 erkennt

   man, da･ss die Konvergenz der
   Zahlenfolge Ti, 1le, fTb ... sehr gut

   ist; aus id4 =: O wttrde mittels der

   Newtonschen Interpolationsformel
   der gleiche Wert 10,212 folgen, wie

   CZIi aus id3 ---' O. Somit kann man

   T-- 10,212 als den richtigen Wert
5 von 7' annehmen. Man muss aber
   beacliten, dass die [Klonvergenz der

   Zah]enfolge Ti, T2, 7"3... nicht
   unter allen Umstttnden so gut ist
   wie hier; je mehr das Verhaltnis
konvergiert die Zahlenfolge.

gsten VgTerte von T fUr Rechteckplatten

 ausgerechnet. IDieErgebnisse sind in

Tabe}le 16. Die den Werten von bfa entspreehenden

    Werte von T.

bla 1,O 1,5 2,O 2,5 3,O oo

'T 12,28 11,12 10,21

'

9,81 9,61 8,99

   Wenn die Platte sich in der y-IRiehtung unbegrenzt ausdehnt, so
wird sje ein unendlich langer PIattenst･rejfen mit l<onstanter Breite a,

so dass der Vgfert von T mit waehsendem bla gegen 8,99 (nach South-

welki") strebt. Die Abhelngigl<eit der Gr6sse T von bla･ zeigt Abb. 18.

  " R. V. Southwell u. S. W. Skan, Proc. Roy. Soe., Lond. a05 (1924) S. 582.
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   Aus den vorhin ermittelten Werten von TE nnd Tg 1<ann man ent-
nehmen, dass der zweite Eigenwert von T ftir die IKnicl<ungsfamilie mit

symmetrischen elastisehen Linien in den beiden Diagonalenrichtungen

ein wenig kleiner ist als l6,127; man kaim T== 16,1 als einen guten

Naheruiigswert ansehen. Zur Berechnuug der genauen h6heren Eigen-

werte rnUsste man i}atttrlieh weitere Glieder in den Gleiehungen fUr

A"tn heranziehen.

             re

re

f2

lf

ra

9

8

g.

K7
          i6

            5
              a as ze ns ao as ae 3s
               '--k'--- blakeXarayth･T'

         Abb. 18. Werte von T bzw. Tt abhtt-ngig von bla bzw. a/b.

          tte
   "ieiter wollen wir uns jet･zt mit dem Falle beschaftigen, dass die

PIatte sich mit konstanter Seitenlange b in der x-Richtung
allmahlieh ausdehnt. Da man hierfttr zweckmelssig den 'VSrert von

                         T'b2                    Tt ..,
                         ATbr2

                                                'anstatt von T(fE-:2i) berechneti so formt man die IFormeln (99a) und

(99b) in

      ahnAmn-l':,.-Bin7brrirn+T'SXKmnrsArs == O ･･･.･..... (101a)

              O' 7.S

-.
-----r

T

a

H-"--

` t

'

-.

T

T=S.9Pftinbla=eo

T'

7ks.3sfaralh=oo
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um mit

ah,. = -!;/-a.n --- crg2ba(-il/:-7?z2+n2)2,

Binn."--h in2
,Bfnnr==-n2

(-ZitL+get2,-)(2+(-1)r) (m+o'gerade),

K..r, als demselben Ausdrueke wie jn (99b).

                                            '                                        '   Daraus lassen sich die niedrigsten Werte von T' in

Weise berechnen wie vorhin. [l]abelle 17 und Abb. 18

Ergebnisse.

           Tabelle 17. Die den Werten von alb entspreghenden

                       WertevonTt. .

  (101b)

 tihnlicher

zejgen die

alb 1,O 1,5 2,O 2,5 3,O ･oo

Tt 12,28 7,78 6,70 6,40 6,17 5,35

    Selbstverstandlich muss fUr die quadratisehe Platte, d.h. fUr a =: b

                    T= T, =12,28

sein (s. Tabelle 16). Ferner ttberzeugt man sich leicht, dass fttr

alb = eo, also fUr den Plattenstreifen mit I<onstanter Breite b im

Einklag mit SonthvielX ,
                    T --z" 5,35

'ist. ･

    4e Die vierseitig eingespannte Platte (Abb. 2VI). Dureh Ein-

fiihrung der den betreffenden Randbedingungen entsprechenden Werte

von c., ch, d. und clh (5f) in (97a) und (97b) erhalt man

                                '                                   '
    amnAmn+:i)BmnrA,'n+¥7mnsAms+:ii] :i]SmnrsArs+ ]1:i]IKmnrsA,;s =" O

             '                    e-ee-e---e-ee--"o-o----te---n--e. (102a)
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mit

amn fi,: 7
sr2ab (m2 -F -[SF-n2)2, "

Bmnr==-n2
(2b"+ba,!,"n'2,)(2+(-1)r) (m+o･gerade),

7mns=-m2(2b"+baMn,2)(2+(-1)s) (n+sgerade),

S...,==
k6,2(2+(-1)r)(2+(-1)s) (Il]l;1,"gerade),

           4m2n2 ･Kintnrs =
       (m2-r2)(n2-s2)

       -4n2[ 2+ (i, 1)Mnv2 1-77(b2h,,;)M] 2 itt2(is:)r ,

       m47?z2[im2+(3-.. 1)"-21-i,;,1)"]2o-7-z2(m-o'l2)S

                        '
       +4[T2nv+(3-1)"r-2"1.-.(,-,,;)M][2+(3-1.)mn-21-/,--,,,1)"]×

                                              '             '
            ×(2+(-1)o')(2+(-J)s> ' (nZl+.," ungerade).

                                     '
   Ebenso wie iin letzten Falle l<6nnen die

aus diesen Formeln mjt o?z+n = 2, 4, 6... ermittelt
muss aber darauf gefasst sein, dass die wirklichen

viel,iniihsamer sind als vorhin; denn

in den aus (102a) hervorgehenden Gleiehungen hat
Mjt UnterdrUcktmg der Einze]reehnungen sind die.
folgender Tabelle zusammengestellt.

                           ff

           [l)abelle 18. Die den Werten von bla entspreehenden

                        Werte von T.

365

(102b)

     niedrigsten Werte von T

             "Terden. Man
           Reehnungen hier
1<ein unbekannter Beiwert Amn

             Nullkoeflizient.

             Ergebnisse in

b!a 1,O 1,5 2,O 2,5 oo

T 14,58 11,40 10,96 10,85 8,99
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Die Gr6sse T-nv 8,99 fUr bla == oo, d.h.

konstanter Breite a ist natttrlich gleich

ehenden Fallin Ziff. ,3 dieses Abschnittes.

sieh die Gr6sse von T mit bla lj･ndert.

              fe

F

to

1"

13

me

rl

va

ig

fiir den Piattenstreifen mit

derjenigen fUr den entspre-

 Aus Abb. 19 siehtman, wie

               e
                 e as zo zs ae as ae
                   ot bne
                Abb.].9. WerteTabhh/ngigvonbla,

   S. Die vierseitig eingespamente Rechteckplatte unter Zusammenpt
vvirkung vott Druckd und Schubkrliften. Die Gleichung der unbekannten

Beiwerte A.. fUr diesen Fall kann leicht aus (6) mit p :O und den
den gegebenen Randbedingungen entspreehenden XVerten von c., c;, el.

und dg ermittelt werden. So lautet

   amnAmn + ZSmn,nyArn + ='YmnsAms + = =8motrsArs + TX : K;nnrsArs =: O

           rs rs rs                     ................................ (103a)
mit

a.. = 7
sr2ab [(on2+-g-? n2)2-m2p--i}1-n2Q], )

      '
B.,,. :: -[n2( 2,a + ba,3i :)--li-(p+i]leli,l-',: (I})](2+(-i)o')

                           (･t,e+?' gerade),

J e

"

T
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                   tttttor.., T---[onz2( 2," + iili]; )--!1,(:ll,'2p+-[lif-Q)](2+(-i)s)

                                                (103b)

         . (n+s gerade),
s..,･. -- -.8,[ 2b" -e,(S,, + bit,i, e)](2+(-1)ov(2+(-1)s)

                           (nnZ++sOO gerade) ,

K;,t.r,alsdemselbenAusdruekewiein(102b). J

   l.Nunmehr sir}d allgemein drei Unbel<annte f', Q und T vorhanden.

Um eine von ihr)en zu ermitteln, ist es daher notwendig, dass die

tibrigenzweigegebensind. Setztmanalso ･

                      - pu ny P
                    rc pt T - IZi-･

so ergibt sich insbesondere fttr die quadratische Platte unter der Wir-

kung der tiusseren Kr5fbe T und g -- p

a.. ,., 2g2L[(7n2+n2)2-rc7'(77z2+n2)], )

Xllmnr･== -[n2(2+ ,:,2,)inrcT(1+ ec, )](2+(-1)r) (m+T gerade),

7mscB=nv
[o?z2(2+?ii2)HrcT(1+7.t3,2)](2'+(-1)s) (n+sgerade), (104)

8tn7trs == j?Vt[2-rc7i( iz2 +Lsl}t)](2+(-1)r)(2+(-l)s).

                                    CntZ++sO' gerade).

Selbstversttindlieh ist K..., wieder der gleiche Ausdruel< wie in (102b).

   Wenn man nun alle A.,, ausser den ersten neun (namlieh An, A22,

Ai3, A3i, Ais, Asi, A24, fl42 und A33) vernaehlelssigt und die Symmetrje-

relationen

   amn==amn) X9nmr==7nmr) /(gnms=:7oitns) 6mnrs:8monsr

367
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berUcksichtigt, so erhalt man

von linearen GIeiehungen:

S. Iguehi.

aus (103a) und (104) folgendes System

An

 O,55594-O,08854 ic T

      O,44444 T
-O,97994+O,42096 rc T

-O,83772+O,39402 K fli

      O,17778 T
 1,62114-O,18013 ,K T'

A22

      O,Q5521 T
 21,54709-1,51717 ic T

     -O,87883 T
      3,0609B T
-24,81950+2,94055 tc T

      3,49761 T

A,,+A31

- 1,37886+O,37886 ic T

     -2,4000Q T
 25,50122-3,02716 ic T

 1,20228-O,64598 }c T

      1,23429 T
-25,37886+1,81987 re T

.

-pm,

Als+Asl

t

- 1,37886+O,37886rc T

     -1,58730 T
 1,13117-O,69015 ,t T

160,18385-6,72220 rc T

     -4,02116 T
 1,62114-O,18013 rc T

A24+A42

     -O,07011 T
-21,40975+ 2,35244 rc T

       1,56863 T
       2,57013 T
2o7,66o72-10,4s346itT

      - 8,04413 T

A33

  1,62114- 1,62114,c T

       12,96ooO T
-!94,75772+18,19873icT

  4,24228- l,68598 rc T

      -l8,51429 T
 347,34012-18,38674KT

=o
== o

== o

=o

=o
= o.

   Dureh Elimination

algebraische Gleichung

liefert:

         Tabelle 19.

von
fttr

 Amn in

T, deren

diesen Gleichungen k6mmt eine

Aufi6sung folgende Ergebnisse

Die den Werten von K entsprechenden

Werte von T, .P und T+P.

2-rc=;T

o,e O,5' 1,O 1,5 2,O 2,5. 3,O co

TPT+P 14,58

o14,58

7,09

3,55

10,64

4,50

4,50

9,OO

3,24

4,86

8,10

2,51

5,02

7,53

2,04

5,10

7,14

1,72

,r),l6

6,88

o5,305,30

   DenZusammenhangzwischendiesenGr6ssenzeigtAbb.20, Daraus

sieht man, dass eine geringe Zunahme von -P eine ziemlich grosse

Abnahme von T hervorbringt, insbesondere wenn das Verhlj･Itnis l]7T

1

{t
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klein ist. Man kann also sagen, dass die Platte sich leiehter durch

Drucklasten als durch Schublasten auskniekt, wie es auch allgemein

fUr die Platten mit andei'en Randbedingungen de' r Fall ist.

k
'
k
ec

N

T

ts

ge

ne

za

fr

10

e

8

7

6

5

e

3

z

f

o

glap=v?

T
-e.---'-".

N"/ft

[

"
".

t-e-est- T

gaPmtiT

)ptp

r P=5,3Tmx=oo
'

p

'

e as
   pt
Abb. 20.

  10
･WsPiT

zj ae qs ao

Zusammenhangzwischen den Druck- und Schubknicklasten

      flir die quadratische ?latte.

,t5

                     Zusamrnenfassung

   Zur bequemen Ubersieht Uber die bisher ermittelten Reehenergeb-

nisse sind die den verschiedenen IRandbedingungen der IE'latte entspre-

ehenden Werte von pa, rd, R'P', T und T' in folgenden Tabe]len noch

                                                'einmal zusammengestellt. '
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Tabelle 20. Werte von p(

      schwingenqe PIatte

=f l/f-2V,'l.') und y.'(-Sb;:,.2V,T.')

ohne gusseTe Druck- und Schublast.

fUr die .

Randbe-
dingung

ftir den Grundton ftir den Oberton der quadratische PIatte

b/a f. {x

a/bf. y!

y

o

-+ n
bt

l

aE---"
x

1,O

1,5

2,O

2,5

3,O

co

 1,O

 1,5

 2,O

･ 2,5

 3,O

v v! Tonarten IJ. mbl'

2,396

1,915

1,756

1,685

1,647

1,563

2,396

1,578

1,309

1,191

1,129

1,OOO

1. 0berton

2. 0berton

3. 0berton

4, Oberton

5. 0berton

6. 0berton

 5,236

 5,942

 8,727

10,159

11,472

13,556

1, 2, 3,..

}f

fl

)7

f7

11

nceec

2

1

2

3

1

3

a- -

b

oo

I
I
i

/

2,933

2,538

2,413

2,358

2,329

2,267

2,933

1,760

1,387

1,229

1,151

1,OOO

1, Oberton

2. 0berton

3. 0berton

4, Oberton

5. 0berton

6. 0berton

 5,547

 7,024

 9,584

10,357

13,080

14,205

1, 3, 5...

2, 4, 6...

2, 4, 6...

1, 3, 5...

1, 3, 5...

2, 4, 6...

t
2

l

2

3

1

3

1,O 3,646 3,646 1.0bertQn 7,437 1,3,5.,. 2,4,6...

1,5 2,736 3,736 2.0berton 10,96,5 2,4,6... 2,4,6...

b
2,O 2,489 2,489 3.0berton 13,393 .1,3,5... 1,3,5･･e

a
2,5 2,408 2,408 4.0berton 16,717 1,3,5... af,4,6...

3,O 2,350 2,350 5.0berton 24,631 2,4,6... 2,4,6...
.

oo 2,267 2,267.
m - pt M

'

 ee Der Zahlenfolge 1, 2, 3 ..., 1, 3, 5 ... bzw. 2, 4, 6 ,., von m entspricht

  die unsymmetrische, symmetrische bzw. ungerade symmetrische Sehwing-
  ung in der x-Riehtung.

ecac Den ungeraden bzw. geraden Zahlen von n entspricht die symmetrisehe
  bzw. ungerade symmetrische Schwingung in der y-Riehtung.

    Die den in obiger Tabelle angesehriebenen Werten von pa entspre-

chenden Knotenlinien der vierseitig eingespannten quadratischen Platte

werden sehematisch wie foIgt gezeichnet.

,
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Grundton 1. 0berton 2. 0berton

a

a

+ + -

- +

3. 0berton

1

i

4. 0berton

+

/+

+

+

+

+

+

+ +

5. 0berton

+-

-+

                               nTabelle 21. NiedTigste Werte von P( == i:tli"2) und Pt(=

    f.in`r die sehwingungsfreie Platte ohne b'ussere Schublast.

pbg

XVit2
)

Randbe-
dingung

P

y ･g=p

b

q"-
P

x
o

4=P

bla f. P

alb f. P,

112

2f3

1,O

1,5

2,O

2,5

3,O

oo

g == p

P

5,924

･3,830

3)768

3i825

3,872

3;905

4,OOO

P
15,299

3,830

2,OIO

1,481

 1,273

･1,1'14

 1,oeo

Randbe-
dingung

es

bla

ll2

2B
1,O

1,5

2,O

2,5

3,O

oo

P

q= p

15,548

9,266

5,304

4,118

3,88.7

3,885

3,89se

4,OOO

g =Q

91,296

31,93e

10,074

 4,835

 4,282

 4,OOO

   Die Werte von P fiir die duroh gleiehe Randdruck

quadratischen Platten mit anderen Randbedingungen

e g =p belasteten,

 lauten wie folgt:

a----el
"----'fi-

a

:

:

:
:

ge

P == 2j663, P= 3,232, P F 4,314.

,
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Tabelle 22. Niedrigste werte von T(= Xiti22) und Iv(= Xibi2e)

           fifr die sehwingungsfreie Platte..

Bandbe-
dingung

s
 l

Ti

 ,
 `
o

i-t-il"

  b
+am-

s

t

t

tx

P "= 9 == O

bla fifr T

alb £lir CPt

o,o

O,5

1,O

1,5

2,O

2,5

3,O

oo

T

 co

12,28

11,12

10,21

9,81

9,61

 8,99

av

 co

12,28

7,78

6,7e

6,40

6,17

5,35

Randbe-
dingung

p= g=O

blca

o,o

O,5

!,o

1,5

2,O

2,5

3,O

oo

T

 oo

14,58

11,40

10,96

10,85

8,99

 a=b
P=9= KT

K

o,o

O,5

1,O

1,E

2,O

2,5

3,O

oo

T

14,58

7,09

4,50

3,24

2,51

2,04

1,72

o,oo

?

o,oo

3,55

4,50

4,86

5,02

5,10

5,16

5,30
'

                                                     .   FUr die vierseitig frei gestUtzte Platte sind die von Timoshenkev

ausgerechneten Werte von T in Tabelle 15 (S. 54) zusamrnengestellt.

   Im Vorangehenden sind die Eigenwertprobleme fiir die Rechteek-
platten mit vier vor und aueh nach der elastisehen Deformation gerad-

linigen Rgndern ausftihrlieh untersucht worden. Aber es ist nicht so

schvrer, diese Behandlung noeh so zu erweitern, dass die allgemeinen

IFormeln auch fifr die Platten mit elastiseh biegsamen R5ndeTn, d.h.

fUr die ?latten rnit vollstandig freien Rctndern gelten. Dies k6nnte

sehon dureh Hinzufligung eines konstanten Gliedes in jeder Funl<tion

X;. und [K, gelingen. Einige Beispiele ftir die reinen BiegungszustSnde
derartiger" Piatten sind in meiner frUheren Arbeitenee angegeben, aber

ich unterdrbeke hier die weiteren Untersuchungen dieser Falle.

    Zum Schlusse sei betont, dass der Verfasser dem bel<annten Tafel-

werke von K. Hayashi sehr viel fttr die AusfUhrung der numerischen

'Rechnungen verdankt. Herrn T. Kishimoto, S. Sawada und S. Ono
haben bei der [[Ierste]lung dieser Arbeit wertvolle [Eililfe geleistet.

Sapporo, im Marz 1938.

      S. Xguchi.

   ec S. Iguchis Eine L6sung flir die Berechnung der biegsamen rechteckigen

Berlin 1933; S. Iguchi, J. Civ. Eng. Soc. Tokyo X6 (1930) S, 663 bis 725.

Platte.


