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|特集①力学系理論一一応用数理における新しい展開 i

格子力学系の最近の進展

Shui-Nee Chowt1 John Mallet-Parett2 (和訳:西浦廉政)

要約

1 序

[筆者紹介]

[英文タイトル]

[訳者]

格子力学系理論における最近の進歩を概観する.とりあげる話題は，パター

ン形成，空間カオス，分岐ノTターン，進行波及び伝播停止現象である.さらに

モザイク解と呼ばれる平衡状態についても論ずる.モザイク解とは各格子の要

素が，十1，-1及びOのみからなる定常状態であり，そのような解の安定性の

判定基準も与える.また，任意の安定解に対する空間エントロピ-hを定義

し，パラメータによっていかにこの値が変化して行くかも考察する.系は，h 

の値が， 0 (パターン形成)か正の値(空間カオス)かにより定性的に区別される.

この論文では，最近の格子力学系(LDS)理論の最近の発展について概観す
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る.格子力学系とは，格子A<;;Rdの空間構造に付随する無限次元常微分方程

式系であり，電子回路，物質科学，生物学といった幅広い分野で適応されてい

る([6]，[9]， [15]， [18]). LDSは，ある特別な極限として偏微分方程式を含むが，

それらには見られない独自な現象も多く見られる.ここでは，定常状態や，進

行波解に焦点をあてる.実際，規則的なパターン(パターン形成)や，空間的に

カオス的なパターン(空間カオス)といったような安定平衡状態は，ことのほか

興味深いものである.なお，以下に述べる多くの結果は， V. S. Afraimovich， 

J. W. Cahn， W. Shen， E. S. Van Vleckの諸氏との共同研究によってえられた

ものである.

2 格子力学系

我々の様々な結果や手法は，整数格子Zd<;;Rdや R2上の六方格子，R3上

の結品状の格子を含むさまざまな格子やその上の方程式に適用されるが，ここ

では特に，定義として A=Z2<;;R2ととり，簡単のため，次のモデルを考える.

Ui，j ーβ+Lj+Ui，j一βXLjXUi，j-f(UiJ， (i， j)εZ2， 1 
L1+Ui，j = Ui+l，j+Ui-1，j十Ui，j十1十Ui，j-1-4ui，j， (2.1) 

L1X Ui，j = Ui+l，j十1+Ui-l，Hl十Ui+l，j-l十Ui-1，i-1-4Ui，j，

これはスカラー変数u(i¥j)に関する無限次元常微分方程式系である.ここで，

L1+とL1X は，Z2上の離散的な 2次元のラプラス作用素であり， (十と×の記号

によりその平均をとる方向が表されている.)β+とFは，正負およびOの値

を取りうる結合係数である.非線形項f:R→Rとしては，典型的にはN型の

グラフを持つ次の原点対称な三次式，

f(u) = yu十u3， (2.2) 

(y<O)や，より単純な単調増加の場合(y>O)，さらに，a( -1<α<1)によっ

てその対称性を崩すことのできる

f(u) = (u-a)(u2-1)， (2.3) 

のようなものもよく用いられる.

一殻に，fがリプシッツ連続ならば，初期値問題(2.1)は， 100 = loo(Z2)にお

いて，適切であり，解u(t)(tは，時間ノTラメータ)は，s+， sXの{直にかかわ

りなく t=Oの前後で局所的に一意に存在する.また，式(2.1)は，格子内の平

行移動に対して不変なので，u(t)が解であることと，5au(t)が解であること

とは同値である. (ここで， {5α}αEZ'は f∞上に (5αu)η=仙+マと作用する平行

移動の群.) [lJおよび[12Jで，平行移動の群を用いて，系の平衡状態が調べら

れている.関連する次の方程式の数値実験が[4Jでおこなわれている.

1ん=-L1B( -L1AUi，j-f(Ui，;))， (i， j) E Z2， 

ここで，係数は，L1B=Lj+十L1
X，L1A = CtoL1+十α'lL1X，非線形項は(2.2)に似た

Uu)=log ((1十u)/(l-u))+(y十2)uであり，u(i， j)の取り得る値は， -1< 
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u(i，j)<lである.実験は， Z2上の有限な部分格子の上で，ノイマン条件およ

び周期境界条件の下でおこなわれ，初期値としては，ランダム値を採用する.

ao， al，およびσの様々な値に対し， 2種類の秩序ノfターン(縞(ストライプ)模

様と市松模様)や，空間カオスが十分時間が経った後観測されている.

3 市松模様と縞模様の分岐

前節で述べたモデJレで，秩序ノTターンがいかにして出現するかを分岐理論を

もちいてあきらかにする.その解析は局所的ではあるが，その豊かでb複雑な構

造があきらかになる.

いま， (2.1)において 1(0)=0，I(u)=yu+g(u)， y=I'(O)， y>Oを仮定する.

今，Mとして 2x2の空間周期をもっ， 4次元の Fの部分空間

M = {uE!OOlui，j=Ui+2，j=Ui，j+2すべての (i，j)εZ2} 

をとる.任意の uEMは，次のように表現される.

Ui，j = (-1)川 ω十(-l)jx十(-1)iy十z

この式は，Mを表現する座標系(ω，x，y， z)ER4をあたえる.ちなみに， ω，

x，y，zは実際に平面に表示した際に，それぞれ，市松や，水平縞，垂直縞，

一様な平面に対応する. (2.1)を，M上に制限した場合，式は次のようになる.

ぬ=(8β+-y)ω+gl 

i = (4β+十8βX_y)x十g2I 
'ト (3.1)

ジ=(4β+十8sX-y)y十g3I 

ヰ=-yz十g4

ここで，gk=gk(W， x， y， z)(l三辻三二4)は，原点の近傍では少なくとも 2次以上

の非線形項である.y>Oなので， (ω，x， y， z)口 (0，0，0，0)をとおる三次元の中

心多様体z=の(ω，x，y， s+，βX)が(s+，βX)=(y/8，y/16)の付近で存在すること

がわかる.すなわち zは， ω，x，yの{直からきまる. [3Jにおいて， (3.1)の

中心多様体に制限した力学系の挙動が調べられており，様々な平衡状態の存在

について調べられている.平衡状態としては，安定な市松模様，縞模様があり，

同時に種々様々な複雑な形をした不安定な模様がある.1として(2.2)をとれ

ば，分岐点の近傍では 8r>yのとき市松模様を，4s++8βX>yのときには

水平，および垂誼の縞模様をとることがわかっている.

4 進行波解と伝播停止

進行波解は，重要な解のクラスであり，しばしば数値計算で観測される.

[4Jにおいて， 2つの異なるパターンの閤(例えば反対位相をもっ市松模様)の

界面の進行波解が調べられている.Zinnerの初期の業績である[23日[13Jおよ

び[24Jも参照)は，整数格子上での進行波について，理論的考察を行っている.

[21J， [22Jでは，大変興味ある進行波解や，渦巻波が数値計算および実際の(電
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気的)実験で得られている. (2.1)の進行波解とは，次のような形のものをいう.

Ui，j = cp(i cos θ+jsin θ-ct) (4.1) 

ここで，cp: R→R， cERは波の速さ， 8ERは運動の方向を示す.θがあらか

じめ与えられたパラメータであるのに対して，速さ Cは求めねばならない解

の一部であり， 0またはそれ以外の値をとりうる.仮に c=Oであれば，解は

単なる平衡状態に過ぎない. (4.1)を(2.1)に代入すると cキOならば，

-c〆(ご)=ーβ十(L1Kcp(ξ)十dσcp(ご))一βX(L1K+σcp(c)+ L1Kσψ(ご))

-f(cp(さ))， c εR  (4.2) 

のような関数微分方程式となる.ここで， L1rcp(c)= cp(c十γ)+cp(c-y) 

-2cp(c)であり，K=COS θ，σ=sin 8である.典型的な境界条件として，

cp(:t 1) =:t∞がある. (2.3)より，f(:tl)=Oであり，これは 2つの安定した

平衡状態を結ぶことに対応する. [13Jでは，s+， sX<O，および，ある一般の

fのクラスに対して一次元格子(つまり， 8=0の場合)での(4.2)の解の存在

(cp， c)が示されている.証明には，位相的不動点定理がもちいられている.さ

らに最近，高次元での進行波の存在と，その一意性が無眼次元メJレニコフ法を

用いるホモトピー的アプローチにより， [16J， [17Jにおいて示された.

次に重要な現象として，伝播停止をあげたい.Keenerは， [14Jにおいて，

パラメータがある範囲にあれば，進行波解が動かなくなる (c=O)現象につい

て述べている.たとえば， (2.3)のようなfに対しては，ある a*E(O，l)が存

在して一♂三二α三三♂の範囲において，c=c(α)=0，すなわち伝播停止が生じ，

a*< :tα<1の範囲においては土c(α)>0となることがわかっている.これは，

GヰOなら c本Oとなる放物型の偏微分方程式とは対照的である.伝播停止が始

まるあたり，すなわち cがOに十分近いとき方程式(4.2)は，特異摂動問題

となる.著者の l人とR.Nussbaumとの共同研究により，遅れの項のみを含

む特異摸動型の関数微分方程式が研究されている ([19J，[20J参照). [5Jにおい

て， (2.3)を単純化した次の非線形項に対し

f(u，α) = u-sgn (u-α(4.3)  

伝播停止の向き Oへの依存性が研究されており，次の結果が示されている.

ここで述べる♂(θ)の奇妙な特徴は， (2.3)をはじめとする，一般の滑らかな

fについても，成立するものと思われる.

定理1.非線形項として(4.3)をとり，s+<O， sX=Oとしたとき，パラメータ

αに関して伝播停止の始まる{直を，♂=♂(8)と定義すると，♂(めは， 。の

関数として，傾き tanθが無理数のとき連続であり， tan 8が有理数および

土∞であるとき不連続で、ある.

(4.3)の場合はtan80が有理数か土∞のとき liminfト θoa*(8) >♂(仇)が示
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されており，それゆえ，無理数方向に向かつて進む波より，有理数方向に進む

波の方が，止まりやすい傾向をもつことがわかる.このことは，結晶成長の言

葉で説明することも可能である.また定理1の証明には，力学系の一般的な手

法(メルニコフ法や，比較法を含む)が用いられている. [7Jにおいて， 1次元

格子Zにそって連続的に移動する座標系を用いて，進行波解の安定性と摸動

の一般的な問題が研究されている.特に(2.1)に，離散時間を(Euler法のよう

に)用いたときの無理数速度の進行波解が研究されている. (有理数の速度の場

合の結果は[11Jを参照されたい.)移動する座標系の構成は，決して自明ではな

く，1∞の線形向型群 GL(l∞)の連結性に依存している.

5 モザイク解

パターン形成と，空間カオスの形成を，大域的に理解するために，平衡解の

ある特別なクラスを考える.それはモザイク解と呼ばれるもので， [8Jにおい

て紹介，研究され， [10Jにおいても調べられている.系(2.1)の非線形項とし

て，次の集合値関数をとり

r(一∞，-，) if U = -1 

{，U} if -l<u<l 
f(u) = i 
I [y，∞ if u = 1 

l ゆ if lul > 1 

モザイク解を，次のように定義する.

定義

(5.1) 

fとして(5.1)を採用した系(2.1)において，各(i，j)εZ2で，Ui，jE{ -1，0， 

l}となる平衡解をモザイク解と呼ぶ.一般に，u: Z2→{-1， 0， 1}となる任意

の関数をモザイクと呼び，それらの集合を a.R'2={-1，0， l}Z'と表す.

系(2.1)の非線形項として， (5.1)をとり，さらにを εと置き換えそれ

を微分包含式と解釈しよう.これは，正の時開方向の初期値問題として適切で

あると同時に，リアプノフの安定性も意味を持つ.非線形項(5.1)の利点は，

安定平衡状態に対する陽的な判定条件が組み合わせ論的な形式で与えられるこ

とである.任意のモザイク UEa.R'2において，次の整数量を定義する.

σtj = (L1+ui，j)+4uω r;+:j = 1L1+Ui，jl， 

σi'，j = (L1x Ui，j) 十4u 山 rdご乙j= lL1xUi，jl 

ztj = c伺ar吋d{(ωα，bめ)εz21u仇α，6エ O及び|μα il十什Ib一j八1=1斗} 

zi'，j = card {(ωα， bめ)εz21同μα，6=0及び|μa-ilヱ2斗=斗|同b一jl=l吋} 

ここで， -4ζσL，σi'，js4，0三二rth ri~j 三二 8 ， 及びO三三ztJ，zr，J三二4に注意しよう.

以上の定義により， [8Jで得られた次の結論が導かれる.ここで，安定性は，

リアプノフ安定を意味する.
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定理2.モザイク uEaAzは，非線形項を(5.1)とした方程式(2.1)の平衡解で

ある為の必要十分条件は，任意の(i，j)EZ2において，つぎが成り立つことで

ある.

Ui，j=土1であるならば rtiβ+十だjβx二三y，及び、 Ui，j=Oならば，

σLβ+十σゐβX= 0 (5.2) 

吏に， (5.2)の全ての不等号が真に成り立ち，かつ次の条件がみたされるな

らば U は安定である.

Ui，j=Oの時，

4β+十ztJ|β+1+4β×十ztijβXI<y (5.3) 

定理2の安定性は比較定理と，平衡解をはさむ上解と下解を作ることで証明

される.この結果はさらに， (5.1)のグラフの近くにあるような連続な非繰形

項についても拡張できる.同時にその証明は，各平衡解の吸引領域を簡単かっ

腸に与える.では，いくつかのパターンの例を考えて見ょう.市松模様のモザ

イク Ui，j=(-l)i+jに対しては，各(i，j)において，(rムrゐ)=(8，0)となる.

定理2から，市松模様は 8s+二と7の時に隈って平衡解になることがわかってい

る.分岐論的手法により [3Jにおいて同じ条件が得られている.また，真に不

等号が成り立てば安定である.つぎに，縞モザ、イク Ui，j=(-l)i， Ui，j=( -l)j 

に対しては，各(i，j)において (rt:h r乙)=(4，8)となり，これらは， 4β+十8β×

二~y のとき，またそのときに限り([3Jにおいても同様に)平衡解であり，更に

不等号が成り立てば安定であることがわかる.

いま，図1のように，値Oの縦の列で区切された市松模様の縦縞模様を考え

る. (記号+， -， 0は，各々 Ui，j=l，-1，0を意味する.)各市松模様の幅は少な

くとも 2以上の任意の値とする.市松模様は，各Oの界面を横切るごとに，

N相変化"しなくてはならない.定理2の結果より ([8Jを参照)もし次の不等式

8s+ > y， 7β÷十2βX> y， 4β++21β+1十4βX< y (5.4) 

が全て成り立つならば，そのようなモザイクは全て安定平衡解となる.任意の

yについて， (5.4)の不等式が (s+，βX)平面の，空でないある部分集合を定め

ることが，容易にわかる.

図1に加えて， [4Jにおいて数値的に観概された多くのパターンは，パラメ

ータ (β+，sX， y)のある開集合のなかで， (2.1)， (5.1)の安定なモザイク解とし

十一十 O一十一十一 O十一 O十
一十 O十 十一十 0-+0-
十一十 O一十一十一 O十一 O十
十 O十十一十 0-+0-
十一+0-十一十一 O十一 0+
十 O 十一十一十 Oー十 O

+-+0 十一十一 0+-0+
ー十一 O十一十一十 O 十 O

国1 垂直界面をもっ安定な市松模様製モザイク解



[289 ] VOL. 7 NO. 4 DEC. 1997 

十一十一十一十 O
十一十一+0-
十一十十 0-+

十一+0一十一
十一十 0-十一十
十O一十一十一
十 0-+-+-+
Oー十一十一十一

十一十一+++十

十一十一 O一一一
十一+一十十十+

+ 十一o
十一十一十十十+

+-+-0一一一
+一十一+十十+

十一十一 O一一一

国 2 安定なモザイク解の例

+十 +十十一

一一十一一十十

十十十十一一十一

一 ++一一+

ー十十++-+
十十一…ー十十一

十 一+一一+

一一十十一十一十

O十十十一 O
-0-+ 十 0+
+十 O十一 O一一
一一 00+++
+十十 00-一一
一 0-+0++
+0+一十 0-
O一十一+一十 O

図3 空間的に無秩序なモザイク解
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て存在することが[幻によっt示されている.国2にそれらの例のいくつかを

あげる.ここでは，縞やチェックの様々な種類の配列がみてとれる.さて，い

まs+>yかつ βX>y，y>Oと仮定しよう.このとき (5.3)の不等式は決して満

たされないので，定理2より任意の (i，j)について Ui，j-土1でなくてはなら

ない.すると (rt:j，ri~j)宇 (0 ， 0) の場合又その時に限り条件(5.2) が満たされる.

これは次の， 3x3のタイノレパターンが

十十十

十++ (5.5) 

十十十

モザイクのどこにも現れないことと同値である.しかし，これら以外の十，ー

の配列は許される.函3は，そのようなモザイクパターンの一部を表している.

そこには規則的パターンはどこにもない.多くのこの類いのモザイクは，定理

2によってこのパラメータ領域では安定平衡状態であることがわかり，容易に

作ることができる.これは，空間カオスの例であり，次の節で正確に定義した

しコ

f を{-1，0， 1}からなる 3x3行列の有限集合とし，任意にパラメータ (s+，

sX，γ)を選ぶと， (5.2)， (5.3)より，部分集合Yo=Yo(r，sX， y)c Tが決ま

る.ここで，要素vE.Y は，(i， j)E.Z2を中心とする 3x3近傍へのモザイク U

の制限と同一視するものとする.γキOを固定して，c+s+十CXsX=y(c+，CXε 

{O， 1， 2，…，8}かつ (c+，CX)キ(0，0)の80の直縫は (β1，sX)平面を 2041の開領

域に分解する.各領域は，ある部分集会yocyに相当し (q+s+十qXsX=O，

q+， qXE.{ -4， -3， -2，・"，4}かつ (q¥qX)キ(0，0)となるようなf予をその領域
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から取り除けば， (5.2)の第2行自は自動的に成り立つ.)， (5.2)， (5.3)を満た

すモザイク集合のなかの部分集合 1/(s+，sX， r)<:;;'，，/{2がYOによって決められ

るので，パラメータ空間の関部分集合に相当する.たかだか2041という有限

の場合のみ考慮すればよい.それにもかかわらず，YOからグ(s+，sX， r)を決

めるのは自明なことではない.実際， これより一般的な問題(ドミノ問題)は論

理的に解くことができないことが[2Jのなかで示されている.

6 エントロピーの計算

ここでは，安定解の空間エントロピーを用いて空間カオスおよび、パターン形

成の定義を行う ([25J参照).いま，モザイク空間，，/{2の空でない任意の部分集

合グをとり，平行移動Sに対して不変，すなわち任意の αεZ2に対し品(V)

=アとなるものとする.いま，任意の正の整数の組合せ (m，n)をとり， Z2の

上で mXη の窓をつくり，それを通して要素 uεアをながめてみる.その際，

この窓のなかにみられる相異なるパターンの数を c(m，n)と定めることにす

る.0< Cm，n壬二3mnである.ここで，アの空間エントロピ-h=h(ア)を，次の

ように定める.

h(r) = limよ::-logCm，n 
m.n→∞ Ift，.，t 

(5.6) 

この極限は常に存在し， 0三二h壬ζlog3となる.また，各(logCm，n)/(mn)は，

kの上界となる.任意の (β+，sx， r)において， (5.2)， (5.3)を満たすモザ、イク
解の集合のエントロピ~ h(1/(s+， sX， r))が計算可能である.これにより，二

つの正反対の振舞いを区別することができる.

定義あるパラメータの組合せ (s+，sX，γ)において，方程式(2.1)及び

(5.1)の平禽状態のエントロピーが h(1/(β+，sX， r))=Oであるときを，パター

ン形成，h(1/(s+， sX， r))>Oであるときを空間カオスと呼ぶ.

これよりパターン形成は，安定な平衡状態のほんのごく一部をしめるにすぎ

ない.そしてそれゆえに，空間に現れるバリエーションは限られている.他方，

空間カオスは，無秩序な形をした安定ノfターンが無数に存在することを意味し

ている.

一次元格子(整数Z)においては，r<:;;'，，/{jが有限型のサブシフト，すなわち

マルコフ連鎖である時は，遷移行列の最大国有値を用いて，h(ア)は明解に計

算できる.しかし， 2次元以上になると，そのような明解な計算方法は存在し

なくなる.しかしながら，h(1/(s+， sX， r))の厳密な評価は可能である.例え

ば，r>Oとして， β+>r，βX>rとなる領域を考える.ここではグ(β七βヘr)
より，全てのモザイクは， ui，j=:t1となるように構成されており，なおかつ

(5.5)のような 3X3パターンは除外されている.よって，c3，3=29-2=510と

なり，上限は hζ(logC3，3)/9ぇ(.99937)log 2であることがわかる.一方，下限
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は，次のように考えることによって求められる.すなわち， 2つのレンガ

圧ヨおよび~E3Jからなる (2m)X η の部分格子のタイリングを全て考える.

(5.5)に現れる禁止されたパターンを全て除くと C2m，nの下限 2mnが得られる.

つまり C2m，n二三2mnとなり ， (5.6) から h二~(log 2)/2が得られる.

[10Jにおいて，幅mの無隈の帯縞で2次元格子Z2を，近似することちによ

って，かなり詳細な h(U(s+，sX， r))の数値評価がえられることが述べられて

いる.(s+，sx>r>Oの場合，h之 (.9904)log 2となる.)縞模様{(i，j)εz210三二i

<m}を考えることによって，遷移行列 Amを持つ一次元問題が得られる Am

の最大固有値をんとすると，エントロピ-h(V(β+， sX， r))は， log んによ

って近似される.遷移行列 Amは，適度な値 mに対しでさえ， 22前十2X22m+2と

いうかなり大きなサイズを持つ.他方で，Amの各列は， 0でない値はせいぜ

い2つしか存在しないので，んの計算は，メモリーは必要なものの，比較的

速くおこなわれる.
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We survey recent advances in the theory of lattice dynamical systems. 

Among the topics discussed are pattern formation and spatial chaos， bifur-

cation of patterns， and traveling waves and propagation failure. We  also 
discuss a class of equilibria called mosaic solutions， which are composed of 

the elements十1，-1， and 0， placed at each lattice point. A stability 
criterion for such solutions is given. The spatial entropy h of the set of all 
such stable solutions is defined， and we study how this quantity varies with 

parameters. Systems are qualitatively distinguished according to whether 

h=O (termed pattern formation)， or h>O (termed spatial chaos) 


