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三次元応力問題の一解法に関する覚書
　　　　　　　　　　　　　　　（直角座標系に依る）

秦　　　　謹　　　一
　（September　3e，　i954）

Note　on　One　Method　for　Soiving　Thtee．Dimepsional

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Stress　Problems

　　　　　（Refer翠ed七〇Rec㌻angular　Car七esian　Coordinaもes）

Kin－ichi　｝IATA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．・　’Abstract

　　　This　paper　is　concerned　with　one　rnode　of　attack　upon　threedimensional　stress

problems，　referred　to．　rectangular　cartesian　coordinate　system，　and　so，　relative　to　a

rectangular　paralielopiped　or　a　short　column　with　rectangular　cross　section．　This　pre－

sen’狽?ｄ　method　is　the　method　of　series，　as　Prof．　Love　described，　and　appiicable　to　the

stress　problem　of　a　homogeneotts，　isotropic，　elastic　body　of　finite　extent，　as　mentioned

above，　in　the　absence　of　body　forces．　The　expression　for　each　solution　obtalned　herein

has　three　double　Fourier　series　of　its　own，　noting　two　specified　variables　fgr　each　series，

and　when　given　functios　associated　with　glven　surface　tractions　or　surface　displace－

ments　can　be　expancled　in　double　Fourier　serles，　needed　relation　formuiae　arpong

sequences　of　coedicients　in　the　solutions　to　determine　them　may　be　readily　obtained．

　　　Though　the　fomas　of　solutions　are　simple　eRough，　these　three－dimensionai　solutions

are　exact　within　the　assumptions　of　the　theory　of　elasticity　of　the　first　order，　the　author

thinl〈s．　lt　is　regrettable　that，　using　this　method，　it　is　much　harder　to　obtain　solutions，

if　they　are　referred　to　other　coordinates　than　cartesian．

　三次元応力聞題の解法には」．Boussinesqi），　C．　Somigliana，その他多くの入kのものがある

が，それ等のうちの大部分のものがH．Neuber2）の解法に一致する事が示されている．併し何

れにしても三次元応力問題は二次元問題の様に深く研究されているとは云えない様である．此処

で問題にせんとするものは物体力が働ハてV・なV暢合でSurface　Tractions問題である．又等

方等質の弾性体の微小変位理論の範囲内とする．多くの解法に於いては，基本的な三つ乃至四っ

の調瀦函数の決定或いは選び方が可成Pl困難である．　H．　Neuber2）はその著書に於いて切欠応力

間題に耐して比較的容易に基本的な調痢1函数ρo，「Pエ，偽，砺に形を与えて解を得ているが，有

限物体に対する扱V・ではないので，そのために多くの困難を回避出来た様に思われる．有限弾性

体としての取診扱いに依れば，特別の揚合を除き三次元弾性問題は処理の面倒なものである．例

えば軸対称問題の様な揚合は勿論．尤も容易な三次元醐題であろう．但し以上は釣合方程式，適合
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条件式と境界条件を正確IC　Fk　Pl　Z．3Tく満足せしめる様に正確に解く揚合について云ってbるのであ

る．一一般的な解を求める中途で何等かの近似的取り扱いを行えばこれは別問題：である．叉境界条

件を残Pl　Fe．く満足せしめる事3臆三次元問題に於いても釣合式や適合条件式を満たすよpt一一一Ms困

難な事であb，その上境界条件の附し：方み二次元陶題よPl一層厄介である．例えば二次元問題の

単支持条件も三次元聞題では意味が明瞭でないことは明かである。固定条件のつけ方も色々考え

られるが，この：方は比較的処理容易である．有名なNadai4）の厚円板の肉汁：の支持条件の意味は

分明とは云えない様である．以下に於いて述べる一解法とは寧ろ諸氏の解法以後のもの，郎ちそ

れ等at　p（は形の上で一層具体的なものであると云えよう．此処では直角座標に依る説明を行うこ

とにする．よって短形断面短柱或いは直六面体又は充分に厚い短形板に適用出来る解法である，

即ち一応最初より有限弾性体の取り扱いを目的としている訳である．而してこの解法は別に巧妙

な点はなく寧ろ一見極めて平凡の様ではあるが，筆者寡聞にしてこの様な解が従来発表されてい

るとは知らなV・．この解はProf．　Loveの中等程度の厚さの弾性板の応力問題の解5）が一見解法

が完全であるに似す不完全で，厚さに沿って任意に変化するS疑rface　tractionsに対応する解

　　　　　　　　　　　　　　　　　　となS得ないので，この解を改善しようとして成功しな

　　　　　　　，　　　　　　　　　かったので，一先づ最初よ）1やり直して得たものであ
　　y　　多
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る．surface　tractionsを重Fourier級数に展開して解

を求める方法は解を閉ぢた形に得ることが出来す迂遠で

あるかも知れないが，巳むを得ない様である．surface

traC重ionsは考えている弾性体が静止平衡を保ち得る様

なものとする．直角座標系を使用すれば解の形はX，y，Z

の三変数に関して同じ取）1扱いをして得られたものでな

ければならないことは勿論である．直角座標X，y，　X軸

を図の如くにとるとする。

先づ応力の表現より出発する。物体力が作用していな

V・場合応力並に変位は（X，　Y，　Apt）の：重調和函数であるこ

とはよく知られているので最初よp｛その形を用いる．

砺噸典癬噛（〔謝偏＋B鴇〔誌扁　Alns　B’1　ns）＋

＋罪幡舷・・　・（〔：慧剣＋D…儒辮・・汐）＋

　　　　　　　　　　　　　　万，、，，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z）1冤，，

酔興…邸納（［，C，9．Shh　rrs2＋Fir，　z［S，‘8”，hh　r，・，2）・

　　　　　　　　　　　　　　　診㍉・s　　　　　　瓦．3

（1）



含

　　　　　　　　　　　三三次ラt応ブコ降ヨ題の一＾再争法に関する盤a華鍵＝

・曝￥蜘1．1・・…C・・β・・（〔：潔・糾曜熱論）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AR．　Blr’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ne　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rle

＋導伽・k・・c・頭〔：慧晦y＋ρ纏認晦y）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CL，“　Dl｝一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7己，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nr

＋￥￥恥・一・・β・・艦萱衿・轟〔濃詞・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瑠，　　　　　F；’，

・バ興轟・c・…紬β・・（〔謙糾畷：留・麗・）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ait．　B：・i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ns　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　雪｝3

＋興α・C・・禰卿（〔誌魏…鞠〔1舘漏）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C2．．　Dl・i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9瀞亀　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；．己7．

＋習恥・紬β・・（〔：金器η針碗翻・・・・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　躍、　　　　　珊、

a・一
狽`・・C・・k・・C・・β・・（〔継磁＋恥〔翻磁）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ans　Bns

＋騨・…”…1・…C・頭〔：舗　・＋吋認剛）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cnr　Dm’

＋琴早恥・crr　X…β・・（艦…一轍・…）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E，’s　E，’s

・…
閨E賠・・n…b・・β・・（〔誌1・…噂〔1舗・…）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o島　　　　　罵

＋写界・・繭螂（〔1溜辮…＋砺慌溺の＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　罵　　　　　　死

＋写琴鳥・瞬…β・・（〔：謡・…＋厩鷹詞・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1；s　／s

（2）

（3）

（4）

（5）
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　　　　　ゲ磐・滋・・n・…　・・si・畷1溜扁疇膿幅）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Git’　　　　嬬

　　　　　　＋th￥…？・r・蜘C・頭膿編・＋酬鰍嗣）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザ’　　　　　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　77ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nr

　　　　　　＋琴翠瑞…a・・X・酬〔：謡γ…÷ノ多・・〔：舗r…）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　竣，　　　　　蕊

　上野表現に於いて例えばσ侮申の

　　　　　　　（艦糾恥膿祠の如き式漱の・のを蹴す・

　　　　　　　　　　　　　　　　一　Flts

　　　　　　　cosh　rrs2　＋　E－rs　sinh　ti・sz　＋　Frsz　sinlt　rrsz　＋　Frs　E－rsg　cosh　rrsx

（6）

4

そして上記応力表現中cosh掬9÷瓦℃gsinhγγ39は第一行のものと名づけ他のものは第二行の

表現と名づけることにする．第一行のもののみとPl　X，y，Zをば図中の鉱y’，zlに夫汝等置すれ

ばsurface　trac亡ionsが直：方体に許される限りの対称性を有している揚・合である．

　又上記表現（ユ）一（6）が重調湘函数であるためには

　　　　　　　　　kozL’　＋　Rs2　＝　IL’ns，　knL’　＋　af7・2　＝：　M2n7一，　ar2＋　19s2　＝　？’2rs，　（7）

の関係が必要である。

　　　　　　　　　　　　　儲鴛傷…蕩卵蕩・　．　（・）

　　　　　　　n，r，　Sは正i整数とする．

但しsurface　tractionsの分布の対称性に依pl㍍，α，・，β、の分母の2を外し原点を0以外の0’

やその他に適当に移し叉その揚合に第二行の表現を適当に外し得ること明かである．例えばXノ

＝O面と37’　＝O面に関して対称にsurface　tractionが分布しzi・・0面に関？ては澱称的に分布

していない揚合は

　　　　　　　　　　　　娠器，砺誓，島号，

として図申の0〃に原点がある様な座標を選ぶことになる．そして上詑応力表現中重巖数記号

ΣΣ以外の記号下のsummand中の第二行の表現を外し（x，　y，　z）を¢1，〆，9”）に変更せし
r　　　s

めて解の形を得る，
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　以上72個の係数列を設定し釣合式と適合条件を考慮して，函数記号を決め，釣合式と適合条

件式は（1）一（6）表意中の係数列閥に適当な関係を与えることにより満足せしめ得る様に（！）

一（6）の表現を一一応決定した．此等の表現に於bてx，y，9の三変数は全く対等に扱われている。

1而してnormal　stressの表現より出発し，勿論Furier級数の特性を利用した．

　係数醜聞の閣係式を求めるに当り係数列の認号の変更を次の如くに行う．

　例えば

　　　　　　　　　Ers　Ers　m＞　E，’s，　Eo’s　Frs　一　Fs　s，　Ers　F）’s　Fzs　el　Frs　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　　　　　　Eo・s　pt）’　Eo’s，　Ans　Bns　一〉　Bets，　Cn？’　D7zo’　一　Dn，’　．

係数記聞の性質を調べるのに便利である様に，（1）一（6）表現に於いて係数列を分解しておいた

ものである．

　先づ適合条件式を考慮する．（4）のび．より出発することにする．

　適合条件式

　　　　　呵素鵬・・（θ一唖極・ザーそ錐＋券＋釣

と（4）式より積分を行って次式を得る．

　　　　　　　　　　（＝）
　　　・一（恥∬麟…（・＋の｛一早￥鰹…knzc・・B・Y・（Bns…h偏＋

　　　　＋　Bers　sinhl・nsX）　－i；．，一．”1　t－i　一2’Pilil，，，　cos　knz　cos　evi・x　（D，tr　cosh　mnry＋　bon’　sinh　mnr　y）　一1一

　　　　＋早漏…a・X…3・y　（F7・s　co・h踊轟・i・h・rrsx）｝＋・e・（・C…）＋e’（・…）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

（10）話中の最後の2項は積分に際し現れたとは云え（1）一（6）の応力表現El　pi考えて文弾性

錯乏的に取IP除くことが出来る．但しθ”とθノはX・yに関する平齎調和函数である．以下残る

5つの適合条件式中のθとして（10）の式を（zθ”十θノ）だけ外して用いることにする．

　簡単のためにΣΣを有するものを第一群の解，Σ1Σを有する部分を第二群の解，Σ1Σを

　　　　　　　　72　　s　n　　t’　r　　j有する解の部分を第三群の解と呼ぶことにする．異なる群に属する解は互いに独立であPl，係数

列闇の関係式を求めるのに，群衆に切り離して独立に求めることが出来る訳である．又明かな様

に嗣じ群に属する係数列間の関係式に於bて第一行に属するものの聞の幽静式は第二行に属する

係数列の聞の開係式とは全く同様なものであるから，第一行に関するものを求めれば第二行に関

するもの直に書き下せる．

　適合条件式



110　　　　　　　　秦　謹一一一

　　　　　　嘱＋エゐ。悌一・，

と（10），（1）式よ釣欠のものが得られる．

　　　（殊一『藷β恥。｝器砺・殊≒嘉珠・）

　　　　　　　　　　　　　　　（1！）　　　（砥一部甑・わい器砺・昨蕩琢・）

　　　　1　6L’e酷条件式▽2耐・＋。爾＝0・と（10）と（2）より

　　　（B・ゼ器B駕・D…　＝：『禁砺・馬一ラ磐再・・）

　　　　　　　　　　　　　　　（12）　　　（礁一器恥・臨一＝楚『砺・鑑呼ξ瓢・）

　　　　1　a2e灘条件噛▽㌔＋1＋。∂吻＝0・と（10）・（3）畑

　　　（賑β㌶無・賑畢砺・昨讐珠・）

　　　　　　　　　　　　　　　（13）　　　（砿一喫恥・島一期鴛；許砺熟一嘗殊・）

　　　　エ∂2θ適合条件式▽2τ武1＋ジ痂；著。・αo）と（5）麹

　　　（砺雛・恥蒲砺諏壽殊・）
　　　　　　　　　　　　　　　（14）．　　　（c；iins一・忽砿甘稔一需島・隔ラ二野・）

　　　　1　62e齢条件式▽㌔＋1＋。頒振＝o・（1）と（6）畑

　　　（乱一で恥・臨藷・砺・み一点凡・）

　　　　　　　　　　　　　　　（15）　　　（三一評孫・驚一饗：r島諏㌦％・）

せる．

6

以上の如く重調和函数に属する係数列は全べて一つの砺の重調和函数に属する係数列で表わ

次に三つの釣合方程式を満足せしめる様に，係数列間の関係式を求めるのに，（1）一（6）の表

現を代入して得られる式巾，重調湘函数錦分に対しては（1！）一（15）の5種類の式により溝足せ
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られて射しい関係式は1：Llて来ない．調和函数の部分より，一つの釣合式より第一行表現について

3個の式，第二行の表現だっV・て3個の式，計6個の式が得られる．これは一つの特定のsuffix

n．　r，Sについて何個の意味である．

釣合式髪＋鵠・騰｝一・・（・）・（・）・（・）融式を得・・

鍬惣＋…副∂ゑ．一・・（・）・（・）・（・酌

／l熱1磁漏話・・1｝

　∂砺　∂τyx

　lns　A3ns－Bs　AL’ns　＋　fe7i　G2ns　一1一　B3ns　＝　O　，｛

　ar　C：　nr　十　Mnr　C2tt・r　十　len　H20tr　十　D2？zr　＝”　O　，

　α。E3㎎一β、E粉，÷γγ，P甥＋ノL’o’s寓0，

　lns　A3ns　m　Bs　AL’ns　一t一　kn　G；”．　＋　B3？ts　＝　O，

oA　Tx．　，　O　rv．　，　O　a．

（a）

（b）

（c）

（at）

（bt）

（ct）　」

矧合式石＋㎜ｶ千…露二〇・（5）・（6）・（4）よ二上を得る・

rlnsGlns＋βsG2π∫一々，z∠4ns＋σ，、sコ0，

ar　Hlptr　＋　Mn，‘U”’・nr　ny　k7；　Cnr　＋　H’”’ezr　＝＝　O　，

arr　lirs　＋　3s　lSrs　mf一　ro’s　Ers　＋　J17rs　＝　O，

lns　G＃s　＋　Bs　G：’s　ww　len　A’ns　＋　G；’e　＝　O，

evr　H’G；一　十　Mnr　H’：．　m　kn　Cnr　十　H；；　＝　O，

avr　I’lrs＋　Bs　l2，ts　一1一　rrs　E，’s　＋　Frs　＝＝　O，

li’｝

i，il，i／

（16）

（17）

（18）

更にθ　＝σ。十ay十a．であるから（10）式と（1）と（2），（4）の表現を加えたものは一致

しなければならぬから，次の関係式を得る．
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細船恥（斗ん亭の・1…Bots，

　　　　t　　　　t

c・nr＋c・・e？’・・一（赫一（1十；汲盾撃k’）2殊恥，

しE・・’s＋E・・’・・＋三一
ﾛ；2）・F…　，

「盃㌔轟÷A…　＝（1十i諱`）・峨・

o・・r＋δ堀＋c・…’一（エ十ン?ｅ’izU）2晦恥・

｛殊＋＿壽甑．

（a）

（b）

（c）

：，a”；　／y

一

（19）

8

　以上により利用し得る総ての閥係式を得たのである．σa，（1）式砺（2）式σ、（4）式の三表

現が係数を除き一i致してV・ることは一見平凡ながら当然且つ必要なことである．

　次に係数列の整頓を行う．使用している全部の係数列を（19）式の左辺にある（Alns，ノ1㌦3，

A．ns），　（Clnr，　C2nr，　Ceer），　CE17’s，　E2rs，　Ero’s）　；　（A・1？z．s，　A2ns，　Ans），　（Clnrt’，　C2・iir，　C．，t）；’1’　（Elo’s，　EL’rs，　E？・s）．

の18個の係数列であらわし得ることを述べる．

　例えば（18・a）×壷中のk・n　Glnsと紘G2？ろ3に（16　a）と（エ7　b）より求められる表式を代入

してGi．ns，（；㌔を消去し，その丁丁（；？nsは（14）式よP，　Bn，vは（19）式より，　B㌔は（11）

式よ）1，β㌔は（13）式より表式を求めて書き換えれば容易に次式を得る。

　　　　A37iS　＝：・薦菰βr｛一（β～照臨＋（・鰹鮒）A・’ns　H・職｝・（・・）

G㌦sにつhては（16a），（エ9　a）と（20）よPl

　　縣㍉σ毒砿｛（一（・＋1　）120is＋β～遮・一・β講淑船1…1）叫（・・）

G㌦sは（14）と（エ9a）より

　　　　　　　　　砿藷貼回訓ゲ（Alt，ts　十　ALhis　nvF　Ans）・　　（22＞

次に　（17a），　（19　a），　（20）　よ）1

　　　　俸21i＋1＞礁拠畷（1＋；”）　3s－il一”IL’7is）AL’ns－1一　（！　knL］　’3s”L’）　Ans｝　，　（23）

（15），　（19a）　よ）i

　　　　　　　　俸誰恥著（詳，ヲ．繁（編礁織）・　（・4）
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残るものを…挙げれば，（11），（12），（13），（19a）より

　　　B｝一無轟一薯轟万馬・旅一屡砺牙（1㍉）繋諏・

　　　恥難煽「轟）Ans・Bns　＝，（11十ン）舘・賑・　　（25）

但し蓋ns　＝Ains　十「ノ4㌔十A？iS．

　以上は第忌群の第一行の解に含まれる係数列（A3，　Gins，　G㌦3），（B3，　Gins，（ア癖，（Biet，s，　B2ns，

β瀞を（Alns，　A2ns，　Ans）であらわしたものである．（11）一（19）の関係式の形を見れば第二行

表現に属する係数列につbても全く上記と周様な式を得ることが容易に分る．郎ちbarかdash

を附してそのまま書き下せる．

　二一敢毒；詔詑（三編瓜＋碑＋隔臨一帰瓜　／

・誌一，（、＋｝）輪謡（一（・＋・）z隔＋3sう互㌔一・師隔＋（・婦轟）A・・s（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　但し無一雨＋鳳＋瓜．「　　　‘　　　　」

　次に第二群の解について，上記と全く同様な計算によρ類似の結果を得ることが1．1侠る．その

結果のみを記する．

　第一行の表現に属するものとして

急1臨隠∴：∴1∴月（28）

　　馬烈訪砺頑ザ傷（聯醐偽＋（・le・2＋M2nr）Co・r｝・」

二：：1：糞：：∴禁∵乙∵即製四

　　　　　　　　｛’”一　（BsL’　＋ylSns）　A一“iezs　一i一　（vBs2＋1：’ns）　A一“”ns　’　一’　k，“’Ans｝　，

　　　　　　　　｛（一　（1＋p）　12？；s＋3s2）A－lns一　pSs2A2ns＋　（pkn2＋12v‘s）　Azas｝　，

・隔てゴ嵩み計一喝＋（（・＋のfi・2一殉轟＋（・k・2－B…’）蕊｝・

83・・篇2（1＋のA／・…　GAI＝2（1＋。）　（｝X“ls　＝＝　2（1＋万万』A”・s・

ム1…篇2（1＋のA〆・…B2…＝：　“2（1＋。）～；評・t…B…＝灰：「可…由み・…
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　但し　（ろzア＝Clnr十CL’no’十C」W’．

　第二行表現に属するものを参考のために書き下せば

10

　　　礁＝漏一距嫡瑚曝幽臨）伽叫1
　　　礁2（、ha．，　。，kn｛峰婦）伽繍砺＋曜一鵡｝・｝（・・）

　　　昨コ（、＋赫砺｛一轟《嬬麟）tnr＋＠嬉臨）enr｝・」

∴遜譲∴『∴∴寓婁」，｝㈹

　但し　C心仏Clnr　十　C2nr÷Cm’．

第三群の解中に含まれる係数列に関し

　第一行表現については

　　　砥㌔σ菰底｛（ンα，・2一β～）鰍・際一げ臨＋・温｝・．

　　　偏餌あ砿｛（r2rs＋ycrrL’）E・rs→B・・E・・’s一◎海＋犀瞬

　　　細道鉱濁｛一・・・…E・rs＋（r2rs＋　vBs2）　．llr2r，・　一　（yr2r，　＋　Bs2）E・’s｝r

凛：：撫∴∴∴棄今：碍

但し　ED・s＝E㌔十E㍉十　E，’s．

　第二行表現については

（32）

（33）

砕⑳協礁｛（レαγ2一β～）恥鰐一ev・2）E2rs＋v？“2rsErs｝，〕

恥辱訪鰍｛（γ，・～＋ソαr2）E㍉rs－yβs2E2rs一（：　γ2rs＋α，・2）」Ers｝一（3・）

野里＋1）砿｛一曜砥＋（ム醐ρバ◎海禰場・1
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（35）

i15

　但し　E偏＝Ersl十E㌔十Ers。

　以上（20）式より（35）式迄で係数列の表現の簡単化したものを全て述べてある．前述の通り

A㌔一E7εの未定の18個の係数列が残されており，この18個の数は境界条件を溝足せしめる

のに過不足ない数である．即ち

　　x　＝＝　2a，0　の二面で　σr，τ。！，τ。xに対する境界条件

　　y＝　2b，0　の二面での　砺，動，　Tyxに直する境界条件

　　2・＝　2h，0の二弼に於ける　σx，鰯，τ，JStに対する境界条件

で合計18個の量に対する境界条件が必要であるから過不足なV・わけである．前述の通り18個

は¢「　：0フ或いはプ漏0面，9’罵0面に関するsurface　tractioRsの分布の対称性が全くない場合

であpt，一つの面に関するsurface　tractions分布の対称性があれば，18個中3個だけ不要に

なる．即ち　¢’　＝0面がそれであれば（1）から（6）迄の応力表現中の第一群の解の第二行表

現補し・→・㌧炉1Σ・→傷の擁をそ弛（26）・（27）式は腰となり・・8個の綻係

数忌中（Alns，　A2ns，　A？is）が不要となるのである．（9）式で示した様な係数列の記号の変更を

行ってあり，（20一（35）の関係式によ砂（1）一（6）の応力表現を書き直して置く可きではある

が，．ft　Pl　1｛eもその表現は冗長になるのでその儘とした，（9）式は（！）一（6）の応力表現使用

の際注意されなければならない．

　次にこの解法に依る変位表現を求める．

．募静一（a・＋o．）｝の右辺に上記の応力競代入して之を糊し礪分し，胴

積分常数は取り去ることが出来るので，容易に¢方向変位aの表現を得る．（20）一（35）の係数

列の表現を使用して簡単化すれば次式を得る．

撫騨…獅・叫2な｛・〔舞：1：＋働（A27ts　rAns〔ノペ1瓜）膿扁＋

　　一下〔無〔：慧扁］＋

＋￥￥…k・Z　sin　crrX［÷｛〔窪：1：：一〔ぎ：ニー鷺＝｝〔翻伽面面〔：る・・〔：識曙］＋

＋耳翠・i・・・・…3・・［妾；｛〔露：：：一v〔餐：：一｛盆3〔：細結炉塞・・〔：識祠（・・）
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　但し，例えば

　　　｛〔多：1一〔釜：：：｝〔1盤・藁（E“’rs－pErs）　Cosh　rrs　Z　十　（Eirs－vErs）…h恥の・

を表わす．又y方向変位σについては上記と同様に計算出来て

E樗写・…紬＆・離：：：：一〔量1：：：磯｝艦幅＋言．象〔丸・艦嗣＋

　　＋罪綿…畷，鵜｛・〔驚：：÷・（・・一・・）（f9．inr　．　fgv’しOelrし。，、、’）｝〔1畿齢

　　　　　一9〔象ッ〔：潔婦］＋

＋］　］￥…　ev・X…3・・［ま｛〔ゑ：一｛敷：一v〔量：：｝〔：蹴海・＋論〔急・・〔濃詞・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

9方向変位”に対しては

翫螺翠螂爵［煎盃：：：一琢：：一磯：1〔：謙儲÷1二〔無〔：捻詞＋

’＋騨螂一［ゑ｛〔／1，：：：一回1一＆1｝〔舗矧論｛敦ツ・

　　　　　・〔：謡剛］＋

＋　1　］　￥　cos　av，，x　cos　B，y　［th，，，　｛　3　［　1．1；J：　・一i一　a－2y）（［ll．i；lgl　＋　［　1．li；J，sl；）｝［2gn，h，　，．，z＋

　　　　　一9〔象・・〔鼎沸・　　　　　　（38）

但し肚の変骸雪転静嘱＋砺）｝の盤つの式蠣分して徽ものでは

あるが，上記（36），（37），（38）の変位表現と勢断応力表現を

　　　　　　　　　　　∂u　　∂v　　ユ
　　　　　　　　γ炉斑＋砺ウ鮎（但し・は・勇断供御）

の型の三つの式に代入しても，この三つの式は満足せられることは容易に検証せられる．

　この（36），（37），（38）の変位の表現は全く応力の表現と同様な形であり，之を見ても明かな

様に，境界条件が直六面体の幾面かで変位により与えられていても容易に問題が解けることは

surface　tractionsが指定せられてV・る場合と問様である．その揚合無論一つの面でu，　v，　wの

3個の量が指定せられているわけである．
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　斯の様にして直六面体に開するsurface　tractionsの一般的な問題は微小変位理論内でL三次元

的に完全に解かれてhることと考えられる．この解をS．Woinowsky－Krieger6）の厚板の解と比

較して見れば後者が不完金な事は一見して明瞭の様である．勿論解の形より見てもsurface　trac－

tionsが任意な分布をとって18個の係数列を必要とする様な揚合はその計算の労苦が多大であ

る事が分るが，分布の対称性が増しfd　Pl，又簡単な条件が課されれば係数列の箇数は著しく減

1，解の形が示す程の解の使用Q上の困難はない．

　又此処に得られた解がH．Neuber2）の解法より導出せられることが三次元応力問題よ）9見て黎

ましhことは最：初に述べたことよPl明かなことである．’ ｦち筆者の得た解が正いハものであるな

らば，この解をばH．Neuberの4っの基本的な調和函i数Wo，φ1，ψ2，φ3を適当に選んでH．

Neuberの応力並に変位表現より求め得ることが考えられる．然し元来この調和函数の選択は難

しいものであPl，現在迄この選択は出来てV・ないが，今後ともこの点につV・てはよく研究して見

たい．

　次に，矢張り座穣系を前に認した図の通Pに取9，一般化平面応力条件即ち物体内の杢ての点

でσ．＝0，上下両表面でrPt，罵侮，篇0に最も近い条件

　　　　　　　　　　　a．　：＝　Os　Tx．＝O，　Ty．　＝＝　O，　at　z＝　O，　21a　’　（42）

に対して上寵の解を使用して見ることにする．

　即ち第三群に属する6個の未定の係数列（£塊，E㌦，　E，・，）と（EZrs，　E㌦，　E，・s）とがTx、と

τッ．に就V・ての上下両表面に於ける条件に依Sl）2個の未定の係数列であらわされることを述べる．

今二つの式を考える．

　　　　　　　hcosh　rrsh　sinh　rrs　（z－h）一（z－h）　sinh　r，・sh　cosh　r，・s　（z－h），　（43）

　　　　　　　hsinh　rrsh　cosh　ri・s　（z－h）　一　（z－h）　cosh　rrslz　sinh　rrs　（z－h），　（44）

この二式は2＝＝2h，0で消える．

｛（・3）・＋・」’rs（・・）｝（ノ詐、）戸・蜘＋洗葺…h　r，・sh・s…恥・　・・h・，…＋

　　　　　　（sinh2　rr，h－」’rs　cosh2　rrsh）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・z　sinh　r，・s2．　（4－5）　　　　十　　　　　　　　　（ノlo’s十1）h

　以下において

　　　　　　　r・・s　＝＝（ノ宏懇域r…遡h2γγ編霧h2晒　（45’）

とす．1’，’sは混合比である。
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　而して（45）の表式は例えば毎（5）式の第三群の解の括弧の中に使用嵐来ること明白であ

る．而して（5）式と（6）式とにおいてそこに使写した係数列記号即ち（9）式の如き記号の

変更を行う以’前の詑号を使用して

　　　　　　　　　　　　　　：1ii－s　＝＝　A’s　＝＝　E’s

なる関係がある故，同じ混合比J’oisを使用して即ち矢張砂（45）式を（6）式のτy．の第三群の

解の括弧の申の部分とすることが出来る．このことより次式を得る．

　　　　　　　；1，11：1；：：：1：：：歪：：訟：篶：二；｝　（・6）

（46・a）と（33），（35），（34）より

　　　　　∴慈聡∵島譜ア急ω）｝（47）

（46）のJ・，’s・f・，’sの式・賜に葺職・得・・

　この式があれば（46・b）の最初の二式は不要，故にこの式と（46・b）の最後の式と（34）より

　　　121，s＝．β＆11γS」（a）　＿ンα～冠し、＋（r2、，s＋vβ，2）Z聾γs＿＿（Yr2，．s．＋β～）瓦，＝0，（b）　（48）

　　　　　　evr

（47・c）＋（48・b）より

　　　　　　　　　Eirs十E2rs　in　（2v十1）　Ers　＝＝　O，　（49）

を得て，これと（47・b）とよpt

　　　　　　　　　E、，，　：．上r・，。乃SJ　　　　　　　　〕
　　　　　　　　　　　avr

（‘9’e（‘7’b’e
堰Db，，f．，’：’．”一〈．ttrk2．2，riiie．〉．a．tlil’），，．，fl，ii’1’1’k．，，，＝．ag，“t2－i＋v）．．），，p，，．i（50’

次1・こ（48・a）と（32）とよ」）

・（・＋・面恥2（1＋�]一｛一・職礁禰砿一（・帰隅｝・と

　2（1＋y）as　r，，s　Ilrs　＝｛（r2rs　＋　y’　ar2）Elrs　nv　vBs2　E2rs　一（vr2rs　＋　cu”2）Ers｝，

を辺々相い加算することにより次式を得る．
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　　　　　　　　　　2（・＋・）馨昏倒獄恥一（2・＋・）Ers・　　　（5・）

’（51）と（47・a）よPl

　　　　　　　　　　　　　　　疎一・舞（rirs－rrs），　　　　（・2）

（32）の瓦、の式と（47・a）と（52）より

　　　　　　　　　　　距詰π｛　　　　　（a，2　＋　2v　a，2a，2　十　　　　　　　　　rrs）・吋塩　　（53）

叉容易に

　　　　　　　　　　　恥一粛卵＋（Bs2＋2；　ar2　　　　rrs）へ｝・irs，　　（54）

又　（47・a）　よJl

　　　　　　　　　　　E｝rs　＝＝　Eirs＋E2rs＋Ers　＝＝　eptlSV）　A’slirs，　（55）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a），

よって第3群の雪中の未定の6個の係数列（Ei，s，　E㌦，　E，s），（E㌔，　E2，s，　E，’s）は（A。，」’，’s）の2

個の未定の係数列により表わすことが禺来て以上の様に瓦sと■。8で第3群の係数列をすべて

あらわせばτXCt，％．の境界条件は第3群の解に対して満たされるのである．而してτx。，τ脚の

（5），（6）の表式中の第1群と第2群の解にはsin舷の型の項を含み必ずそれ等は上下門門

爾で消えるので，第3群の係数列に対する処理のみで充分である．結局（19）式の左辺の係数列

で他の総ての係数列を表わす様に計算して，形を整えておいたが，この例では1㌔と混合比みε

で第3群に属する係数列を表わす様にして尤も都合のよい様にしたわけである．τXJ，τ〃．につい

ての境界条件によPl　Z｝1　3　gyの解に大きな変化があったから，第3群の応力並に変位の表現を書き

下しておく．

　第3群の解即ちΣΣ認号を有するもののみ書く．応力表現に対して係数列記号に注意して
　　　　　　　　　プ　　5
（エ）一（6）式と（45’）一（55）式よb

　　　　停翠￥・…a・X…鴫、〔｛・・r・＋（偽2誤ン＆2）へ｝…h掬・＋

　　　　　＋（2vBs2＋　cz，2　　　ri・s）へ…h掬・＋鵜・・伽繍嬬・c・・h祠・（56・a）

　　　　a・一￥￥…a・…C・・傷・・謙〔｛＆・＋二丁嘘へ｝…rrs・　＋

　　　　　＋讐鯉嬬…h一幅・s・・h掬・＋B・2・r2rs・・c・・嗣・（56・・）

　　　　ら謬￥…a，…C・・＆・・舞｛（一rrs　十　rlrs）…h掬・礁・1・h・r・・a＋

　　　　　一幽・s…海一町・c・・h擢｝　　　　（56・c）
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一写￥・・一門繋〔（、1。）｛（1一・）齢＋・）r・・s｝…h尉

＋　（2v－1）　r2rs　sinh　rrsz－rrs　rirsz　siiih　rrsz－rrs　r2rsz　cosh　rrs　2］　，　（56・d）

rx，　：　£Xsin　curx　cos　Bsy－P，・s（sinh　rrsz＋IF’irsz　cosh　rrsz　＋　V2rs　z　sinh　rrsz），　（56・e）

　　　r　　s

rge　：　：　］？　cos　arxsin　19sy・．lirs一一aB｛i：，一（sinhrrsz＋　rirs2　coshr，tsz＋r2rsz　sinhrrsz），　（56・f）

次に変位表現に差して（36），（37），（38）式と（4st）一（55）式とより

　　　E；fi　＝　￥　：　］　sin　arx　cos　3sy・　一1gtt2　ill：C｝！E一＋2V，？，」u’S　［｛r，・，　＋a－2y）risr｝cosh　r，sz　＋

　　　　＋（・一・・）r㌦・…尉轟・…聯＋繊　・・呵・

　　　Ev　＝　￥　：i］　cos　crrx　sin　Bsy・　II11：1；i3klli1EIZg一＋V）／61，’slgs　［｛rrs＋　（i　一2p）vi）Ls｝　cosh　rrsx÷

　　　　＋（・一・・）r・・s…廓＋懲・s…尉愚　・・姻・

　　　加一羽…岨晦電鍍〔｛一rrs－1一・（・一1）rirs｝・・…，…＋

　　　　＋・（・一・）へ…hrrsZ－rrsTirs・c◎・h恥　愚…曲掬弓

狙しEはヤング係数ンはボアツソン比である．

（57・a）

（57・b）

（57・c）

26

　次にz＝＝　2h・　Oに於いてa…＝　eの条件．を課さねばならぬが勢断応力に対する様に簡単に行かす・

普通に行われる様に計算する．今が罵0，ダ＝0の二面に関して表面荷重が対称に分布している

とする．その時は応力表現の第1群と第2群の第2行の表現は不要となる。但しx’t，ヅノの”は

除く．（4）式．］　Pl　X（56・c）をも使用し2＝2h面に於いては

　　　　a“1．．．2h　＝　X＝cos　3sy・（一1）n（A，，s　cosh　lns　x　一1一　Bns　x　sinh　17ts　x）　＋

　　　　　　　　n　　S

　　　　　　　＋　Z　］X　cos　a，　x・（一1）n（C卿cosh晦ア＋0伽・ッsinh砺．　y）＋

　　　　　　　　γt　　プ
　　　　　　　＋　）1］　＞1］　cos　cMr　x　cos　3s　y・　lli／：’Li　｛（一rrs　＋　1”irs）cosh　2r］一sh　＋　T2i・s　sinh　2r，・，h　＋

　　　　　　　一2rrsh　rirs　si　n．h　2rrslz　一　2rrsh　r2rs　cosh　2rrs　h｝　＝　O，　（58）

叉z＝0面に於いては

　　　σ。」。篇ΣΣcosβ、y・（A。、　cosh　1、、　x＋B。。　x　sinh　1。，　x）＋

　　　　　　　　el．　s

　　　　　　＋　r＝　X　coS　avr　X’　（Cn”　cosh　mnr　Y　＋　Dnr　Y　Sinh　Mm’　Y）　＋

　　　　　　　　翌乙　　r

　　　　　　曝￥…婦鵡・舞．（一rrs　＋　rlrs）・・，　　　（・9）
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　但し上記係数列は（9）の変更がなされているものであJl

　　　　　　　　　　　　ん・一器炉7，β・一・脇

　12ns＝厨＋β、2，7π㌦r躍婦＋α，2，ア2，、＝αβ＋β～，原点は図中α1にあPl（x”，　y’t，　z’t）座

標系に依るのであるが，”は省V・た．（58），（59）式の右辺の双曲線函数を含む部分をFourier

cosine級数に展開し合算して5＝　X　A，，　cos　a，　x　cos　B、Yの形をつく9その係数を0として（58）

　　　　　　　　　　　　　　r　　　s
（59）の2式よD指定せられた（r，s）に対して2箇の麗係式を得ること明かである．この2条件

により未定係数列が2箇減少したことと岡等となるが，形の綺麗な関係を得た訳でないので最後

的な処理は逐次近似法で係数列の値を求める．然しこの様な境界条件の扱V、方はこの方法では普

通のことであり已むを得ない．

　以上希望する応力表現より禺発して三次元的解を求め釣合式適合条件式を満足させ，これ等の

解が境界条件を満足するのに過不足のない箇数の係数列を有していることを示し，併わせて一般

化平面応力条件に最：も近V・三次元的応力聞題の条件に依Pl’｛ftif・た解を使用して見た。この解によPl

単一連結の直方面体型の物体の弾性聞題は原理的に解かれている事になると考えられる．一般の

表面荷重の腸合は与えられている荷重分布函数を考えてbる面で二重Fourier級数に展開して

その展開係数を例えば前認のΣ　］X　A、。　COS　a，・τCOSβ、yの型の相V・応ずる係数と等置する手続き

　　　　　　　　　　　　　f．　s
を行うことは勿論である．物休力や熱応力等が働いていなければ，弾1生問題は全べてsurface

trac亡ionsやsurface　dispacementsのFES題であP；，内部の一部の応力や変形の様子を最：初から

指定することは全く近似的な考えに基くものであPl，そのために得られる解が整頓され計算が簡

便になっても種々の不都合が生することは已むを得ないことである．此処に得られた解には欠点

もあるかも知れないが，直角座標系に依って表面条件の処理の仕方に重点を置けば，応用数挙の

範囲内で凡そこの様なものになると思われる．此処での解では平面応力状態と一般化平面応力状

態に近い境界条件を区別出来る筈もなく，前に後者の意昧のことを云ったのは便宜的のものであ

るに過ぎない．解の形そのものは比較的簡単であり，双曲線函数をFourier級数に展開すること

も容易で，直角座標系によるこの解法はこの種の解法中最も使用し易いものである．他の座標系

に依るこの解法の解の形を定めることは，使用する函数やその座標系に依る釣合式，殊に適合条

件式の形等のために些か困難である．

　最後に当P種々有益な御注意を頂いた久野教授，この覚書の原稿を読んで下った藤井教授に感

謝の意を表する．
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