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集中荷重による正方形板の擁み

久　　野　　陸　　夫

　　くSeptember　30，　1954）

Bending　of　Thin　Square　Plate

　　’by　a　concentrated　Load

Rokuo　KuiNo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　The　solution　of　the　bending　of　the　thin　rectangular　ciamped　plate　by　a　concentrated

load　at　its　center　is　weli　known，　but　when　a　concentrated　load　is　out　of　center，　the

solution　is　very　comp1ex　and　an　approximate　brief　formuia　for　the　deflection　and　the

fixing　moment　are　not　yet　known．

　　　In　such　a　case　as　a　concentrated　load　is　near　the　corners，　it　resemb｛es　a　quadrantal

in蝕itep正ate，　the　edges◎f　which　are　clamped．　TherefQre　1　get　a　correct　solution　of　the

deflection　and　the　fixing　rnoment　of　the　clamped　quadrantal　infinite　plate　loaded　by　a

concentrated　ioad　at　the　bisect　line　as　（11）　＆　（12）．

　　　Considering　the　solution　of　a　clamped　square　plate　loaded　at　its　center　by　Dana

Young，　the　defiection　of　the　loaded　position　and　the　max．　fixing　moment　of　the　clamped

squere　plate　loaded　by　a　concentrated　load　at　its　diagonal　are　approximated　as　（16）　＆

（17）．

　周辺が固：定された矩形板の集中荷重に：よるi警み，およびそれによって生する応力の計算はすで

に知られているが1），集中荷重が板の中央にかカ｝つてbる揚合についてのみ解かれている様であ

る．申央から離れている所に集申荷重のある揚合の計算は勿論同じ様な：方法で出来る筈である

が，しかしその計算は遊しく複雑である．故に簡単な近似式を求める目的で，まつ集中荷重が割

合に角度部に近く存在する場合には，荷重から遠い他の2辺の影響を無視して4秀のエ無限板と

考えて，この板に集中荷重がかかってbる血合で近似出来るとして計算し，次に中央に集申荷重

がかかっている揚合については既に正確に計算された値が知られてbるからこの値を用い，この

両極端の二つの揚合を適当に考慮して近似式を求めることとする．

計 算

薄い平板の擁み四は分布荷重がない場合には次の微分方程式を満足しなければならない．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（S2　．1　O　．　1・　tt－05’；linrL’＋X－b’ir一＋Eii一一bltii2）w…　、　　（・）
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4分の1無限板に紺しこの徴分方程式（i）を満足する解として次の如く置く・

　　　　　　　　W　＝＝　Art”＋i　sin　（ik　一　1）　e　一t一　BrnyCak－i）　sin　（ile　＋　1）　e

　　　　　　　　　＋　Cr‘k”i　cos　（ife　一　1）　0　＋　Drm’CiL’一i）　cos　（ile　＋　1）　0

　　　　　　　　　十　ET‘k“1　sin　（ik　十　1）　fi　十　Fr：（’Ek一’）　sin　（ife　一　1）　〇

　　　　　　　　　＋G〆晦cos（ib．　一Y　1）θ＋Gr一（’lc－1）cos佛一1）θ （2）

2

　集中荷重Pが（R，φ）なる位置に有るときはこの4分の1無限板を2つの部分に分けてθ＜φ

の部分の擁みを琳，6＞φの部分の撹みを鴎とすれば第1の部分に対してはθ　＝0で

　　　　　　　　　　　　　　　　w，　＝＝e　一lltl：［Loi　：o　（3）

第2の部分に対してはθ＝π／2で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OWq
　　　　　　　　　　　　　　　　W．，，　＝＝O　一’6’“　：o　（4）

　更に第ユの部分と第2の部分の境界，即ちθ＝φでは撹み，傾斜，モーーメントが一致していな

ければならなV・から

　　　　　　　　　　　咋鴎，∂箒一∂誰∂単一∂；髪亀　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　省その上に更に一つの条件を満足しなければならない．勢断力QはPの加る点（R，φ）を除V・

ては2つの部分の境界で等しくなければならぬし，点（R，φ）では集中荷重Pのために不連続で

なければならぬ，この集中荷重のために生するθ＝φに於ける勢断力の差を次の様な積分の形で

あらわす．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　lllll｝1一．．　／gecos　（k　iog　ft）　dle（2）

故にθ』φにおける勢断力の条件式は

DQg／’G6rmoWnvoi）一Dww／AXI2）＝＝一Sl／；1，，　igecos（hlogf：）dk

D＝＝

rae　nr2

　　　Eh3
12　（1　一y2）

（6）

　（2）式で示されるM1，，W2に含まれてV・る8つの未知数は上の様な（3），（4），（5），（6）

なる8つの条件式で決定することが出来る。

　特別な1例としてφ＝π／4の揚合，即ち集中荷重が4分の1無限板の2等分線上に存在する

揚合について上の様な計算を行うことによって求めた肌の値を示すと次の如くである．
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　　　　　屡轟∫1｛南南．・

　　　　　　　　　　鯉謙驚＝㌦陣（・）

　この積秀は旗τ十砂と置いて複素函数の積分として積分値を求めることが禺来る。但しその

　　　　　　　　　　　
極購19＋・i・餉7＝0を満溺丙る値漱の表に示す・

ez　1　xn　1　yn

0

1

2

3

1，　119

1，　682

1，　97e

2，　167

2，　740

6，　845

10，　885

14，　908

nl　xn

　4
i5
　6
1i

i［

2，　317

2，　439

2，　547

Zln

18，　922

22，　933

26，　940

　θ＝＝π／4，即ち2i等分線上の憎みは

　　　　　　　　　　砕う部㌦鑑認1薯励　（・）

の様な積分で示されその積分値は

　　　　　Xn　＝…h・xn…吻｛÷＋…h砥・・…号｝　　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・i・h　X・　・…y・πsi・h舛「・i”　Y・／－2L”

　　　　　玲一・・卿…知・｛÷＋・…銑号・・…号｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　『…h　X・　rr・in　Y・　rr・inh　X・　pt’isin　Yn”2…

　　　　　’U・・　：…h砥ご・・畷一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　瑞＝s鵬7CIS掩、．　　　　　」
と置けば

砕・sΣ護ゆ・㊧階讐無め・養｝隅蘭
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
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但し上の値はr＞Rの揚合でありr＜Rの揚合は複素積分の積分路を変えなけれぽならぬか

ら伽の代pt　lrc－Ynを代入しなければならぬ。

　同様に圃定辺に：於ける不定モーメントを求めると

　　　　　　　　　　一▽新獣慧撃㌦

　この値を上と同様に複素函数の積分として求めると

tue

離

a．1’

o

O．2

t
葺

αノ1

o

Momo＝ 盾窒狽狽堰fVr

十

陥野ド窯謡ぎ離潔li藷i掌1）

　　　　　　　　　ガ｝

1．o　？D　7i　mp　3P

第　1　図

1．d　2．o　E”　s．o
窮　2　図

　（10）式即ちθ＝π／4　に於ける撹み㎎を

第1図は示している．集中荷重が4分の1無限

板の辺が固定されている時va　2等分上にかかる

縛の2等分線の挑みである．図の如く最大擁み

は荷重点よPlも遠込所に生じ荷：重点がRの距離

にある時は約1．15R頂点から離れた所に生す

る．その大きさは

　　　　　　　　　　PR2
　　　　　　　　　　　　0．　215　（12）　　　　　　w・…＝τ乃3

　又（11）式即ち固定辺の閲定モFメントは第

2図の如くである．最：大の固定モーメソトは頂

点から0．8Rの所に生じ，その値は

　　　　　　　Mmax＝　O．　187　P　（13）

　以上は4分のヱ無限板の揚合であるから正方

形板に集申荷重がかかつている時，集申荷：重が

角度部の極めて近くに有る揚合は殆どこれと同

じ撹み及び固定モーメントを示すものと考える

ことが出来る。集中荷重が正方形板の対角線上

で更に申心に近v・位置にある揚合には当然最：大
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擁みの生する点は荷重点に近づき，中心荷重の揚合には最大極みを生する点と荷重点とは一致す

る．周辺上の最大固定モーメントの生する点も集中荷重が頂点の附近にある痔は，荷重点から辺

に下した垂線の足の点よりも遠い所にあるが集中荷垂が疋方形板の中心に近づくにしたがって集

中荷重点から周辺に下した垂線の足に近づき，中心荷重では固定モt一一メント最大は周辺の中央即

ち　　1～／～／’2一＝＝　O．707∬～　　で生づ零る．

　周辺を固定1した正方形板の中央に集中荷重のある場合の正確な解はDana　Youngi）が示して

いるが，この揚合の中央の撹みは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pa2
　　　　　　　　　　　　　　　　　映0・0611諏　　　　　　　（14）

叉周辺の中央の最大固定モーメントは

　　　　　　　　　　　　　　　　　M＝＝　O．　1257P　（15）
αは正方形板の辺の長さである，正方形板の十四線上に集中荷重がある目合，以上述べた様に荷

重が頂点近くにある時，即ちR／aが割合小さい時は4分の工無限板の解（12）が近似プ峰を与

え，Rがa／4百，即ち中心荷重の場合には（14）が正確な解であるとするならばこの両極端の

値を満足する様な2項式を求めると次の様になる．但しこの二合Wmaxは（12）式で示される値

よりも大きな値を示すことはあり得ないので3次の項を用いないこととした．

　　　　　　　陽｛謬｛α・・7髪（書一可一α55・夢（各4万ア｝（・6）

　これが周辺を國定した正方形板の対角線上に回申荷重がある時の最大控みの第ユ近似式であ

る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ge

　　　l　　，　　　　　　　　　　擁
thalt

O．06

0．04

0．02

rs．，

　o
α2　　　0．4　　　06　〃≦』D．8　ム＿1．（≧＿噸b　t2　　　t4／

　　　　　　　　　a
　　　　　第　3　図

夢

／．6

1．4

ri2

g．o

1　1

LlI

義257
i

i

oo・2α4 `蛭Ω810
　　　　第　4　図

　同様に頂点に近い所に集中荷重のある揚合は固建モーメント最大か（13）式で示され，中央の

揚合は（15）式が正確な値を与えているならば

　　　　　　　　　　　　　　臨＠87一α・23斜P　　　（・7）
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が最大圃定モーメン！・の近似式と考えることが出来る．この関係を示したのが第3図，第4図で

ある．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　附　　　　録

　勢断力の差が

　　　　　　　　　　　　　　　　　fl／E，．，rm　Sge　cos　（le　iog　s’　）　dk

で示される事はγ＝αからr＝b迄積分する

　　　　　　　　　　　　　　　S：　｛，ll？TR．．　arS，co　cos　（ic　log　lil）　dic

この式の積分の順序をかえて7’で積分すれば

r丑〔轡雌謝＋’c　sin（噺諜脚壷雌唾
）一｝一）　dis

この積分値は

　　　　　　　　　　　　　　b　　A　．　a
　　　　　　　　　　　　lo防＞0・1。91ff＞0のときは常F・＝＝　O

　　　　　　　　　　　　　　b　　h　．　a
　　　　　　　　　　　　iog　lk＞0・1・9甘く0のとき1ま諏こ一P

　　　　　　　　　　　　　　b　一　．　es
　　　　　　　　　　　　log葺く0・1・説く0のとき1漁こ：e

故に荷重点をはさんで積分した時にのみ一定値Pになり，荷重点をはさまないで積分した時は常に0にな

るから条件を満足する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　文　　　　献
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