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任意の三角形又は四辺形断面を持つ棒の

　　　　　　振りについての一解法（第！報）

半　　　沢　　　　　宏

（｝｝召ju　304蓉3月3　H　　：受理）
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　　　　　　　　　　　　　　（1st鼠epor七）

Hiroshi　fflANZAWA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aもs£碧ae‡

　　　Xn　the　torsion　problems　of　the　stra2．crht　T）ars　having　the　cross－sections　of　the　recti－

linear　polygons，　the　exact　solutions　laave　been　obtained　oniy　for　few　particular　cases，

such　as　the　equilateral　polygns，　the　rectang1es　and　the　right－angled　triangles．

　　　In　this　report’，　one　method　of　solution　of　torsion　for　any　triangtes　care　obtained．

Using　the　stress　functions　in　rectangu！ar　coordinates　and　eif．’panding　them　in　double

Fourier’s　series，　the　boundary　conclitions　are　satisfiecl．　1　intend　to　develop　thls　metl｝od

of　solution　to　the　cases　of　the　bars　having　any　q－aadriiateral　cross－sections．

緒 雷

　償誰泉輝1を；奮する｛奉の換ρのi場題は『誌fくから多くの入凌によって摯雷命的．及0ご1爽、験ll勺に石瑳究されて

いる。理倫的解法としては，換り函数（φ）及びそのづ・塾；樋数（ψ）Jua一応力函数（F）等を断面の

ヲi多）沃にノ芯じて適当iて二と）1，姓癖翼も直鎖q：或V・は1亟鯨引首以夕軒に誼交｝槍紡乏座｛票鱗三を採紹して角早かれてV・

る．叉偶たの断繭形によってその乎段を区捌する不便を除くための試みもある1），然し何れの揚

合に：もその疋解が得ら、れ、ているのは限：定された形状・の断面についてであP，如何なる断源1につVO

ても一般に二月3V・られる様な角1｛法ではなV・．断石罫境界が不連続な線から成る揚合には2，3の特例2）

を［簸V・ては正角撃を璽｝るこ二とカ§イ巾たi蒸i夢鞭で種・〈・の近似角皐法力斬ぎわれてV・る．

　ZiSC論に於・ては脅三意の1≡三角形断面を有する秘塁の換りの角繰去を：承し，二更に葎ラ意の四辺形葦野断の揚’含

えの展閉を斎℃みたV・．亜ヒの秘≧問題の解法としての一おミ唆ともなれば幸V・である，

馨基 礎 式

叛iρを受ける棒る横断面内に直ブ駆尉票刺！X，yをとり，応力函数としてFCx，y）〔：以後Fと略記
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する）をとればこの函数Fは断面境界内に於て

　　　　　　　　　　　　　　∠F一｛謬＋嘉一・G・　　　　（・一・）

　　　　　　　　　　　　　但し　G＝剛性率

　　　　　　　　　　　　　　　　　θ＝単位長さの換れ角

を満足し，且つ断面周辺上で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dF　＝O

即ち周辺上でFは常数でなければならない．この常数は多連結断面ではその周辺毎に値を異に

するが，本報で考える様な単一連結断藤では0とすることが田来るから，結局周辺上では

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＝O　（1－2）
とならねばならぬ．

　この2条件を満足する応力函数Fが求められたとすれば断面内の任意の点の勢断応力τ。及．

びτyは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF　6F
　　　　　　　　　　　　　　　　rx＝u5i’ir，　rz，　＝＝　bl’　a－3）

で与えられ，合成摸り応力τは

　　　　　　　　　　　　・一研豪イ（器）2＋（三一）2・　　（・一4）

換りモーメントMは

　　　　　　　　　　　　　　　　M＝　2SSFdx　dy　（1－s）

で与えられる．但しこの積分は断面全域について行う．

　　　　　　　　　　　　　　2　直角三角形断面の：場合

　三角形断面を有する棒の場合は，正三角形叉は直角二等辺三角ヲi多については既に正解が得られ

て居るが，任意の三角形断面の揚合については未だ正解が無い様である．直角三角形及び二等辺．

三角形断面については近藤政市及び石橋正両氏の論文2）があり級数展開によって解いて居られる

が，周辺に於ける条件を満足すべき応力函数の求め：方に於て本報と少しく異なるので，任意の三

角形及び四辺形断画に対する解法を論ずる便宜上本節及び次回に於て：先づ直角及び二等辺三角形・

断面を取扱い本解法の基礎を示したva．前述の正三角形及び直角二等辺三角形断面を有する揚合

は本論の特別の揚合として包含されることは論を倹たない，
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座標軸を鍛図のXp〈と三蓋〒燃OABで表わさ鵬と　下

する．この周辺を形成する三直線の方程式は

　　　　　　　　慌∵濡｝僻）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’0

　今（工一エ）式の特別解を次の様に選ぶ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第1図
　　　　　　　　F，）　＝Gθニソ（2v一1ソ）　　　　　　　　　　　（2－2）

このFoは明らかに（エー1）を満足する．然し周辺に於ては

　　　　　　　　　　　　　　（Fo）y＝o　＝　 0，　　　　（Fo）y＝λ5＝　0

であるが，x＝＝aに於ては0とならない．そこで今ヱっの函数即ち（1－1）式の右辺を0とした

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂2F　　　　　　　　　　　　　　　　∂2F
　　　　　　　　　　　　　　　　否ア＋砺一竺0　　　　　　　　（2…3）

の一般解を考え，これをF1とし次の様にとる．

　　　　　　　　　　・・　，i。h照礁　　　　si。h伽ω．

　　　　　隅θ陰畷匹晶晶曲響＋㌔誰∬漁響〕（2“4）

　　　　　　　　　　　　　　但し　m　＝＝1，　2，　3，　・…

Am，　Bmは周辺の条件によって決定される乗知係数である．（2－4）は（2－3）の解であることは

客易に証明繊来る．従って周辺の条件は

　　　　　　　　　　　　　　　　（Fo十Fユ）ッ＿o＝　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－5）

　　　　　　　　　　　　　　　　（Fo十Fエ）ッ＿鴻r－0　　　　　　　　　　　　　（2－6）

　　　　　　　　　　　　　　　　（Fo十F二）x．＝　、L＝　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－7）

となりこれを満足する様にAne，　B，，、が決定されればよいことになる．　Fo及びF1はy・Oで

0となり（2－5）の条件を満足する．γ＝λτに於ては（Fo）は0となるが瓦は

　　　　　　　　　　　　　　　　辮πλ：じ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7％π鉾　　　　　　　　　　oo　　　　sinh　　　　　　　　　　　　　　　sinh　一i．一．．．一一

　　　　　岡・畷〔瓜面孟曲撃㌦鎧．…響〕㈹
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠

次にむ篇αに於ける条件式（2－6）を導けば次の様になる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　・（・一y）＋曙恥・i・一響一・　　　（2－9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mts：1

A

禽

8　　　κ
α一一一一一一→
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蝕でy（b一y）をFou「ie「，s　seriesに農開して書直せば

　　　　　　　　　　　誓Σ1一罪　…2響．＋曙B・…一徳一・

　　　　　　　　　　　　　，η　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？η

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4λ2　1－cos解π
　　　　　　　　　　　　　　　　　∴　Bm＝『。・’”一r”iid一・’．一wwt　　　．　（2－10）

従ってBmは決定出来るが，残る問題：は（2－8）が0となる様にA，nが決定出来れば1よb．即ち

　　　　　　　　　　　　　　　　勉πえ：じ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mπ¢

　　　　　　　　駆翫曲学一蹴謬〕一〇四

　今直二等辺三角形の揚合却ちa　＝b，え＝1の揚合は簡単に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A？n十Bm＝0

従って

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　馬÷『罪塑｝　　　（2．、2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　疏＝一竈と饗璽1

となるから

　　　瓦警Σ講三崩孟4＿響謬〕｝（・一・3）

　　　　　　　　　　　？ノ乙

　λ＝1の揚合は以上の様に容易に求められるが，λキ1の揚合には（2－11）を変形して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　勉πλ：6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　辮π謬
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。　及びsinh一π　　　　　　　　　　　　　　　sinh

をP’ourier’s　seriesに：展開する．即ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　曲準一一翔讐難警曲響／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卜　　（2－14）

　　　　　　　　　　　曲繋一網禦糞罪㌦響／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％罵ユ

従って（2－11）は次の様に書換えられる．
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　　　　　－i　一1／｝　i］1］　IX　（’iL，t”A”i’i＋’i”’of　＋　”hu一一．．％．S；｝　，7，　）・n・cosnrr・sin－Z・ZZ・…一i－X…　sin－rp－ttny・　：　o　（2－ls）

　　　　　　　　’］）1　　？占

又　…2r墾…．響一項〔…餓7＞⑫一…蜘鯉〕

‘であるから（2一王0）のB。eを上式に代入することにより

　　　ΣΣ悔（綱一幽（綱｝｛　禦虹…鰍鯉｝一・〕

　　　　’ttt　71　a、（m，、n）　＝．鰐舞　　　｝鰯）

　　　　　　　　　　　　　　職事α藩論響　／

今計算を簡単にするためAmを次の様におく．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4RL，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Am　＝一：’kuk　Cw｝　（2－17）

従って

　　　　2Σ｛c・n　a（m…）一β（綱｝｛　璽諺拠一…禦のπり一・

　　　　㌻鴻　　　？b

　　　　　　　　　　　　　　a（m・・）r禦㌣雰　　　　　　　　（2一！8）

　　　　　　　　　　　　　　β（綱一（1読響響π　　／

これを展5｝1するとconstの項及びcosineの項とに整理1．隻1来るから，その総和が0となるため

．には各項の係数が0となる必要がある．従ってC，，亀，・…を含むf2ク・の聯立方程式を得るから

これをチ彌ばq。が求められる．結局赫1のときは応力函数Fは次の様蹴るe

　　　F＝Gθク（Rx一の

　　　　＋糊｛鵡器甑撃壌凱面魂網四

　次にこの応力函数によP勢蜥応力及び換りモーメン1・を求凝）てみる．

　・（三）　演角こ二等辺三角形（1＝・1）の揚合
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宛一
妤黷fθ弔

＋竈Σ旛瓢〔…h禦…響㌔・・禦…雫〕｝

，．処翫
　　　　　　　　　　　　la　　　ay

＋謂認翻…h響．…幣飢一・・n’・撃…割｝

M一・閧e働

（2－20）・・

6・

　　　　　　　　一望望＋β勢∴Σ登二鯉鵠塁讐畿話嘘惣鉱

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　　：・：呵畜＋募Σ（　　　　COS溺π1－　　　cosh　mrr）読轟驚霧｝　　（2－2・＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo

（ii）’一般の直角形（λキ1）の揚合

　　　　　　…C略弓署〔Cm，、。響羨。、…h’弩y…墾　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一諸㍗響岬門閥、

　　　　　　・・一G・・｛誓駕緒〔㌔論・…響・・拶

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷継…h響・・馴」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？L

　　　　　　　Geabr）
　　　Mニー．．．．．一一一．一．．．．．．．．．．．．．．．

　　　　　　　　12

　　　　　＋募嚇7｛痴言爾・（トcosh　λ）ぎC馨ぞ（CO∵　1）

　　　　　　　　　　　　」欝ど往竺∵（　　　　　　盟2π1　一　cosh　：”i：・・J・・一・・一　　　　　　　え）｝（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：一　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　二等辺三角形断面の場合

この揚合は第2図の如く座標軸をとり，断面はOABで表わされるとする．この断面を形成す・
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’．前節の方針に従い応力函数を次の様に選ぶ．即ち

　　Fe　＝＝　GOx（a－x）　（3－2）　・O　Uxf〈rfi’一一’一H　Z

．麗して周辺の条件はこの場合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Fe十Fi）pt＝te＝　O　（3－4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Fo十Fi）ty＝）．pt　＝：O　（315）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Fo十Fi）y．．一）．x”＝O　’　．　（3H6）

Fe及び瑞は夫々（1－1）及び（2－3）の解であることは明らかであり，労＝aに於ては共に0

となるから（3－4）は満足する．従ってy漏土㍑に於て（3－5），（3－6）を満足する様にA．，が

汐乏定出来iればよい．

　y＝士λ謬　に方冬て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　溺π，ヒ：6

　　　　　　　　　　　　　　筑一Σ馬r臨沖一・学　　（3の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7尼

　　　　　　　溺π2：v
然るにcosh一…．．一．一・をsin　　のFourier，s　seriesに展［ヲllすると

　　　　　　　　　　舳墾一認π戦鍔讐禦…学！　（3一，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　但し　　17zの各値に対・してπは！，　2，　3，・・一をとる．　　1

従って

　　　　　　　トー寧ΣΣ瑞一隅警鵠C畿鴛篇嚢．・…墾…響（3一一9）

　　　　　　　　　　　　　　　？n　n

灘・（一か望Σユ．二騨拠S・・学謝厩
　　　　　　　　　　　　　rtt

　　　　　　　　　　　　　　　F・一・蝉Σ1．器礁…雫’　（3一・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fil
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更に　　、，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・書Σエ＝rm；c；！oS．21！ZI．・・昭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝　1，　2，　3，　・…

であるから（3－10）の各mの値に対してnを夫々1，2，3，・…　と変化させるものとせば

　　　　　　　　F・一嬰ΣΣ（1－cos勉袈一cos瑚…響…2響（3一・・）

　　　　　　　　　　　　　　　’iia　7b

故にy＝±λcに於てF　＝　Fo　十　Fi　＝＝0の条件式を導けば（3－9）及び（3－11）よP

　　　　　　　ΣΣ｛畜q．型鷲二COS聖工

　　　　　　　7ja　71，

　　　　　　　　　　　　　　一罵鐸驚盤淵｝…2学…響一・（3一一・2）．

　蝕で簡単のため次の様におく．

　　　　　　　　　　　　∴1二鑓魂藤壷｝（3一・3）・

従って　ΣΣ｛姻綱一β（綱｝…響・・n撃・
　　　　　　　　　　7泥　　？1

難潔拶じ：：：∴淵前篇4ニト・（3一・5）

又は2Σ〔A・　cr（綱一β（綱〕〔…暁蜘一…讐壁〕一・（3一・6＞

　　　　　m　　　7ゐ

結局（2一一18）式と同様の式が得られるから前節と同様にして係数Amが求められる，

　これによって勢断応力及び換りモ・一一・メントを求めれば

　　　　　　　：∵1鴬鷲掴凸響｝｝（3一・7）・

　　　　　　　　　　　　　　矯
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　　　　　　　　M－Gθ唯一て論』轟tanh’”募cos　｝　（・一・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P瞳　、

　　　　　　　　　　　　　　　4　任意の三角形断面の場合

　第3図の如く座標軸をとP断面はOAB坐しくはOABノ

働・れるとすると踊の職形成加線嚇聾

式は

　　　　　　　　　　　　屯＝一一一，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J
　　　　　　　　　　　　bl　〉　b．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第3　図

　この場合Fo及びF，は次の様にとる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fe　＝＝　GO　x（a－x）　（4－2）

　　　　F・・G・曙｛§論疑…h警y＋薦島療f…h割…響（4－3）

　　　　　　　　　　m

このFe及び君は夫肉（1－1）及び（2－3）の解であることは明らかであるが，周辺に於ては次

の如くなる．

　y＝λ1銀　に：於て

　　　　　　　　　　　　Fe＝G・弓Σ■二饗堕…響．　　（4一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　（F・）一G・捌喜論惹…h粥響

　　　　　　　　　　　　　　？7昌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌔孟撫∫・…撃｝…響　（・一5）

　y＝±22鐙　に於て

　　　　　　　　　　　　　凡一σθ♂謂と警曙　　（・76）

　　　　　　　（F・）・厨・・が昨謡島τ・…2！ZltlYg2L2X．

　　　　　　　　　　　　　　　2陀

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋論斑・◎・h弊｝・・響　 （・一7）
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（4－4）又は（4－6）を前節と同様に書き換えて

　　　　　　　　F・：・　G・弓ΣΣ止qos製ゴos72援）…響…讐　（・一8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？’t　　？ゐ

更に（4－5）及び（4－7）を：・書換えて

　　　　　　　　　（F・）一肋・翻Σ｛A耀募s舞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t泥　　　Ob

　　　　　　　　　　　ゼ＋Bm（　n　cos　nrc　n・cosh　r　i　mrc2　iλ、L’　7re2＋フz2　λ～〃乞2＋が）｝…塑野…’響（・一・）

　　　　　（F・）・・L・x　一一G…4翔Σ｛土A・翻嘉難㌃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”1　n

　　　　　　　　＋砥器激拶驚』膿二瀞孟・）｝…．撃…竪（・一・・）

故に周辺rL於てF＝Oの条件を求めると，アーλ別で於ては（4－8）及び（4－9）功

　　　　　　　一Σ2｛A耀驚，＋瓦！鴨セ携劉｝…禦…学

　　　　　　　　　’t厚　　　7葛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋甥Σq－COS”2㍊一COS’2π）．…響…響一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7死　　　tl．

書き直：して

　　　　　ΣΣ｛A…1（m・・n）・＋B・　B・（綱一・（吻｝｛…璽謬ン蔓…讐）聾・

　　　　　’in．　7b

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－II）

　　　　　　　　　　　但し・・（樋口鐸㌦ジ　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∵：臨調（4一・2）

　y＝±，1　，・　cv　に於ては（4－8）及び（4－10）よPl

　　　　　一ΣΣ｛土継継一・拶驚・

　　　　　　’tn　n

　　　　　　　　　　　＋鼠儲諜1：一・、黒熱，一品，嬰）｝…響・・尋

　　　　　　　　　　　磯ΣΣ（エ旧＝型農＝cos”π）一s・・．撃…”解一・

　　　　　　　　　　　　　　　　7i己　　n

10

o
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．書き直して

ΣΣ｛±恥伽）＋踊瞬）一・・lm・X）｝｛…一

竹乙　　7轟

但し

　　　　　　a

　　　吻や璽多．
一cos

　　　　　sinh　mrr2，　，　　　　　　　　　　　フZCOS／Zπ
α・（脚の讐証ヨ痂乞亭藷二F還

s・・（姻一器激・無理．

］＝o

n　cosh　一i　mrrRi

Z22　m：　十　n2

｝

（4－！3）

（4－14）

　撫（：（4一一11）及び（4－13）の聯立方程式を解けば未知係数Am及びB，）｝が決定されるから，

勢断応力及び換りモーメントは前述の式よ9驚単に求まる．

　結局手数はかかるが任意の三角形断面につbても本解法により解くことが出来る．

結 言

　以上本郷では直線状周辺を有づ間る断画の俸の中，三角形断面のものにつき級数展開によって解

を求める方法を述べた。この級数は収倣性が比較i：［勺良いから次報以後にその数値計算結果並びに

．四辺形断面えの展開について報告したい．なお，この様な断面に聾して実験を行V・従来与えられ

ている結果と比較するがそれについては次の機会にゆつる．

　終りに終始御指導頂いた藤井教授に感謝の意を表する．
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　　　等が薩線縁を有する断面についての代表的のものであろう。


