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扇形断面をもつ棒の振りに就ての一考察

藤　　井　　忠

半　　　沢

（｝1召禾li　30年3月3Ei

　二

　宏

受理）

　On　Some　Solutions　of　the　Torsion　Problems

ot’　a　Bar　Having　the　Semi－Circuiar　CrosspSection

　　　　　　　　　　Chuji　FuJll

　　　　　　　　　　Hiroshl　HANZAWA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　In　this　paper，　the　authors　consider　some　solutions　of　the　torsion　problems　of　a

straight　bar　having　the　semicircular　cross－section　and　show　that　the　solution　using

stress　function　which　we　obtained　is　comparativeiy　sknple．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　緒　　　言

　轡形断面をもつ俸の振りに就ては既に正解が求められている．例えば等角写像を用い　謬十砂

：6θξ覇とすれば，極座標（X　：7COSμ，　y＝7si1ユξ）によ9　r＝0多となり，ξを常数とす

れば7は一定となり円弧を得叉ηを常数とすれば原点を通る直線を得るので，斯かる複素数函数

を朋V・て扇形断面を有する棒の換りの問題が解かれている．

　斯かる際に於ても解法は可成りの手数を要する．著者は本論で換りの応力函数を用いて解く一

二の例を示し参考に供し，この解法が割合簡単であることを；示したい．

　　　　　　　　　　　　　　1Ritzの方法による近似解法

　今換りの応力函i数をF，勢断応力をτx，Tyとすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ¢瓢『一再

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ず　ほ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　雪　∂謬

　　　　　　　　　　　　　　　　Fは断面周辺に於て常数

なることを要するtそこでFを次の様に：おいてみる．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＝＝GrΣAm（r2　一　cr‘x）cos〃mαθ　　　　　　　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　7％

　　　　　　　　　　但し　　G＝＝勢’断弾性係数

　　　　　　　　　　　　　　γ二単位長さの振れ角

　　　　　　　　　　　　　　cr　＝π／2θ。

　　　　　　　　　　　　　　m＝＝1，3，57・…

尚・4，。及び。は未知係数である．

　倦て，第1図の如き断面に就て考えるに，（1）は明らかにθ＝±θoで0とlil　pr，：又7＝＝0・

　　　　　　　　　　　　　　　　　で0となる．更にr＝aでFは0となる必要があるから，
拶

　　　　　　　　　　　　　　　　　それには

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2－camCt＝＝O

　　　　o　　　　＋g。　　　　となる様に未知係数0を決めればよい．即ち

　　　　　　（r，e）　　　　　　　　　　　　　　c　・＝　a2　一一mct　　　　　（2）

e

o

第1　図

一e，

　　　然るときは周辺に於てdF＝0なる条件が満足される．
x
　　　故に（1）は唯今の揚合周辺の条件を満足する函数であ

　　　る．億てこの際のstra童n　energyは

　　　　　止蓄∬［（劉2＋（÷脚下・・（・）

　　　で表わされ，叉換リモーメン1・は

M：2　SS　Fr　dr　de　（4　）一

で表わされる．術おTx及びryをr及びθの函数で求めると次の様になる．

　　　　　　　　　　　　一i，‘：：［i／illFx－r：：：e，t／i／＄一；1ml／［：．：，etli／il．s－／

従って合成阿智応力は

　　　　　　　　　　　　　　　・訳劉＋（1　OFr　OO）1

となる．次に（1）より次の計算を行う．

　　　　　　　　　OF　h　．e2
　　　　　　　　　：6：iJ’Li　＝　Gr　＃．　Am［2r　一　c（mev）　rMctmi］　cos　maO

（5＞

（6＞
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　　　（馨アーα曝鼻晶［・・一。（　）r・ct－1］〔・・一・（　）r・・c・一1］・・一…c・・　・

　　　　　　　　　　　但し　n一1，3，　5，・…　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　OF　一y　　　謬ゲーG曝A…＠・）［r2　一　cr”tct］　一sin　77・　ev　0

　　　（÷器）’一G・γ巽細・＠α）（　）亡・ザ刃卜1刑・・一…S・　…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）・

以上の式で簡単のために次の様におく．

　　　　　　　e」　f7n　＝＝　2r－c（mev）　rMctth　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l’
　　　　　　　　　　　　　　　f7b　：2r－c（ncr）r’Zct－i　I

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　（9ン
　　　　　　　　　　　　　　　1二；二1鋼　」

これによって（7）及び（8）を書きかえると

　　　極月鐸鼻孝町回…m・・・…7・・a・　　　（・・ン

　　　（一ll一　一gtif；一）2＝　G2r2　lil，1］，　：ii，］　A．，　A．（mev）　（nav）　，g，．　g．・sin　mae・sinnao　（sa）le

　倦てこの積分を行うにあたPl

　　　　　　Ie－eoocosmaO・cosnaO　＝O，　・SZ）e，sinmae・sinneve・dO　＝＝　O，

　　　　　　Se－Oo，　cosL7　mcifode　＝　eo　，　SOmOe，　sin2ncyode　＝　e，

なることを考えて（7a）及び（8a）より次の式を導く，

　　　　　　　　　　∬（筈ア・・…一咄シ♂∫誘…　　（・・〉

　　　　　　　　　　∬（一li　一〇一〇Z一）2rdr　dO　＝　Ggx2　eo　t“，F，．　A，．2（mev）2　S：　gm2rdr　（11〉．

　以上求めた諸式を用いてA及びMを求むれば結局次の如くなる．

　　　　　　　　　　　　　A一．黛響沙（m・一・）・　　　（・・〉
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　勉π
　　　　　　　　　　　　M・・　G・辱磯慧・．∵』．　　（4a）

今δ（A－Mr）＝0　をつくPl　Amを求めると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　mn
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sm　一一＝T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　一一一2
　　　　　　　　　　　　　　　Am＝て爾こτ●．薇bUU巾　　　　α2）

ここにA，nが決定したから（1）のFは完全に唯今の条件を満足する様に求められたわけであ

る．従ってこれより応力の計算が禺来る．

　以上論述した様に簡単な手数によって捉P応力函数Fを求める事が出来る．　’P次節では微分方

程式より解を求めてみる．実は（1）のFは随意に選んでみたが，これが正解である事を述べ

度v・．

　　　　　　　　　　　　　　2　微分方程式による解法

　換り応力函数Fの満足すべき微分方程式は唯今の場合次の様に書ける．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　a2F　　　　　　　　　　　　　　OL’F　　　　　　　　　　　　　　　　　1　aF
　　　　　　　　　　　　　　闘∂ア＋7冨＋ア研＝一2G7　　　　（13）

唯今も前節と同様な断面について考える．

　第1図を参照して断面はθに対し偶函数であることに注意して　（13）の右辺をFourier’s

Seriesに展開して次の様に書き表わす．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　771π
　　　　　　　　　雰号霧＋謬一撃デ7…m・nd

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　但し　α篇覇『

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝11，3，5，・…

　今FをF1として次の様においてみる，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fユ＝Gγノ2Σβ，n　cos駕αθ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η占

但しβ，。は未知係数である．（14）を　（13a）に入れると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sinノππ．
　　　　　　　　　艶β。、［＠。）・一4］、。，m。θ一9量一旦一、。，m。θ

　　　　　　　　　rkt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π　”e　　　m

（13　a）

（14）
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よつてβ，、、は次の様になる，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin」笏罫．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　8　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　π　　　溺　　　　　　　　　　　　　　　β，。＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ＝ノlm　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（mav）2－4

斯くして（14）は（エ3）の解であることが判る．（14）は明らかに：θ＝±θoで0であるがr＝a’

では0とならないので，次の微分方程式の補解Foを求めて，　Fo及びF1の両者を考えて周辺．

の条件が完全に満足されるFを見出したい．

　　　　　　　　　　　　　　∂2F　　工∂F　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∂2F
　　　　　　　　　　　　　　一∂ア＋一ア∂ア＋募評＝o　　　　　　　　（16）

　今上式の解を凡として次の式をとりあげる，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ふ　　　　　　　　　　　　　　Fo＝：（；γΣBm　r’～ct　coS沸αθ　　　　　　　　　　　　　　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　7㍑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　　但し　α篇砺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝：1，3，5，・・。。

Be，、は未知係数である．（エ7）は（工6）の解であることは明らかであptθ・・±θ，でF。＝0で一

ある．倦てr＝・aに於てFo十Fi・・OとなるためにはBmは次の値をとればよV・．卸ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　Bm＝一a2－enCt・β，、、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　一a2－mec・Aりn　　　　　　　　　　　　　（18）

よってこの際のFはFo十Fiであって（1）と同式となる．即ち前述せる何れの解によるも問1

題は解けたわけであるが．次に中察扇形断面の場合を考察する．

　　　　　　　　　　　　3　中空扇形断面をもつ場合の解法

　本節では第2図に示す様な中察扇形圏〒爾について述べ　　　臣

1：‘曝灘法蹴の輌をとってみ　。＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　やθ、
　　　　　　　　　　。。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，e）
　　　　　Fi　＝Grr2　X　B，n　cos　maO　（19）
　　　　　　　　　　7緒

　　　　　　　但し一意

　　　　　　　　　　　f7z＝エ，3，5，・…

上式を（13a）に代入してβ，nを求めれば箭節と同様に

（15）で与えられ，長Pち

o
e

第2　図

．e，
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　　　8sln一…E『　4Sln⊃r罰

附㌔。鴛一線響4…

である。次に（16）の補解を次の様にとる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F。＝GγΣ〔B，。r’nct　＋　Cfn　r一一Mct］　cos　p．n　aθ

　　　　　　　　　　　　　　　　’ttt

（20）

（21）

6

召・γ・及びC，、bは朱知係数で」m及びαの値は前述せるところの値と同一である，（21）は（16）

の解であることは云う迄もないので，この際もF」Fo－i－Fiをつくって周辺の条件を満足する様

，にする．（19）及び（21）は何れもθ＝±θGに於てF，及びF。共に0となり，F漏0の条件

を満足する．次にr＝＝a及びr＝bに因てF＝0となるためには次の2っの条件式が成立する．

　　　　　　　　　　　　　α2β，、ドトaVtαB，］z＋a　一Ma’　c？m＝o

　　　　　　　　　　　　　b2　Bm　＋　bX’bct　B，n　＋　b－M　Mpt　Con　＝　O

これらよりBm及びCmを求めると．

　　　　　　1　一　，？，2　＋　？iz　ct

　　　　　　．F憂爾．畠・B？n　＝　一　a2－ma

　　　　　　1　一　17，2　一一　ltt　ct

・？｝㌧一グ＋？≧～α 血ﾋitt．禽・

　　　　　　み
　　　　2＝　一＝

’

j

（．？．2）

（23）

　従ってF＝　Fo十Fiはθ＝士θoで0とな9叉r＝a及びr＝＝bに於て0となる故Fは周辺

の条件を満足する．依ってこの腸合もFが決定出来たから応力及び覆りモーメントの計算は簡

単に導かれる．

4結 雷

　本論では応力函数Fを用いて厩形断面の解法が可成）r　f，，frgi単に求められることを示唆した．数

学的計算は既に色々と示されているので応力函数Fを決定することに重点をおいた事を附言し

ておく．


