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一次元応力問題の解法について

秦 謹 一

（「i召耳…∫130無三9月30　欝受理）

On　the　Methods　for　Solving　Three－Dimensional

Stress　Problems．

Kin－iehi　IIATA

Abstract

　　　The　main　purpose　of　this　papey　is　to　maintain　that　most　o±’　the　various　modes

of　approaeh　to　the　three－dimenslonal　stress　problem　should　be　equivalent　to　J．

Boussinesq’s　approach，　and，　if　oBe　applies　the　me£hod　of　the　type　of　H．　Neuber’s，

one　will　be　compelled　to　have　recourse　to　a　cumbersome，　ma七hemaもical　manipula口叩n

in　order　to　obもain　eorrect　solu七ioロs，　bu七　concerning　me七hods　of　もhe　七ype　of　H．

Neuber’s　there　will　be　no　laek　of　generality　by　virtue　of　the　existenee　’ 盾堰@this

manipulation．　lt　will　be　worth　noting　that　J．　Boussinesq’s　basie　soiutions　can　be

readily　trans£orrr？一ed　in　the　forms　similax　to　H．　Neuber’s　（2．14）　of　this　paper，　and

the　third　teym　of　formula　（2．！4）　ean　be　derived　eertainly　by　integrating　displa－

cemen七differen七ial　equaもions　of　equilibrium，　aロd，　further，もhis　term　may　be　merged

in　other　basic　har皿oRic　functions　wi七h　ease　aもthe　expense　of　compu七a七ional　facili七y．

」．　Boussinesq’s　basie　solutions　，．g’n　the　forms　of　H．　Neuber’s　may　be　called　the

generalization　of　H．　Neuber’s．　ln　any　event，　it　will　be　evident　from　many　reascns

that　it　is　advisable　to　resort　to　the　methods　analogous　to　」．　Boussinesq’s　or　the

generalized　methods　of　the　type　of　H．　NeubeT’s．　The　rernarks　in　this　papey　are

ehiefiy　eoneerned　with　general　stress　state　and　with　exact　solutions　to　the　three－

dime皿sional　s七ress　problems．　As　an　illustraもion，　we七reated七he　prob玉ems　of　a　short

eolumn　with　reetangular　and　circular　eross　seetion　briefiy．
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§1．緒 言

　製に三次尤旛力聞題の一解法に関する覚書と題して報告1，したが，これは直角座標に依るもの

であPl，その中で得られた解の形式はH．　Neuber2）の解法に依P得られることが望ましいこと

を述べたが，そのことに関して或る結果が得られたので述べたV・と思うs筆者は迂欄にも多くの

三次元的解法がH．Neuberの解法と等価なものとのみ考えてV・たので，前述の直角座標系に依

る三次応力問題の解が簡単にH。Neuberの解法により得られる筈のものと思っていた処，これ

は」．Boussinesqの解法により歪尋られることを指摘された31ので，三次応力問題の解法に就い

て一般的な考察を行って見允次第である．勿論筆者は」．Boussinesqの解法はH．　Neuberの

解法と等価なものと思っていた訳であるが，そのような証明は今までになされていないように聞

いてVi！6し，叉簡単にその．9rうに云うことは適当でなく，寧ろ立ての解法は」．　Bouss短esqの

解法に一致する筈のものであり，若しH：．Neuberの解法及びそれに等価な解法を使用するなら

ぼ，条件を附加するか，或いは使用に細心の注意をして特別な操作を行うべきであるという結果

を得た．

　三次元応力問題の解法ぼ超えあPl，例えばA．　E．　H．　Lone4）や渋谷博士5♪の著書や論丈に見

られる通りである．無論根本的には皆同一のものである可きであPl，筆者としてはそれ等は一応

J．Bouss三nesqの解法に一致すべきものと考えてV・る．．dilata七ionやrota七iollに重きを置く

三次元的解法も結論ではあるが，1此処ではJ．：Boussinesq，　H．　Neuber，：B．　Galerkin6），　P．：F．

Papkovitch7｝の解法外について圭として述べる．所謂three－functions　apProachの中でこれ

等は尤も使用し易v・ものであろう．J．　Boussinesqの解法を除く上記三つの解法が～致すること

は容易に証明される．又例えば渋谷博士の解法もH．Neuberの解法と一致することが示され8）

てい惹これ等の解法に依らなくとも，変位に関する釣合方程式を積分するか，応力に関する釣

合式と適合条件式とより解いてもよVO訳であるが，支障のなV・限P上記諸解法を使用する方が望

ましいことは明かなことである．以下に於V・てH．Neuberに等価な諸解法は笑は」．：Bouss－

inesqの解法に一致すべきものであPl，而して」．　Boussinesqの解法に等価な解法は形式的に、

H．Neuberの解法に一i致せしめることが禺来るものであJl，又他の考慮によって　H．　Neuber

の解法のみで充分であPl，それに関聯してもhree－functions　approachの三つの調和函数等の，

解法に國有な基本的な調和函数の所謂個数の～二とについて一言すると共に，」．Boussinesqの解

法に等価な解法の効用性につきその一端を述べる．外力の存在しない場合の等方等質の物体に開

する微少変位論の範囲に於VNて論ずるものであることは断るまでもないと思う．
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駿．3・Boussinesqの解と一般化されたH．．Neuberの解に就いて

本節の題臼中の一一般化されたという言論の憲味が納補i騒限されたものであることは，後述せら

れる処により瞭かなことと思う．

　先づ直角座標系に依る」．Boussinesqの解法は，

ある．

よく知られてV、るように，次の如きもので

・・鵬㊨一㈱
??

2G　（a，，，　v，，，　w，，）　＝　2　rot　［g8，，i’／／，，log，］，

・・幡碗一
G：shear　modulus，レ：Poisson比，

te，　V，　Wは夫々X，　y，　Z方向変位，

腕，捌，，？、ε，（i＝：1，2，3）は三次尤的調和函数，

（2．．！　a）

（2．エb）

（2．1　c）

　変位記号に附けた工，2，3のsuMxによb夫々第一，第こ：，第三変位形式とする。三つの変

位形式を相力1したものが一般的変位表現である．

　．上記の如き表現は本質的に云って大した意味iはなく，纒めて書V・ても同じことである．

　　　　　　　2G　（Ml，　Vl，　Wl）　＝grad（9コ口～Ptl十g3），　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2a）

　　　　　　　2G　（UL，）　VS）　WL））　＝　2　ro七（・8，，　zSt2，　z93）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2　b）

　　　　　　　2G　（u3，　v：i，　w3）　＝＝　grad（xl，　一P　y7，2十zZ：s）一4（1－i）（Ri，　2，e，　1：s）　（2．2　c）

　（2ユ）や（2．2）の表現中の

　（U・，V，　ZV），（2＝，，12，2，3）の如き形はベクトルを意昧するtとは云うまでも：ない．上記の形を

すこしく簡略に書け’ば次のようになる．

　　　　　　　？e＝　（”，　v，　w），　8　：（e5｝，，　t92，　’eS）3），　．1　＝＝　（2，，，　2？．　23），

　　　　　　　㌍＝（X，y，　z），9＝9i十侮評語，とすると

三表現を相加した形に書いて（2．2）は

　　　　　　　2G　a，c，　：　2G　（t．eJ　十　7e2　十　？・t・：））

　　　　　　　　　　＝　grad　g　十　2　rot　e　十　grad　（o’　・　R）　一4　（1－v）　R，

となる．以上ノ」．Boussinesqの解を．…三重類にあらわしておいた。

　而してH．Neuberの解はよく知られているように，次のものである．

〈2．3）

（2．　4）
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　　　　　〇F
20・にr海．闇＋4（1－v）の・・F＝＝ψ・＋x‘P・＋

　　　　　aF
2G㌍一 }＋4（！『の転　＋yφ・＋xaJ・・

　　　　　aF
2Gω　r ﾝ2田　　　　　　　十4（1一の（P：1，

　　　　　　　畔＋互＝吾ジ…9「ad　di・旗1＝2。α9「・d7

　　　　但し　αは考えてV・る物体の線膨張係数

　　　　　　　丁藁T（X，ツ，Z）は温度の分布函数，

を一見すれば明白である．即ち（2．7）と（2，エ0）よPl

　　　　　　　・・ad（〆F一匹．　T）一賊いはプF一忽乳

（2．11）の特別解だけが必要である．

（2．5）

4

　Oo，φ‘，（¢＝エ，2，3）は，調和函数（2．5）をベク1・ル形式で書いて

　　　　　　　2G　’u・　：＝一grad　F十4（1一一v）　42，　（2．6）

　　　　但しF＝dio　十　；　・cb，ψ＝（の1，φ2，03），

　上記解中の諸函数は変位ポテンシャル，歪ポテンシャル或いは応力函数等と呼ばれ，ベクトル

形式で云えばスカラーポテンシャル，ベクトルポテンシャルがあることになる．然し以上のよう

な名称は余の適当と思えなV・点もあるようである．変位ポテンシャルの置き方は慎重でなければ

ならない．本報：文もそのことに関してV・る訳である．たとえばよく次の置き方をする．但し2G

は他の釣合上附けた．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF　　　　　　　　　　　　　　　　　　aF　　　　　　　　　　　OF
　　　　　　　　　　　砺2G・r万，2働r蕩・　　　　（2・7）　　　　　　　2G　u　＝

これは単は（2．5）式で右辺第二項を除外したものと云うように考えることは出来ない．即ち変

位に依る釣合方程式をベクトル形式で書けば

　　　　　　　（プ＋毒一9・ad・・）・ti・・一…　　　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　a2　02　oL’
　　　　　　　但しプ＝硫・＋御ナ露はLaplaci賦

（2．7）を（2．8）に代入すれば

　　　　　　　grad・72F　・・O，却ち72％＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

　これでは変位は調和函数であることになり，（2．7）の表式は応力状態が調和函数であるような

比較的簡単な問題にしか使用出来ないものであり，よP｛　一一・ee的な問題に対しては不適当な表現で

ある．但し例えば熱応力問題の特別解は（2．7）の置き方によ砂導謁し得ることはその釣合方程式

　　　　　　　　‘i　A．　i　1　．一．n　n．　．．．　2（1　ht’！）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2ユ0）

S　（2．ll）

F（x，ア，2）は求ゆ得る筈であるから，（2・7）の表現は正
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しV・訳でありポテンシャルを有する物体力が作熔する歩合も同様なること明かである．（2．10）の

右辺はポテンシャルカの形をしている．表現の蕉しV・ことを種々な面より確めなければならない．

熱応力問題としてはそのFの特別解とJ．Boussinesqの解法等の諸解を補助解として用いれ

ばよV・こと明かである9♪．

渋谷博士・o）はH．Neuberのチ聾は，二次元弾性理論にお1ケる解u）

　　　　　　　　　　　　oz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－az
　　　　　　　2α4　褥＋ξ200罵r渉17J

　　　　但し嘉蕩駈書一一・偲鷺1）k幽

　　　　　　　：：（・一轍漁……÷Cl呈留＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ou　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　av
　　　　　　　　　　　　　dilata七io－r万＋Of，

　　　　　　　　，）　OL’　，　oa2
　　　　　　　　　　諮．＋趣，　　　　　　　グi“＝

を三1次元的解に：拡張したものであると云っておられる．

（2．12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H．Neuber教授が如何にして（2．5），

（2．6）式を導出されたかは詳かではないが，教授の署書の切欠応力論に示されているようなもの

とすれぼ，最初より大体の形を置き，単に4　（1－y）なる係数を釣合方程式に代入して決定した

に過ぎ＄，完全な導出法とは遠V・ものである．併しその置き：方は渋谷博士の申されるとお・Pl，

（2．エ2）式より容易に推知されるものであるかも知れなV・．

　今（2．4）式に於いて

　　　　　　　9　：一　cb　，，　」1　＝＝　一　（P　＝：一　（¢，，　M，，，　to　，），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　（2．　13）
　　　　　　　F＝　toe　十　7”　’　pt，

と避くことは何…等一般性を害しない．勿論ψ函数やFはH．Neuberの（2．5）式と同記号の

ものである．（2．13）の置換に依Pl，J．　Boussinesqの解（2．4）式は次の形となる．

　　　　　　　2G，i　＝一　grad　F十4　（1－v）　O’　十2Tot　e，　’（2．　14・）　，．

　　　　　　　但しF：φo　十　7’・ψ。

（2。14）式は第3項2ro七∂を除けば（2．5），（2．6）のH．　Neuberの解法と全く同形式である．

而して（2．14）はJ．Boussinesqの解と云うことが出来ることは勿論である．即ちH．　Neuber

の解に2ro七∂を附加したものが」．　Boussinesqの解ということになる．以後（2．14）をも

J。Boussinesqの解，又はH。　Neuberの解の拡張，或いは一般化されたH．　Nuberの解と呼

ぶことにする．

　（2．14）式の第三項はJ．：Boussinesqの解（2．エ），（2．2）の第こ：変位形式20馬であり，？’2

は’tlユと共に単なる町回函i数或いは調和ベクトルであり，それ等に属するdilatationは消える．
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即ち，div㍑F　div偽＝0．併しそれ等に属するrotationは？．eユに就いては7肖え，殉に就い

ては消えない。即ち

　2G　rot　’s－ti　＝＝　rot　grad　g　：　O，　G　rot　’te2　＝　rot　rot　tY　＝　grad　div　tS　｝f　O．

　福2は換れに依るshearに関聯するものであるtとは明かであり，廻転対称問題である換れの

解はこれのみで充分である．第一変位形式と第二変位形式は上述のように瞭かに本質的に異り，

このこ：つのみに関する限り，一方をもって他方を代用することは出来ない．飛角（2．14）の第三

項は何等の理由を示さすに，無視したり除外することは避くべき事柄である。軸対称問題でt◎r－

sion－freeであれば，」．　Boussinesqの解の第二変位形式文は（2．14）の第三項は不要であるこ

とはよく知られている．然し軸対称問題は特殊な凹凹である．この第三項は，一一般的な聞題に下

する基本解としては，一先づ重要な項である．J．　Boussinesqの解法は一般に認められ，よく使

用せられるものである．H．　Neuberの解法もまたよく使用されているのであるから，ここに深

い考察が必要であると思う．M．　A．　Sadowsky＆E．　S七emberg121両教授はその論丈で次のよ

うに云っておられる．即ちH．Neuber教授がthree－funcもions　apProachの変形体を新しく

導出し，完全な対称性を有する暴三二を計下上の利便を三牲にして得られたとe確に（2．14）の

第三項2　ro七∂は対称性を損うものである．然し両教授もJ．　Boussinesqの解の方が計算に便

であることを曙・に云っておられるようである．即ちH．Neuberの解に第三項2re七～9を附力1し

た方が便利であるという訳である。three－functions　apProachのthree　func七ionsの意i朱は

分明でないが，所謂三次元応力聞題の解法には，一般的に云って，三飼の基本的な調和函数が必

要で」あるということに基いてXAる　9一うに思へる．但し：Maxwell或V・はMoreraZ31の応力函数

は形式上3個であり，そのように応力と直接結びつく3個の函数もthree　functionsの中に這

入っているかも知れないが，”）tづこの三つの函数は調和函数の意味にして置きたい．斯くして

調和函数が3個本質的に必要であるということの意味につV・ては後述したい．兎角無造作に（2．

14）よ92rot∂をとり外して，完全な対称性を有する有用な解を得るとは考え難いことであ

！，そのことをも以下に述べる．次回に於いて変位であらわした釣合微分方程式より積分すれ

ば，必然的に上記の2rot∂項は現われるものであpl，換言すれば（2．14）の」．　Boussinesq

の解は，如何なる積分法に依るも，容易に導出されるものであることを云う．

§乱　二，ミの積分法に依る（2．14）のJ・B・ussinesqの

　　　解の導出に就いて

　J．Boussipesqが如何なる導綴法に依って，氏の名の冠する解を得たかは筆者は知らない．

Comptes：Rendus中の氏の諸論文を探しても，それらしいものは見当らなかった．恐らく文献

と注意の処に示した氏の著書中3）に導出法が記載されていることと思う．

先づP．F．　Papkonitchi4）の解の導出法に依れば，（2．8）の釣合式よPl
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　　　　　　　　　凶加意一9・ad・・…ze，　　　　　（…）

（3．1）の両辺に演算子divergenceを作用させると

　　　　　　　　　〆d・…「寺7・d・叫・れ…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7L’　div　？，i　＝＝　O，　（3．2）

即ちdila七a七ionである処の

div窃は調和函数、（3．2）に依）1（3．1）に：〆をチ歪ま胴させ’て

　　　　　　　　　　　　　　　　cr’2tJ7L’　tg，＝7‘　’tt・＝o，　（3．3）

（3。2）と（3．3）は示す迄もなV・が．次に（3．1）の形よりして

　　　　　　　　　？tt　＝　B　十　grad　F，　（3．4）
と置き得る．第一一項は（3．1）の補助解，第二項はその特別解の趣であPl，後者につV・ては，第

2節に少しく述べた．

　　　　　　B＝　（B1，　Bs，　B3），　72Bε＝＝O，　（i＝＝1，　2，　3），　F薫F（x，　二y，　z）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　div　B，　（3．5）　（3．4）を（3．1）に代入して　　プF瓢
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（1　一；　）

　而して（3．3）によPl　Fは．重調和豫1数であ9，叉Bは調和ベクトルであるから，公式

　　　　　　　　　　　　　　　on
　　　　　　　　　crU　（xf）＝2万泌7ヲ＝O」議ブ（x’y●x）・　　　（3・6）

を利用して，（3．5）式は次のように積分される．

　　　　　　　　　　　　一1
　　　　　　　　　　　　　　　（7”・B十90），　C729e　in一　O，　（3．7）　　　　　　　　　F：
　　　　　　　　　　　4（1－y）

　この（3．7）を（3．4）に代入したものがP．：F．：Papkovitchの解であり，明かにそれはH．

Neuberの解と等価である．然し（3．5）を積分する際に基本公式

　　　　　　　　　div　ret　A＝＝　O，　A＝　（Ai，　A2，　A：i）　（3．8）

を考慮すれば，Bの中よりro七A型の調和ベクトルを最初より分離して置くべきことが考え

られる．故に今次の如くBを避きなおせぼ，

　　　　　　　　　2GB　＝＝4（1一；）　di　十2　rot　・8，　，　（3．　9）

　但しφや∂は前節に定義した調和ベクトルである．

　（3．5）式は

　　　　　　　　　2G　c7L’F’　＝一2div　¢，　（3．　10）
となP，これよ）e直ちに　2　GF　e・　一（o”　・三十φ。），　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　，72の。＝0

と積分されて，（3．4）式より（3．9）と（3．11）を用v・て

　　　　2G　一？i．　：一　grad　（di，　十　？”　・　di）　十4　（1　一；）　ip　十2rot　’0，　（3．　12）
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が導出され，これは（2、14）の」．Boussin2sqの解と同じものである．（3．9）式の如く，（3．5）

式に代入すれば当然消：失する項を最初より分離しておV・たからとて，異議のある筈はないと思う．

或はまた宮本先生15）の三次元応力解の導禺法に依れば，同様に（2，14）を得る．即ち変位は廻

転が消：失する±．，“分と，その発散或V・はdilata七ionが零となる部分とに分けられるから，次のよ

うに置ける．

　　　　　　　　　u，　＝　’u，s　十　ze．，　（rot　’te，　＝　O，　div　ze．＝　O）　（3．　13）

　先づroも7t・s　＝0の条件に着目して，これよPl　ltlilのように置き得る．

　　　　　　　　　2G　’u，　＝：　grad　E，　（E　iii　E（x，　y，　z））　（3．14）

　但し（3．3）によって　7272E＝0である．釣合方程式（2．8）と上認諸式を用いて，

　　　　　　　　　・・〆・げ｛二1早・・a叫　　　（…5）

　（3．エ5）を積分して，

　　　　　　　　　2Gu・．　＝＝　R一　21（1一一2”．）　grad　E，　（3．16）

　但し　丑＝（私，u2，、砥）．はharmonic　vector．

　Eは重調和函数であることは前述した．故に

　　　　　　　　　E　＝　（1－2y）　（vao十7“・di），　（3．17）

　φ函数は前節に定義した様なもの．　（3．エ7）を　（3。16）に代入し，　得られるzavに対して

（3．13）のdiv　t‘，，＝Oの条件を使用して，次式が求められる．

　　　　　　　　　div丑＝　4（エーv）divφ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．エ8）

（3．エ8）を：積分する際に（3．8）の基本公式を考慮すれば，

　　　　　　　　　丑＝＝4（エーv）φ十2ro七彊5L，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．19）

となり，それを考慮しなけれぽH・Neuberの解に等価な解を得ることは容易に証し得る・こ

のようにして（3．13）式は（3．工4），（3ユ6），（3。17），（3．19）を使用して，

　　　　　　　　　・G一・G（’el，s　十’　？・Lv）一遅一i与・・…E

　　　　　　　　　　　＝　一一grad（の。・十ew・¢）十4（1－v）ψ十2rot浮．　　　　　　（3．20）

この方法に依れば，（3．20）の第3項の導出のされ：方は，（3．18）の形から見て，可成り判然とし

ているように見える．

又R．D．　Mindlin教授16♪の：方法に従うと，次の表現より1二葛発することが出来る．

　　　　　　　　　2G？・e＝　grad　ip十rot　S．　i7）　（div　i9＝e）　（3．21）

　この（3．21）式を（2．8）の釣合式に代入すれば，

　　　　　　　　　7“’　｛一2i（ikiSiilLi一一2．”）　grad¢　＋　rot　s｝　＝＝　o．　（3．22）
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　　　故に左辺brace中の式は調漁函数であるが，後にこの表現にdivergenceを作用させる必要

　　があるため（3．8）式を最初より考慮：して，その調和函数を二つに分離し次のように置ける．

　　　　　　　　　　　ap（1　v）．
　　　　　　　　　　　　　　　gvad　di　十　rot　S＝　4（1－y）　to　十2rot　e．　（3．　23）
　　　　　　　　　　　　1－2v

　　　（3．23）式に演算子divergenceを作用させると，

@A2　to　＝＝2（1－2v）　div　¢．　（3．　24）
　　　（3．6）を用いて（3．　24）よ）1φ＝（1－2v）（dio　十　’ln・φ），（7L’　rPe＝＝0）　　　　　（3．25）

　　　（3．　25）式とrot　8に対しては（3．23）式よpl＊めたものを使用して，（3．21）式は次のよう

　　になる．

　　　　　2G？．t＝gradφ十ro七8　＝一grad（φo十7’・の）十4（1－y・）の十2rot書，　　　（3．26）

　　　F＝φ。十〇■・ψ，と置V・て（2．　14）式を得る．

　　物体力のなV暢合，　（3．2エ）式に於ける

　　　div　8＝O，の条件を用いなV・で（3．26）式ヵ§得られている故，宮本光生の（3．13）の置き：方

　　とR．D．　Mind｝lnの（3．21）の置き方はdiv｛ro毛8｝＝・O，を見れば全く等価であることが判

　　る．・但しR．D．　Mindlinは（3．23）のような手順で求めている。斯くして，

　　　　　　　　　　　div　rot　A　＝＝　O，　ret　grad　¢　＝：　O

　　の如き：重；要な基本的公武の前者を無視するようなことをしなければ，」．Boussinesqの解（2．14）

　　の形は得られるように思う．

§4．B．　Galerkinの解法に就いて

　B．Galerkini8）の解の導出はいささか唐突に最初の部分がすすめられているようで，到底その

導出法そのままでは，（2．エ4）の第3項2rot　ePに相当するものは得られない．　H．　Neuber教

授の解の導1：1：1と似たような点があるのである．

　即ち

　　　　　　　　　2G？．iv　＝＝　（cu　f7“’一grad　div）　PV，　（4．1）

　　　　　　　　　　　　　W＝（X，　Y，　b

のように，最初よPl変位に関するベクトル形式の釣合方程式に現れる第20rderの演算子に闘

する考慮よ9，直に‘eを未定係数として式をたて，釣合方程式によりαを決定するような方法

は危惧を懐かせる手法である．：B．Gale敷inの解法はH：．　Neuberσ）解法と等価なることは容

易に示し得るが，その性質も梢丸異るのでこの解法につき少しく述べtte／O．　R．　D．　Mindlin19）の

考え：方に従えば，容易に且つ合理的に：B．GaleTkinの解が導1＝1二1せられると共に，又」．　Bou－

ssinesqの解の第二変位形式即ち（2．14）の第3項2roも∂に相当するものが附加されて来るこ

とが判る．
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即ち3節に述べたように，

　　　　　　　　　2Gu・　＝　grad　ip　＋　rot　S，　（div　b”　＝　O）．

　（4．2）を釣合式（2．8）に代入して，

　　　　　　　　プ｛21穿・・adφ＋・・畔・・

　（4．1）のdiv　8＝＝　O　を考慮して，8は次のように置き得る

　　　　　　　　　8＝＝一2（1一レ）ro七va“十　｛2ぜ1≧一grad（？7。　6～十ee）｝，

　但し　W＝（X，y，　Z），∂は2節に定義したもの，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆♂ヲ。＝0．

　（4．4）より

　　　　　　　　　ro七8＝一2（1－v）ro七roも「勤F／H－2rot　B．

R．D．　MindlinはGalerkinの解を導繊する際に，単に

（4。4）の：方がより一般的であるように思う．

（4．　2）

（4．　3）

（4．　4）

le

　　　　　　　　　　　（4．　5）

β＝一ro七回ノ，と置v・たが，明かに

　（4．4）の第2項の発散（divergence）は消えることは容易に証し得る，物体力はない故，8

は重調和ベクトルであるから，がは調和ベクトルでなければならない．無論tgoはなくとも差し

支えないものである．（4．4）については後述する．（4．5）を（4．3）に代入すうと，

　　　〆｛2㍑）…dφ一・（・一）（・・add・・躍一〆μつ＋…t・｝　…（…）

　而して〆rot∂＝O，7272研；0，であるから，

　（4．6）は，積分されて，

　　　　　　　　　　　　　¢＝　（1－2／’）div　rv十¢o，　（4．7）

　プφoコ0であるが，このφoは結果的に見て，不用なものであること瞭かである．故に

　φo＝Oとする．　　　　（4．7）と（4，5）を（4．2）に代入して，

　　　　　　　　　2G？・e　＝2　（1－p）　72　ni　一　grad　div　l17　十2rot　B，　（4．　8）

　　　　　　　　　但し　W＝（X，．Y，　Z）・

　（4．8）を成分で書けば，

　　　　　・G・一一金・・…＋・（・一）9・X＋・僻一州

　　　　　2Gv　一一　一〇〇ab・・div　’PV　＋2a－v）7L）y＋2（一ao一一g－i　一　一Z一　i9：i），　（4．g）

　　　　　2　Gw　”　一　’EII2”　div　’if　＋　2　（i－p）72z　＋　2　（…2，・1・9p’　一　一t／／一yO一　…D，

　　　　　　　　　　　　（7‘iva　＝＝O，　72e　＝　O．）

　（4．8）と（4．9）の右辺の第3項を欠v・たものはB．Gal　erkinの解である．斯くして：B．　Galerkin

t
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の解と難も，矢張り釣合方程式よ切E確に導出すれば2　roも　’0項は現れる．依って一応（4．8），

（4．9）は：B．Galetkinの解の拡張と云v・得・る．

　今次の如く置けば，

　　　　　　　　　X＝　x（P　ll十gエ，　　　cr2（Ptt＝ク2「F＞ε　＝O，　（i　＝エ，2，3）

　　　　　　　　　y一剛＋％券副瓶募鰐紘釜醒吻

　　　　　　　　　Z　＝　2　cb，t　十　9，，　S：，　cb　i，’　十　d　iV　SC）　＝＝　pt，，　9　＝　（SO　i，　9s，　93），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i”
　　　　　　　　　F＝＝φθ十ニダ・の，　の＝　（φ1，　φ2，（P．9），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．工0）

　（4。8）式は

　　　　　　　　　2G　u，＝＝一一grad　F十4（1－v）φ十2r◎七8，　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）

となりこれは（2．14）の」．Boussinesqの解と同2窪望である．即ち一般化されたB．　Galerkinの

解は」．Boussinesqの解或いは一般化されたR．　Neuberの解と等価なることが示された．第

3飾に述べたR．D．　MindlinのP．：F。　Papkovitchの解の導出法では，　ro七8の8に関する条

件div　8＝0，を使用せす，建に釈然としなV・ものがあるが，上述の如く先づB．　Ga王erkinの

解を導出して（〈1，．　11）に至る過程を踏めば，そのdiv　8寓0に関しては疑点がなV・ように思え

る．斯くして，他の方法に依る積分の結果から推しても，β＝　一2（エーy）ro七配　のように：避く

ことはV・ささか一般1生に欠けるようで，一見この置き方で毘しV・ように思えることから考えても，

ベクトル形式に依る積分は便利であるが，慎重であることを要すると思う．

　次にB。Galerkinの解法に関聯して，円縣座標に依る軸対称問題につき一乱したい．よく知

られてV・るように，軸対称聞題（応力状態がθに依存しないという意味の）では，変位（Ul・e

乞のに関する応力状態と循1に関する応力状態は分離的である．」．H．　Miehel120）の軸対称fkS題

の解法は前者の（拓，％）に関するものであPl，tf）については何も云っていなV・ようである．前

者はaxial　symme七1’yを，後者はrotational　sy搬meもryを有するものと云えるだろう．然し

この二つの言葉はよく混同使用される．」．H．　Michellの解は次のものである．

　円堵座標（7，θ，2）に従って，

　　　・G筋一一認，臨一｛（・一・・）プ・＋禦＋÷劉

　　　　　　　　　　　　　　　一｛2（エー・）卿「舞吐　　　　（4・・2）

　　　　　　　　　　　　　　　oL，　1　a　．　oL）
　　　但し7L’72　（」　＝：　O，7”　＝凝＋ア房＋．露t

　これに関する感力表現は密く．このJ、H．　Michellの解はB．　Galerkinの解より容1易に導

けるtとは直に判る．（4．9）式を円塔座標系に依るものに変換し（或V・は（4．8）そのものよの

　W　＝＝（R，θ，Z）として，今（4．8）の第3項を落し，

th
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　　　　　　　　　W＝　（O，　O，　b＝（O，　O，　（P），　．　（4．13）

と置鳳…班髪な・故直即き下せて，

　　　　　　　　　：∴陛∴∴α｝一

（4．エ4）に於いて軸対称問題：を考えれば，　Ue＝0となること明かで，　（4．　14）は」．　H：．　Miche11

の解となる．

　依ってJ．H．　Michellの解は当然H．　Neuberの解よP導ξ賎し得る筈のものである．而して

前述のrotational　symmeもryの問題即ち，軸対称物体或いは廻転体の対称軸に関する純粋

振れ問題の解は上記のB．Galerkinの解（4．8）の右辺第3項の2rotδよPl　｛一Ftるものである．

勿論第3項以外からも出るが，これにつV・てぼ後述する．

　次に牟岐鹿楼氏21）が」．H．　Michellの解を非軸対称聞題に拡張したものを考えられているが，

これは（4．8）のB．Galerkinの解の拡張よP導出されうる．これは単に第3項2rot捌を

（4．14）に附加して導禺される．即ち

　θ’＝＝（0，0，ψ）として，

　　　　　　　　　：1：∴蓄∵）唱一

　（4．15）は牟岐氏が」．H．　Michellの拡張解として使用されたものである．而して，この（4．

ユ5）は導出過程より明かな様に，それ自身のみでは三次元応1力即題：の基本解として充分なもので

ないこと明かである．即ち’W　＝＝（R，θ，Z），　S，　＝＝（Oiノ，　IY2ノ，がa．　b　のうちのZと∂3’を使用

したに過ぎなv・からである．これは例えば（2．1）のJ．Boussinesqの解の右辺の第三行表現

しか使用していなV・ことに梢当しているからである．但し」．H．　M：ichellの解は軸対称間題：の

i基本解として充分なものであるが，聞題自身が特別なものであるからである．何れにしても（4．

8），（4，9）の第3項目2rot　8項は必要なものであることは明かである．

　以上の記述よPして，変位に関する釣合式を正しく積分すれば，必然的に2rot　eの項は導出

されて，多くの三次元応力問題の解法はJ．Boussinesq　a5解法に等価なるべきことが一応考え

られる．斯くて従来多くの解法がH：・Neuberに一致することが云われてbたが，ここに釣合微

分方程式よP［積分して出る解としては，全てJ．Boussinesqの解va　一一gyxすべきことが知られた

ものと思う．依って以上のように必然的に：導出される第3項2ro博を無視したり，又は後述す
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るように他の函数中に繰P込むには，そのようなことを為しても解の一般性或V・は完全性を損は

なV・とV・う証明が厳密に1云えばメ必・要なご：とと思える．

　　　　　§5．」．露ouss加esqの解及びこれに等価な解をH．　Neuberの

　　　　　　　　解及びそれに等価な解の形式に変形することに就いて

　第3項の2ro罐は必然iil勺に導ILIされて，所謂thxee－functions　apProachの多くは金て

」．B◎ussinesqのapproach｛こ等　価なるべきことは上述の通りであるが，この第3項を他の諸

函数中に繰Pこんで形式上ff．　Neuberの解及びこれに等緬な解の形にすることが購来る．即

ち第3飾のP。：F．Papkovi七chの解の導出法に関して，（3．9）に於V・て次の如く置けば，

　　　　　　　　　2GB＝4（1－v）φ十2roも5」＝＝4（1－v）φノ，　　　　　　　　　　（5．1）

　（3．12）　ヨ弍：は　　　　　　　　（の’＝　（φ！，φ2ノ，to　3，ノ）），

　　　・G・…・・ad〔・・φ・＋｛（P・一　ttぐ∴。）・・・…小・（・一・）例　（・・2）

となる。而して

　　　　　　　　　　　　　cr2　（7“一rot　pt）　＝＝　O，　（crL’¢　：O）　（5．3）

は（3。6）式に」：ウ明かなる故，（5．2）のbrace中の表現ほ調和峰i数である．これに依9次の如

く置けば㌧

　　　　　　　　　　　　　｛％d㍉丁鎌脚｝．　（5．．4）

　　　　　　　　　　　　　　ψ。ノ＋tr’φノ＝Fノ，　　　　　　　　」

　（5．2）　旗℃1ま

　　　　　　　　　2Gu・　：一grad　F’十4（1一；）di’，　（5．5’）

　dashは外してもよV・もの故，（5．5）はH．　Neuberの解と同形：或V・はそのものである．

　次に宮本：先生の導出法につViても単に（3．　19）式に：於V・て，

　　　　　　　　　ノff＝篇4（1一レ）φ十2ro七8＝4（1一ン）のノ，

と置けば，ただ（3．20）の結果に就いて蘭と岡三に処理されるだけである．

　文R．D．　Mindlihの導出法に於V・ても，（3．23）式より

｛2－i一・1－i　2；）　grad　ip　＋　rots｝　＝4　（1一一p）　ip　＋2rotB

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝4（ユーv）¢ノ，

と置けば，全く同様にしてH．Neuberの形式にし得る．

　又B，Galerkinの解1（4．8）について云えば，

（5．6）

（5．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　これは　（4ユ1）まで変形してしまえば，」．

Bousslnesqとして上述の如く処理されるので聞題はなv・．即ち（4，11）に於V・て，

　　　　　　　　　4（1－v）　（P　十2rot　B　＝＝4（1－i）¢’，　（5．8）
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とすればよいだけである．（4．8），（4．9）の：第3項を他の函数中に繰り込むことを考えて見る．

先づ（4．4）の右辺を次の如く置V・ても，

　　　　　　　　　S　一一　一2　（1－v）　rot　IV　十　｛28　一　grad　（7“一e　十　tgo）｝

　　　　　　　　　　＝＝一2（1一一一レ）roも1窄7ノ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）

B．Galerkinの解の原形に変形出来なv・ことは容易に判る．依って（4．8）式に於いて，

　　　　　　　　　2（1－v）　7L’W十2rot　O　＝＝2（1－y）　r2　W’，　・　（5．　10）

　　　　　　　　　　　　　　W，＝：（Xノ，Yt，　Z，），

と置けば，（5．10）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　　　　　〆岬LW）＝…α二易…一「ot　S，

と書き直して，（5．11）は（3．6）を考慮して容易に積分される．

　　　　　　　　　　　　　w・一w一，（∴の［瑚紘

　『・が］は㌍とθのvector　produ6tである．

　　　　但し7’　＝（X，y，2），プ輪＝・　O．

故に（4．8）は次のように変形される．

　　　2　Gtb　＝：　2　（1－v）　c72　rv’　一　grad　div　｛VV’　一　一2一一（ttltt一．一）一一　［’r　t9］一　ee　｝

　而して　div［？呼コ＝8・rot　7審一Pt・1’ot　”

　　　　　　　　　　＝＝　一rrot　8，

　故にdiv〔’i’・8］は（5．3）式に依り調和函数である．

　而して

　　　　　　　　　　　　　一…｛端ワ圃＋吋

は調和函数として，（4．10）の記号で云えばΣ砺十div　g，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盛

（5．1工）

（5．　12）

（5，エ3）

（5．　14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の如き処に附加されるのみであ9，

文W，中の調和函数部分に適宜繰りこめることは明かである．（5．10）のWノの置き方は：Wノの

調和函数部分を制限しないものであり，調和ベク1・ル∂oはこれに相当するものであるが，（5．

13）の右辺第1項は　Wi中の調和函数部分を倉まなV・ので，処理はそれだけ容易であっても，

（5．13）中のbraceの中のWノにそのまま繰り込めると云うことでなく（5．エ5）の形として，

それが調和函i数なる故何れかの部分に繰）1込めると考えられる．結局（5．15）は弾性学的に見て

無視してもよb調和函数である．結局（5．13）は

　　　　　　　　　2Gee　：2（エーp）7L’　VVノーgrad　div　J＞17t，　　　　　　　　　　　　　　　　（5．14）

と書ける．

　以上のようにして，第3項2ro七四は容易に他の調和函数中に繰り込めるのであるが，この事
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笑は」．：Boussinesqの解及びこれに等価な解がH．　Neuber¢）解及びこれに等価な解に弾性学

上等価なことを示すとは簡単に云えぬように思う．今（2．14）の」．Boussinesqの解にっV・て

考えると，φo，φ，8の諸函数は独立であP，例えばgradφoより出る一つの函数形と2rotθ

よ）t　fri，る或る一つの函数形を等しからしめることが出来るが，φoと∂は互いに独立であるか

ら，このこつの函i数に異なる係i数を附しi｛t“・る．φo，の，ρの調和函数は基本解の中にあって何等

の制限を受けなV・一般的なものであるが，（2．エ4）の2ro七ρを省略しておいて，例えばφoに

関して同じ函数を二二つとP，それに異なる係数を附することが出来なV・ことは：自明の理である。

第3項2rot∂を省V・たP又他の函数中に繰Pl込み塗り潰してしまえば，が函数に関する独立

性が消失してしまったのも賜然である．（4，8）のB．Galerkinの解の拡張の揚舎についても同

じ事情である．

　唯繰り込む時の過程を明示しておけば，H．　Neuberの解及びこれに等価な解でも無論差し支

えないと思える．例えば（5．1），（5．6），（5．7）と（5．4）の条件をH．Neuber等の解に附加し

ておけば，J．　Boussinesq等の解と同じものと云えるかも知れない．（5．4）の条件は本質的には

重要訟ものでは：なV・．即ち　H．Neuberの解及びこれに等価な解は2rotρを附加して一般化

するか，或いは上記の如き条件を附加することが望ましV・．然し附加条件等をつける9“　P（は：単に

2ro七∂を変位式につけておぐ方がより適当と思える．而してH．　Neuberの解及び～これに等価

な解を使用するならば，第3項2　rot　eが本質的に不要な特別な適合1例えば前述の如き士or－

sion－freeの軸対称聞題，或V・は単なる廻転対称問題である振れの理合等を除き，且つ後述する

ような特別な方法を採用しなければ，そ4）得られる問題の解は本質的に近似的なものと考えられ

る．

§6、直方体の1輩性問題の解法について

　直方体或いは矩形断面短柱の表面荷重の問題について第1節に述べたが，（2．14）のH．Neuber

の解の拡張に関聯して更に：説明する．筆者は上記物体に対して直角座標系に依Jl，三次元応力問

題の解を，境界条件を満足し易いように，応力であらわした釣合方程式と適合条件式を用いて得

た22》．傍としてσ、に対する表現を；示せば，

　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　σ＝二・Σ　Σcos々，、z　cosβ、y（A，，、　cosh　l，、sx＋BnsX　sinh　lnsτ）＋

　　　　　　　　71牌。　，s　s；o

　　　　　　　　ロ　　　のつ
　　　　　　十ΣΣcos　lenz　eos　arx（C，u・　eosh　mm・y　＋　Z）箱γy　sinh臓，ヅ）十　　（6．1）
　　　　　　　　　　7・轟◎　　　　　　　　・it　＝t　o

　　　　　　　　　　　　　む
　　　　　　十ΣΣcosα，必cosβ5y（Ers　COsh　r，sZ＋F，・sz　sinh　rrsz）．
　　　　　　　　2・vae　G＝＝o

　但し座標の原点は物体の中心におき，座標軸を左図の如くとる．X，　y，　Z方向の厚さは夫々

2a，2b，2hとし，表面荷重はx＝＝O，　y＝0，　z＝　O面に闘して対称的な分布をしている最も擢1単
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Fig．　1

な場合である．

（・・，・・L V＆一再ご観ノ芳
　　　　　　　　　　　e　一一　　1　　　　　　’

　　　　　r，s，7zは0を含む正i整数，

　1、ts2＝fe、、L）＋βs“’，　MnrL’＝鳥、2＋・α，2，　（6．エ）ノ

　rJ’s2　＝　evi・L’　＋　Bs2．

…f・ce・t・a・ti…ρ分布菌融を重F・u・i・r級

数に展開することを考慮して，（6．1）の形にした．、

重Fourier級数を使用するとしても，　S．　Woi－

nowsky－K：rieger23｝　fJSi試みられたようにしては，

充分な結果は得られなV・．、（6．1）式の第1，第2，

第3行の表現は五V・に独立であり，以後簡単のた

めに第1行の表現に関してのみ説明することにす

る．（6．1）の表現がx，y，　zの三変数にっV・て対称的であD，無論そうでなければならない．

　（6．1）の解の形は，H．　Neuberの解（2．6）からは，後述のような特別な方法を講じなければ

得られなV、のである。即ち（6．1）の第1行の形よ抄φはψ＝（φi，O，0）でなければならな

いから，使用出来る調和函数はφoと画の二つのみである．故に先づ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　¢o　：Σ　Σcos　k，，2　cosβs：ソ（Aノ，、，、　eosh　lns　V），

　　　　　　　　　　　　Ol＝0　8＝G
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．2）
　　　　　　　　　　　　　む　　　　
　　　　　　　　　¢・一嵩嵩…le12　e・・B・Y　（C’・…　si・h　1・…x）・

が選ばれる．境界条件を満足せしむるには｛Ai．ns｝，｛Ct，b．s，｝の外に更にもう一つの係数系列，計

三つの係数系列を必要とする．而して第5節の末尾に於V・て述べたように，φo，φ，については

（6．2）と同種のものはこれ以上とれないから，一見した処では，（2．6）H．Neuberの解法に依

る時，到底聞題が解けないように見える．（6．1）の応力表現が正しいことや（6．1）の｛Ans｝，

｛Bns｝が三つの他の係数系列により表わされることは既に示されている22）．此処で若し（2．14）

の一般化されたH．Neuberの解を使用すれば，0は他の調和函数と独立であるから，自由に選

べて次のように置ける．

　　　　　　　　　　　・0＝（曙，O，0）として，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’Oi　・＝ΣΣsin鳥βsinβ、y（B’。，　eOsh　lnsX）．　　　　1　　　　（6．3）

　　　　　　　　　　n＝＝1　3＝：J

　面してH．Neuberの切欠応力論申の一般応力表式を使用すれば

　　　　　　　　　錦一一讐一・繰．櫛讐一一讐　・（・・4）

であるから，（6．1）のφeと（6．3）の曙はσ．（6．4）に対して同じ函数形を寄与し係数のみ
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異なる．無論変位表現についても，この二つは同じ函数形を害与する．’Oiがφoと独立である

から，このようにして｛Bノ詩系列を一つ得たのである．故にこの2ro七∂項は重要な項である

ことは明瞭である．（6．4）に（6．2），（6．3）を代入して（6．工）と比較すれば，次の関係式を得・る．

　　　　　　　　　£ll：餓「2肌＋2嶋｝　（6・・）

即ち（6．5）に見られるように，A，as’、　B，，sはAノ，、s，　B徳，α，。によりあらわされ，因って聞題

は解けることになるのである．（2，14）を使用し，（6．2），（6．3）のように罎いて得られる係数系

列は，既に初等的解法に依って得た係数系列と金く等価なものであることは容易に検証される．

初等的解法の労苦は多大である．このようにして（2．6）のH．Neuberの解法は，　method　of

seriesに依り聞題を解く揚合，不適当なものであることは明かのようである．此処では極く簡

単に説明するにとどめたが，余Pにも明白な馨柄とも云えるので，これで充分と患う．

§7．重調職函数を用いて作製した調和函数の優用，を

　　　H．Neuberの解の一般性について

　第5節におや・て，第3項の2ro七∂を他の調和函数中に繰Plこみ，形式的にH．　Neuberの

解の形としたが，この操作の結果聞納を正石崔に解く場合非常な不イ更を来すことになるが，然し

H．Neuberの解及びそれに等価な解は，三次瑚1酵1三問題の解法として，確に充分な一般性だけ

は有していることが，次に述べることに依り，確められてV・るのではないかと考えられる．その

一一一iﾊ灼証明は困難なことと思う．前節の直方体のsurfaee七raetionsの問題1こ就V・て説明す

る．（6．1）のa。の表i一中の｛A，tS｝，｛B，iS｝を他の三つの独立な係数系列であらわさなけμばな

らなv・のであるが，（2．6）のH．Neuberの解法に依る以上φo，砺しか使用出来なV・から，残

る可能廃は重調和函数を用いて作った調和郵数をφoの処に使用する以外は先づ考えられない．

その重調和函数には（6．2），（6．3）のφ。，φ1と同種の調湘函数を用いる以上作製せられた調和

函数は明らかに（62），（6．3）の調和函数とは独立である．故にこの調和函数を他の係数と異る

係i数を附けてφoの中に用いることが嵩来る．

　先づ

　アヨァ＠，y，7），（ク『プ＝・　O）　なる函数をとり，（3．6）式を考慮すれば，

　　　　　　　　　プ（・・9・・dア）一プ磯＋・霧＋・一丁）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝2vL’f　＝＝　O．　（7．　1）

　故に

　　　　　　　　　F一捻＋傷＋・器・・麟　　　（・・2）
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は重調和函数を用V・て調和函数を作製する一一つの一般的な方法と云えるであろう．

　勿論（5．3）式により

　　　　　　　　　　　　f’。。ro七t9，　　（72“　＝＝　O）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．3）

もその一つと思える．

　今

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　f；　恩［蚤〕cos　k・・lz　cosβs：ソ（Z【罵cosh　l・n．sX）・　　　　　　　　　　　　　　（7・4）

とすれば㌧（7．1）により一つの調和函数を得る．これをφ02とする．

　　　　　　　　　　の
　　　φ02＝ΣΣAns（1濯sinh　1。、忽cosβ、γcos鳥β＋
　　　　　7z・tO　5mP

　　　　一βsy　cosh　l，z・、x　sinβs：ソcos　knz－kn2　cosh　l，、．、x　cosβ，y　sin鳥、2），　　　　　　　（7．5）

而して他のφ函数の置き方は，σ．の基礎表現（6．4）と（6ユ）の表現を見較べて，次のように

置けばよV・ことが判る．

　　　　　　　　φ・1＝￥畢ノ・・c・s　le？aZ・e・・B・y　cosh　lnsx，　1

　　　　　　・　¢i＝ΣΣCノ，、，COS鳥、9　COSβ，γsinh　2，、sτ，

　　　　　　　　　　　01　　　8

　　　　　　　　躍1：：管：簿／（7’　6）

　このようにしてφL），φ3，を用V・てPtoL’中のyとzを有する重調和函数項の不必要な影響を

消すようにする．：先づ応力表現によって考えれば㌧例え鶴

　　　　　　　　硲〆F一謬＋・（・一の／三一讐一二・叉

　　　　　　　　　　　　F＝¢o十7“’¢．

（7．7）に（7．5），（7．6）を代入して，

　　　　　　　　Do2s　＝＝　Bs　Ans，　Ens．　＝＝　ku・？ln？i・s，

と置けば㌧　目的が達せられて，砺は次のようになる．

　　　　aNt・　一一　］：！1］　llE］　COS　knZ　eoS　BsJ’　［｛leot，L’Atns　’IH　2　3s　Dvzs　＋　2　k，bEvi．g　一1－

　　　　　　　oi　　S
　　　　＋　2　1，is’　Ciois　＋　2　（1　一　y’　）　（（fe7z2　一　19s2）　A一．，t，s．一　17ts　Ci，？s）｝　eosh　1？zs　V　＋．

　　　　十　knL’　（17；s　ililns　十　C！ts）　T　S　inh　1，isX］．

故に（6．1）のσ．表現中のAns，　Bnsは次のように新に表わされることになる．

　　　　　　　　ANs　：　2　｛（2－V）　kos2　NF　1　1？s’2｝　AI7is　1一　k，t，2At－is　＋　2221ws　Ci7t，s，　）

　　　　　　　　Bns＝k2，clnslZilvts＋le7i2C／’ns．　S

（7．7）

（7．8）

（7．　9）

（7．　10）
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　実際に（7．8）の関係式を出すには，（2．5）のF式に（Z5），（7．6）を代入して，不必要な重

調和函数項を消すように係数聞の関係を決定すればよいこと明かである．無論変位表現に代入し

ても同じことである．故に最初に述べた目的は達せられた訳である．

　又（7．10）中の｛万？瀦，｛AtetS｝，｛Cノ？！s｝　の三箇の係数系列が，第6節中の（2．14）式に依る

（6．5）中の｛Aノ？tS｝，｛B／n，、｝，｛Cノ嚇の三野の係数系列と等価なものであることの藏接の検証は面

倒のようであるが，筆者の得た応力表現の申の係数系列間の関係式を使用すれば，容易にそのt

とを証し得る．このような煩雑な操作を行うことに依り，2ro七∂項は無くても疋しい解の表現

を得るこが掲来る故，H．　Neuberの解法は計算上の利便の点は押角として，充分一般性のある

ものと云えるであろう．H：．　Neuberの解の一般性に欠ける処があると主張する人も24）いるよう

であるが，その説く処に理解し難い点を含むように思える．

　勿論（7．3）のPt・rot轡の形の調和函数を用いれば，少しく簡単になる．上述の例に対して

は　拶＝＝（Oi，∂2，θ3）の三つの成分のうち03か～ヲ2のみを使用すればよいから（7．4）の代

Plに次のように置き得る．

　　　　　　　（93　＝　2］　XAns　sin　Bsy　cos　knz　sinh　1，tsx，　（0，＝　z；1，）＝　O）．　（7．　11）

　．X’つてthe2として，

　　　耐熱一・讐）一愛顧　・・h隔　・・3・y・e・S　1・，・・＋

　　　　　　　　　　　　　　　一　lnsy　sin　Gsy　eos　fen2・cosh　1？tsx｝，　（7．　12）

をとb得る．

　卜して（7．6）に於v・てφ3蚕0，としてφol，φ1，φ2，はその儘使用出来る．（7．8）のような

関係式は無論　F：（φol十φ02）十　X¢i　十　YCb2，の申の重調和函数部分を見て，　yに調和函数を

乗じたものを：消すように係数間の麗係を定めればよい．直に

　　　　　　　　　　　　　　　D。iS　＝：　1・ns　A’ns，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．工3）

を得る．斯くして｛五三，｛Aノ慮，｛Cノ，最の三つの係数系列を（7．4）に依るCbgcを使用した場

合と同様に用意し得て，問題を解くことが出来る．（7．3）式を用V・れば，形式上φ。，ψΣ，φ2の

3飯の調和函数だけで，上述の例に対して足りるのである．

　使用する座標系が定まれば，produc七formsやその他の形の幾種類かの調和函数が決定さ

れる．その幾種類かの調和函数は互いに独立である．そして一種類の調和函数に対して，兎角三

傭の係数或いは係数系列が属してV・ることが先に直方体の弾帽三聞題に関して示された．而して

three－func七ions　approachに依る時，その暦法申の基本的な調和函に対して一種類の調和函数

のみを使用する物合，2・ro七が項を是非必要とする・（2・6）のH・Neuberの解及響これに等価

な解をもし強いて使用せんとするならば，その一一Pt類の調和函数をもって作製した重調和函数を
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加え集めて作った調和函数を必要とする．揚合に依っては一種類の調和函数に属する多重謂和函

数を用いて作った調和函数を必要とする揚合もあろう．聞題を解く揚合何種類かの調和函数を使

用しなければならなV・が，（7．2）や（7．3）に依って回る種類の調和函数に属する重調和函数に

よる調和函数を作製する場合は，もしもこの或る種類の調和函数がproduct　formsの調和函数

7sらばなおのこと，それを重調和函数の処まで解き放し得て便利であ1，このようなものが尤も

重要で尤も簡単なものであろう．而して兎角2roもθ項を援用する仕方と前述したφo：＝φ01＋

¢02のようにしてφ⑪1とφ。Ltの独立性を利用して目的を達する仕方とは明らかに別種のもので

あP，この第二の方法を考慮することなしに，釣合方程式よPl積分する際に2ro七’0を脱落せし

めて置V・て，得られた基本解が七hree－functions　apProachとして，　J．　Bousshesg等の解と

同等のものであると主張することは出来ないものと考えられる．而して前述したようにφむ2等に

依る特殊な方法は一応煩雑であpl，矢張p　J．　Boussinesqの解（2．14）或いはH．　Neuber　2）

解に等価な解を一般化したものに依ることが適当であること明かである．一般に従来dioL）のよ

うな或る調和函数に属する重調和函数によP作られた調和函数を使用することは稀のように思う．

依ってN．Neuberの解及びこれに等価な解法を用V・た揚合，近似的取）1扱いをしていることが

多V・と思う，勿論2ro七δ項のθ函数の独立性にrPoに於いて使用する重調和函数或いは多重

調和函数に依って作った調和函数の独立性が代り得ることは充分考えられることであ）1，嵩然の

ζとと云えるが，実際上如何なる形で2ro七∂項と同様な役目をするかは，現在の処興味もなV・

のでその儘にして置きたい．

§8．三次元応力問題の基本的な解に於ける

　　　調戯函数の箇数に就いて

　three－functions　approachのthreefunctionsの意味が判然としないことは前述したが，

三次元応力問題の基本的解法に於ける3箇或v・は3種類のbasic　harmonie　functionの意

味であるようであJl，これはH．　Neuber25）が云われる処の，一般的応力状態に於いて，φ。，

φ1，例，φ：1，の4簡の調和函数のうちの一つを零と置いても，完全性を損わなV・という言葉にも

関聯していると思われる．此処に云う調和塁1数の箇数の意味は甚だ漠然とした曖昧なもののよう

であるが，特に説明は要しないと考えられる．而して第7飾で説明したように，弼えば或る座標

系に関するLaplace方程式のproduct　formの解即ち調和函数の種類は何箇かある訳で，そ

の1種類について，境界条件に関聯する物体表面の応力（七rac七ion）は3箇，無論変位なら3箇

・であることのために，函数の偶性奇性の別も考えて一般に3箇の係数或V・は係数列が属する事実

に依Pl，H．　Neuberの云われる箇数の意財乏2）3簡の調和函数が必要なことは明白である．この

揚合（2．14）の解法を使用して，先づ特殊£）場合を除きφgと2roも∂は昆非必要で，残9の
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¢i，¢2，φ3，のうちの一つを必要として，計3箇の調和函数が兎角必要であるが，然し最初に述

べた三昧での（2．6）のH．Neuber解法を使用し，而もその4箇の調和函数のうちのどの一つ

を零と置いても構わない，卸ちそれで一般に間題が解ける，ということは別問題のことと考えら

れる．勿論以上のことは一般に三次元弾性聞題を正確に解く揚合に就いて云っているのであっ

て，近似的に問題を処理する場合は除外している．

　第7節で述べたように（2．6）のH．Neuberの解法に依る時は，　dio　＝　dioi　十　¢02のようにせざ

るを得ないので，3箇の調和函数で足る筈もなV・．兎角φ函数全部を一般に問題全体として，

必要としているのである．第6節の直方体の例によっても明かなように，φ函数を必要とする以．

上，φo，ゆ，δ即ち」．Boussinesqの記号7sら9，　R，　isiの3樋類の調和函数を　three－func一

七ionsと云い，　tの意昧で3箇の調和函数が必要とするならば或V・は合理的かも知れなV・が，3

箇の調和函数の必要の意味は前述したようなものであろう．

　φ。，φ，δでは計7箇と云うことにな．るが，これでは一見する処数が多過ぎて，前述のように

H．Neuberが4箇のうち一つを零としてよV・等と主張しておられる処より見れば，楚に（2．　14＞

式は扱い難いもσ）と思われるが，実際上1種類の調和函数に対して3笛しか必要としないので，

他を零とすればよv・だけであP（，そのようなことは問題にならない．箇数の少くない，例えば

H．Neuberの解（2。6）では計算の困難に叡感するのである．

　而もH．Neuberの前述の嘗葉の意味が判然としない締りでなく，その言葉に対する著書中に

詑載せられている証明が感心しないもののようである．即ち，φ。を零と置き得るという証明を

考察する．次のように置けば，

　　　　　　cb，　＝：　4　a－v）　¢，，　一　（x　一aa－ex一一〇一・f一　＋y一一940一／／QL一　＋　．　・．a．e¢．；．p．i．．），

　　　　　　…　＝：一鷺1．＋・・・…砺一一総総距讐÷砺～

　　　　　　　　　　　　　プφ♂＝0，プφノ＝0，のノ＝（Mlt，φ21，φ3ノ），

（2．6）のH。Neuberの解はベクトル形式で書いて，

　　　　　　　　2G’tL＝＝一grad（7，・のノ）十4（1一ン）の～

（8．1）・

（8．　2）

となる．即ち（8．2）の申にはφ。ノは現れていない．（8．2）はdashを外して，　H．　Neuberの

解と考えてよいと，或いは（2．6）でφ。＝0，としてよいと主張されていのである．上記の証明

は全く形式的なもので，慎重にこの証明を調べれば：不完全であることは明白と思う．（2．6）の

H．Neuberの解に於V・て，φo＝Oとし而も2rotθ項は最初より欠いており，このような状．

態で，例えば第6節の直：方体の弾性間題の解を得る可能性は金く無いと云ってよい。

　次に（8．1）の変換式中の

　　　　　　　　　cbo　＝＝4（1－v）　cbo’一7’・grad　cb，’，　（8．3）



34 、秦 謹 22

にっViて考えて見る．（8．3）の第2項は（7ユ）式で示すように，明らかに調和函数ではあるが，

前節で説明したように，（8．3）の第1項と第2項は五V・に独立であPl，而もφ01を共通に持って

おり，且つ定数の係数を有していて，tのようなことは変換に対する重要な制限である．今第7

節の例について考えれば，

　φo＝φ01＋φ02，　のようにしており，¢e1とφ02の関係は上述の如きものである．即ち（7．

、5），　（7．6）　により

　　　　　　　　　　　　　f・ns　＝　eos　k），z　cos　Bsy　COSh　lotsX，　（8．　4）

とすれば

　　　　　　　　　¢o＝⊇φ。エ十dio2＝　ΣΣノ4参¢sプ姑、十Σ］Σn．、（pa・gradルs），　　　　（8．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　7i　　S　Ot　　S
，となる．｛Aノ，縫と｛万嬉は0徳と共に境界条件によPl決定せらるべき独立な係数系列であり，

〈8．5）のφoに対して（8．　3）の変換を適用せんとして，（8．3）の¢otを兇出すことが出来ない

ことは明白である．（2，6）H．Neuberの解法は，；本質的に云ってφoがφo＝φ01十φ。2のよ

．うなものでなければならない解法であるとしても，（8．3）のφo’とT・gradφ01が定数係数を

・有するような変換であることは一つの重要な制限である．H．　NeuberはM。2の如きものを考え

』て器られない模様であり，そうすればなおこのと，φ。「とa’・gradφ01の独立性により（8．3）

．のような変換が考えられないことになる．

　次に別な考え方をして，（2．6）の解に於いてφe＝Oとして問題を解き，上述の記号に依れば

ψノ，φ21，φ3ノが蹴ったとする．次に（8．1）の変換によりφo，φユ，φL），¢3を求めんとするの

忙，先づφ。’が決定されなければならないが．φe！を決定すべき何等の条件は存在していない．

ぴのみで充分というp＞らである．たとえ＠。，のの問題に：対する選択の一義性はなくとも，

φoノは任意のものでよいという理由は絶対にない．何れにしても　（8．エ）の変換は極めて制限さ

．れたもので，一般には斯かる変換は弾性面的見地よりして存在しない．一般にφoが無くとも聞

応が解けるということは考えられなV、ものである．訟般性を損う変換により得られた結果である

から，それも当然なことではある．艮｛ユちφoが無くとも，理論の完会性を損うことはないとbう

ようなことはあPC得なV・と考えられる．

　叉，H．　Neuberはその著書中にφ：1を抜く証明をしておられる．郎ち

　　　　　　　　　砺一一竪幽一一響与幅一一鰹・＋・i／’　（8…）

　　　　　　　　　φo＝｛：4（1一一y）ψ3ノー（Pt；gradφ3つ｝十Cbot，　　　　　　　　　　　　（8．6b）

　・但しcr　L’　cbot＝0，72〃＝0，（ψ！＝＠エ1，φ2～φ3ノ））と置けば，（2．6）のH．　Neuberの解

は

　　　　　　　　　2　G2t，　＝　一　grad　（dio’　十　7？　・　di”）　十　4　（1－v）　toif

　　　　　　　　　　　　　　　　　m　（8．7）　　　　　　　　　　　　　　但し　の11＝（・P、’，¢2ノ，0），
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となり，（8．7）式申に：はφ3ノが含まれてV・ない．i変換式（8．6a）のφ2，φ1，に開しては聞題：
　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　4
はない．今（8．6a）のφ3に關する変換が一般性あ」；と考えるならぽ，（8．6b）式はφotがあ

るから一般性があるよろに見えるが，（8’．6b）の第1項即ちbrace中の表現は（8．3）と金く尉

形であるから，、tのように特異な項を（8．6』b）の変換が含むこと自体が一つの重要な制隈であ

ることは前述の説明により瞭かなことと思うので再述しない．

　次に（8，7）式が一般性ある正しい式として，この式により聞題を解いたとして，次に如何た

る条件によPlφ3〆を決定して，（8．6）の変換によ）1　Mo，φ・を求めるかに就いて迷うのである。

この条件は存在し1ないである．H．　Neuberはこのφ3ノに特に触れておられるが，その言葉は不

可解である．即ち（8．6）の変換は一般性に乏しい極あて制陛された変換であり，その変換に依

って得た処の一般にφ3を抜いてもよViというようなことは明かに不合理なものである．

　故にH．Neuberの云われるようなφo，ゆ，の4箇のbasic　harmonic　func七ions申，笑際

に：は3箇の調和函i数のみが必要であって，一般にこの4箇の函i数のう’ちどの一つが零と置かれよ

うとも，それはどうでもよv・～：二とであるとv・う考えは不合i理とせざるを得なv・．即ちH．Neuber

型の解法では　φ01十φ02を2箇に数えて一般に最小4箇の調和函数は是罪必要であP｛．」．

：Boussinesq型の解法では一般に9，λ乞，∂ノ，の3箇の調和函数を使用するのが無理のない処で

あることが説明されたと思う．調和函数の箇数というものは建に明確を欠く点を有し，この節は

説明が困難7Sので，些か冗長に流れたことを遺憾に思う．

§9．短円柱の三次元応力問題について

　第6飾に直：方体の例に：就V・て一書したので，この飾で短円柱の弾俊問題にも触れたV・と思う．

（2．14）の一般化したH．Neuberの解の円」壽座論｛に於ける表現に就いて云えば，第3項の2ro博

に相当するものは無論必要で，第7飾のPt・2の如きものの使用は煩に堪え汝V・．（2・エ4）式を円

堵座標（r，θ，Z）であらわしたものをベクトル形式に書けば，

2Gze＝＝2G（u，・，　Ue，　z6∂＝一grad　Fノ十4（エーy）φノ十2ro七　eノ，

　　但し　F＝Ft＝φo’十rφ1ノ十zdi3／，の1＝（¢エノ，¢2i，φ3ノ），

　　　　1ご三論∵庶謡にll　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

：1謡熱欝欝a），／

　　　・・ad《£÷箭，紛…遭一（÷器一説

（9．　1）

（9．　1）．
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　　　　　　　　　　器一管今＋誓一÷釜〉還一（A，・，　Ae，　Ax）・

　（9．1）式において第3項2ro七∂を外したものはH．　Neuberの解である．軸対称，廻転対

称問題に対しては，H．　Neuberの解で充分である．このことについて先づ考えて見る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　OF
（9・1）中のPは・・2のみのnLJtw“（ii一，無論重調和函数である・2G・・中の一7蕊r司

とな抄，而して，Ptlt，φ2’申のCO8θ，　sinθは消されなければならなV・故，次のように置けば，

¢・ノ＝fi　（．r，2），

φ1篇・COSθノ：1（r，　Z），　φ2＝sinθプ「1（r，2），

但し　　72｛cosθノ1（rv　z）｝　＝0，

φ2’＝0　となり，（9．1）の2rot　8ノを外した式より，

　　　　　　0
2G笏篇「57F＋4（1一・）ノ1（…）・

　　　　　　　　　2Guo　＝＝　e，

　　　　　　　　　　　　　　OF
　　　　　　　　　2G観＝『h罷闇＋4（1一・）di・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（F　＝　dio　十　rfi　（r，　g）　十　2¢3）

を得て，軸対称聞題の基本解を得る．次に下のように置けば，

’　¢i＝一sin　O・fl（r，　z），　¢．，　：eos　O・f2（r，　z），

　　　　　　　　　　　　但し　72｛sinθノ2（r，2）｝＝0，

　　　　　　　　　（¢e　”　di3　＝　O）

　φ11＝O，¢2’・・　f2（r，2）となり，変位の式は

　　　　　　　　　uv　：　u．　一一　O，　2　Guo　＝　4（1－v）　fS（r，　z）．

（9．　2）

（9．　3）

（9．　4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．　5）

　（9．5）の解は換れ問題の解であり，rotational　symrnetryを有するものである．以上のよう

なことは（9．1）の形を一見すれば判る．（9．5）の導出は廻転楕円面座標による廻転対称間題で

ある純粋振iれ26）の導禺と同じものである．

　勿論廻転対称問題としての擾れは（9．1）の2ro七　8tのみで充分である．即ち

　　　　　　　　　・・笏弓盤一一劉

　　　　　　　　・G婬2一｛禁L2祭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　・G・・　・＝・解一多（・…｛げ包＋・・sθ劉．

而図盤一・織’…　tctその撒脳来る・

　　　　　　　　Oi＝COS　Of（r，　Z），∂2＝sinθプ（r，　Z），

　　　　　　　　　但し　72｛cosθ∫（r，2）｝＝・O，

（9．　6）

（9．7）
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乏す駈ぽ，∂、ノ＝ノ（r，z），02’＝0　であPl，変位は

　　　　　　　　　G勘「舞7（r，・・）一讐．　　　　　　　（9．8）

　　　　　　　　　u、・＝＝u．＝0，　　となる．

　又H．Neuberは直角座標に依るSaint　Venan七の純粋換れ解に対し，φ函数を撰んでおら

れる27）．換れ解は壌体母線の：方向をz軸として，

　　　　　　　　　a＝一　T2　y，　v＝　TXa，　w＝　T9　（x，　y），　（9．　9）

　　　　　　　　　　　　・は振れ比角，7～ρ（銑の竃。∴

である．H．　Neuberのの函数は

　　　　　　　　　ト僚・翻ト警鵬　i

　　　　　　　　　髭鵬噛欝　　｝　（9’　10）

であるが，（9．9）式は（2．14）の第3項2rotθより容易に導出される，

　G（U，V，　W）＝　rot　’0．であり’0函数は次のようなものである．

2

o

｛f’

e

の

x

Fig．　2

11蕊∵射）レ典例⑲、、）

・・，　一　G・9（一・，2＋÷の．　　！

（9．9）式はSaint　Venanもの仮設に：依るi硬れ解であり，廻転

対称の解ではないので，本来なら2ro七δだけで導出1：lii来る筈

のものでないが，そのような事情で2rotθだけから得られた

ので，特別な場合である．

　次に左図のような短円柱の純粋換れについて一言する．円癖

座標（r，θ，9）の原点は中心に置く．座標軸は図の如くとる．

　（9．7），（9．8）式を使用する．依って次の如く置ける．

　　　　ロヨ　　　　　　　　　　　　　　くン　

　　　Stt・1

　荷重はz＝O面に関して対称であること明かである．

　　　い努＠一◎為・，一・，・・≡夢
　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
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26・r

　　　　　　　　　γ，tl］　lo＿i（9）＝0の第s；番同の零．　　　　　tt　　一．言

ろ吻〉聯1次の第履通・dified　Bessel　f・n・ti…爪α・・）は0次Bessel　f・nction・・

　（9．12）を（9．8）に代入して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　Gap・r摺岬・・み吻）co鴫9＋鶉α・8・孟（cr・r）　e・・h・・9・　（943）

を得る．故に，

　　　・・一・讐臨写賜（　　　　　　　　　　　　　　　coα、りsinh　cr、z　一Σ　le，、2E必（le。r　　　　　　　　　　　　　　ワ占需（1）・・蜘・；

　　　T。・　・・　G（Ou）　usar　　　r）一ゴ薯轟（c・，r）一画．’　　9・．・・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σ　len2En12（鳥のeos　le，、z．』「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？ム

　勿論、H・Neuberの解法の（9・4）・（9・5）に依るならば・例えば・1次のように置けばよいこと．

になる．

　　　陶一￥拙ブ卿…解＋熱時）梱・・s瞬（9・・5）

　（9ユ5）により（9．14）式を得ることになる．

（9・14）鵡Fig・2の＆うな短母柱の・・e・ti…1・ymm・t・yを有す鞭れ問題の基本解で

あPl，有限体ゐ三次元応力問題中尤も容易なものであろう．以上擾れ問題に対して，　H．　Neuber

の解法に依Qものと2・・tδ’よ録める二つを示した魁後者の方法は前述のH・N・uberの廻

転楕円面座標に依る純粋叛れ聞題に対して適当と茸い難く，使用が困難のようである．

　よく知られでいる短円柱の軸対称問題の基本解ぽ，H．　Neuberの方法に依れば次の如くなり，

この他匠特に附加すべき項はないようである．式のみを羅列する．応力状態は2・＝0，面に関し

セ対称とする．

　　　　　　　　　¢…一シ・ゐ（姻…h嶋　　口
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　．ψ，一艶　C、　1。（α、。）、i。h、a，。，　・　1

　　　　　　　　　　　　8躍t

ltt

この問題に対する変位は次のもの．

・・塀シ梱（As・脚＋C・・　s・nh・，）＋　　　／

　　　　　　　＋揖…姻｛研（・一・・’・）・F・｝　li（回り礁・旧臣）唄

（9．エ6＞
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叉応力表現は次のものとなる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　偏薯［ゐ（a・r）｛（c・・A・÷・・Cs）…瞬橿α・s・nh・…｝千　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　　　　　　　　一・s」2（・、め｛A，c。、h。sz　一一F　Csz　si・h・s・｝］＋　　　｛

　　　＋飴蜘（lenDn　十　4En）le（lenr）　一F　｛4（v－Z）凡＋一画

　　　　　　　　＋・凪・ム働工　　　　　　　　1

　　　一滑［」・・（・…）｛（c・・A・＋・・Cs）…瞬＋嘱　・畝・｝＋　！（、．、8）

　　　　　　　　＋α，ゐ（αの（4coshα、2＋C、2　siRhα，g）］＋　　　　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝
　　　　＋藍…戦規・F・）　lo　（len・）＋｛一脇＋・（・一）Fn｝・・（刷・i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　ふ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　　　o「。＝：Σcr、　Jo（αsT）［｛ζαs∠4、十2（1－y）Cs｝coshαsg－eVs　Csz　s　inhαsz］十　　i

　　　　　どココ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ミ

　　　　　　　　　　．．　　　　　　　　　　　　　！
　　　　　　　　一瞥鳶・・cos飢2｛（k・D・＋2”F・）為働＋礁離・7）｝・1

　以上軸対称，廻転対称の場合で，（拓，u），＠。）の二つの変位の組に解が分離される特別な場

合であって，H．　Neuberの解法で充分な揚合である．然し非軸対称間題になれば最：早や解の分

・離等は有如得なV・ことであPl，（9ユ）等の解法に依らなければ，煩雑を極めることになる．第7

節のψ。譜ψ01十ψ02の如き方法は直角座標に依る以外は避けたい．

　Fig・2の短円柱が樹冠対称荷重を受ける問題の解の形を求める．但し荷重分布綜z　＝Oに関

して対称とする．この揚馬6箇の係数系列を必要とし，（9．1）の一般化したH．Neuberの解法

菰依り解を求めるに，次の如く置き得る．

　　　　　　　　　ψ。，，＿艶量偏、、（。sr）、si。、mθ。。，h、C，、。，　1

　　　　　　　　　　　　　fil　m　es　s・u　l
　　　　　　　　　　　　　　DO6J　OQ

　　　　　　　　　面一鳥渇鰯姻s’nmθs’nh　a・z・1’　（9・エ9）

　　　　　　　　　亀一激類貼（e・、r）一・一1

　但しα戸α，。s篇加・7。、，はZ　、（。）＝0．の，翻の。e。。，

　　　　　　　　　　α　，
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魚）は一1函数
m＝熱∴　’”づ

　又他の種類のφ函数及び0函数は次の形に置き得る．（9．1）式に関して，

穣獅噛一一一一・（1・・r）｝’　i（9’　20）

　　　出奔薫・・一…嘱臨論（瞭臨緬一・（矧■

但しLn（々，の，はm次第1種modified　Bessel　function，

　　　れ　k・　＝＝　i’J”，＠鴫1・　2・3’t’一）如して以下に記述する獺に於いて下記の如槻約する一

　　　　Eo，・lh＝E＿垂，n＝E＿，，n＝0；　　、醗）soz：：F＿雪，Ot＝F＿1，n＝0，　　　　　　　　　　　　　（9．21）

　斯くして（9．19）を用いた時の変位表現は次のようになる．

・Gゆ
?シ・・（a・r）…m・r鯉｛（Ams＋・B・ns）c・・hcr・2＋・樋蜘｝＋〕

　　　　　くンコ　　　　　　　　　＋黒署ムー紳）・’・m・警｛（Ams一・B・ns）…h曜偏　’・h　cr・・｝・

　　　＋聚ム卿）一θ筆｛（Ams一・Bms）…h噺傭・’鵬・｝＋i

　　　　　　　　　＋Σ2B。、α、1、（α、r）coshα，z，
　　　　　ε議書　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　
2Ga．1＝ΣΣみ（αのsin彿θ［｛α、1窪，。、＋（4・一3）0，。，｝sinhα、9＋

　　　　7n　te　4．　s＝1．

　　　　　　　　　　　　　　＋α、　Cm、。c。sh・ev、。］．　　　　　　」

次に（9．20）に依る変位表現は下記のものである。

・G｛
}萄・in　m・…舷・告［｛…D・nn一・凪一（・織・i・n｝　lm＋齢1・

　　　　　　　　　十｛ん？、1＝）？，、7｝一41enE，～t＿1，。t一（3－4レ）F，｝、＿1，71｝1．、＿1（fenr）十

　　　＋誓｛（Fm　＋i，n　一1一　Fm　一一　t，n）・1。（綱＋F・…魏痴・・伽）＋琳認恥・飼｝］、

28e
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2Gwe2　＝：　ll“撃??
］，．．，t／i．k，　cosmeeosfa．z・　｛i一’［｛一lenD．．，＋41enE．＋i”，＋（m＋4－4tr）lr，．＋，，．｝　×　i　（9’23＞

　　　　×　lm　＋1　（lenr）　十　｛kozD，nn　ny　41enEm　一　i，，i十　（m　一4十　4v）　aFm　一　i，n｝1”；　一　i　（knr）　］，

酷寒
E・　・・瞬争［・｛一偏＋・（Em・i・・＋Ern－1・・1）｝蜘＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　　一｛瓦、＋ユ，？irl“n＋エ（knr）十Fm－i，nrlon・＿i（戯7）｝］，　　　　　　　　J

し　’te＝（ecr，　Ue，　Ux）＝＝？）t＞エ十？L2，’？Ll＝（u，1，　Uel，鶴1），　tt）eL’＝（u，L），　Us2，κ～）．

して応力表現は（9．22）式に現するものとして，例えば

鋤：：1：：：：二麟二1：1：1：：：：：畿1：認11

顛ム（姻・・一・（ヂ｛（姻鵬＋蜘・…cv・・＋・afsCens・　S・晦・｝・

急か卿）・・一θ讐9［｛戚縞《・一・欄…h　＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　aeConS　COSh　evsZ］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．　24＞
漂ムー細・・一θ・雪［｛αsノ㍉iS－crsBins一（エー2v）C・ns｝…h・〆＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十αsC擁g　coshαsgコ，

漂み・・（姻CQ一θ解｛（A…＋・B・s）・・・・・…＋C・・s・　s・・・・…｝＋

　　　co　一99．　A　cr．2　＋愚評・一・（evsr）cos勉θr罫｛（A，ns－2Bm・s）cosh鰍σ・n・Zs’聯｝＋

　　　’　　　　oe

　　　　＋碧（一1）at・2　B・・ゐ（αのcoshα・9・　　　　　　」

に変位（9．23）に関する応力表i現は，例えば，

reL’　

＝＝@，，X．．　．k　tW．，　sin　meeos　kng’　X’li　［｛“knDmn＋4fenEm＋i，n＋　（4－4v＋m）Fm＋i，？i｝x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　×Im＋Li（lenr）十｛一fee；Dmn十41eatEm－boz十（4－4v－M）Fm－i，n｝ion－2（knr）十

　　　　一一　｛2knDmn　nd　41e7z　（Ee”　“　i’”÷　E’n　一　i’　”）　一　（2×一1－IZ．11（Ele．”ri　1　ii，”　＋　（h2　＋　M）　F”Z　一　i”i｝　×　！　（g．　2s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f

誤・・一・・磁（ヂ　　　　　　　　　　　　　　　一［｛々・ρボ31e・E・・…バ島・E・融＋（2ン『1）Fm一…｝x｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　×ム・＋・（島の十｛knZ）mn－fenEon＋ユ，n－3k7E7n一エ，，汁（2v－1）瓦，L一ユ，，z｝lm－i（々・・）＋一

　　　　　　　　　　6　一　．．　L　“　O
　　　　＋F・n　÷i・nグ闇∂アム・＋エ（Je・r）＋瓦同・nア茄ムH（k・・「）］・

r・・一薫 B激・・一・・呪言［｛一轟＋瓢一柳＋・一・嚥・・蜘（綱÷



42 ．秦 謹　　　一 3e

　　　　　　　　“lr　｛knD，nn－4kvtEm－i，n十　（MM4十4v）Fm－i，n｝　1，n－L）（knr）　十

　　　　　　　　＋　m　｛lil，n＋i，n十En－i，n｝　lm（lenr）　］・

　a岱x1とaMx　2を附した表現を網減したものが求める解の形である．この例に於いても，明

かに2　rot　etが必要であり，これは理論上無ぐとも差し支えなV・として無視する訳にも行かな

いようである．兎角第3項2ro七Gノを附茄しておV・て，本質的に必要でなV・訳合や，近似的に

問題を解く揚合には単に除去すれぽよいので，（2．14）や（9．1）に2ro七∂や2rot∂ノを附撫

して置くことに異議ある理由はないものと思える．

§le．結 語

　」．Boussinesqの解が簡単な変形により（2．14）のH．　Neuberの解の拡張したものになる

ことは，先づ重要な点と考えられる．J．　Boussinesqの解法を認める以上，又（2．14）の一般

化されたH．Neuberの解法を認めなければならないであろう．そしてその2ro七〇項は，微分

方程式を積分する際に，必然的に導禺されることと，その項が他の諸調和函数申に繰り込み得る

ことは注目すべきことと思う．兎角諸種の三次元的応力聞物の解法がJ．Boussinesqの解法

に一致すべきことが示されることは特に指摘したV・処である．2ro七がを他の函数中に繰Sl）込め

ば，式の対称性は増し，外見上使用し易いように見えても，計算上の不利益を齎すようでは罪な

いことである，何れにしても繰り込まなければならない本質的な理由は存在しないので，2ro七（y

を附加して（2．14）のようにして置く方が賢明である，繰り込みの過程を附記しておけば，それ

でよい筈であるが余分な手数である．而してH．Neuber型の解法を：用いる以上第7節に説明し

7aψo＝ψe1十ψ02の如き操作が必要で，而も一般に下等全体としてψ函数全部を用いなけれ

ばならないことも重要な点と考える．問題を正確に解く一般的な解合につbて，そのようなこと

を述べているのであり，誤解のないように希望する．H・Neuber型の解法ではψ。2のような調

和函数を考慮しなV・限の不完全で，2rot∂項を必要とすることを強調したい．第8節に三次元

応力問題の解法の中で基本となる一般的な調和函数の箇数について述べたが，そのことに関聯し

て，調和函数の箇数に拘泥し，J．　Boussinesq型の解法の基本的な調和函数の箇数は7箇であ

り，H．　Neuber型の解法ではそれは3乃至4箇であると云って，　H：．　Neuber型の解法の方

が有利であるとするようなことは意味の薄いものと考えることは前述の通りであるが，比較的多

くの人kがそのように云われるようなので，このことを結語中に特に述べた次第である．H．

Neuberの解の一般性或いは完全性については，第7節のようなψ。2の如きものを考えて処理

すればよいので，第7節の例は直方体に関するものであるが，有限体の聞題に就いて完全性に疑

点がないのであるから，例え無限部分があってもこの型の解法は完全であると考えられる．前述の

通砂，H．　Neuber型の解法は不完全な点を有するとする人もあるようであるが，不可解である．
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この点に就いては後に考えたいと思う．然し完全性は損われていない鷹ψ02に依る処理が面倒

なうえ，従来の判例にそのようなことが行われてV・ることが極めて寡い以上，解法が県警である

ということのみでは不足である．H．　Neuber型の解法は2　rot　t9項を附加して拡張して置く可

きものと思う．i贅書ではあるが，（2．14）の如くH．　Neuberの解法に単に2ro七が・を附したも

のであるから，（2．エ4）のψ1をψo嵩ψ01十《ρ02のように扱えば係数系列がそ．れだけ余計にな

る理であるが，そのようなことはしなV・ようにするだけで，多重調和函数に依る調和函数を使用

すれば幾らでも係数は増すだけであるから，そのようにすることは又当然である．以上」．Bou－

ssinesq型とH．　Neuber型の解法に関して考察した処のものを述べた。

　終に臨み，御指導を戴く藤井教授，本知丈の第7節に関し有益な御注意を賜った久野教授，原

稿を読んで戴いた半沢助教授，種々御厄介になる機械科の諸先生，又御注意を戴いた名大工挙部

の大久保教授，東大工学部の鵜戸』口教授，特に御厄介になった千葉工大の宮本助教授，慶大工挙

部大学院の牟岐鹿三際に感謝の意を表します．
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