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異方性弾性体の三次元問題1；ついて

秦 謹 wh

（1’1歪f；＄“tl　31年2月29　Ei受理）

On　the Three．dimensional　Probldms　for　the

Anisotropic　Elastic　Solids．

Kin－iehi　HATA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　　Sinee，　up　to　daee，　there　does　not　seem　to　exist　any　reasonably　general　solutions　of

もhtee－diinensiollal　s七reSs　probiems　for七he　allisotropic　e｝as七ic　solids，　the　author　dares’

七〇．presen七〇ne　general狙e七hod　for　solving　these　problems．　Al七hough　this　presen七ed

method　may　be　awJ〈ward　ki　many　respeets，　the　results　obtained　on　these　comp］icated

problems　do　noもinvolve　any　such　res七ric七ions　as　are　made　upon　elastic　constan七s　by

A．S．　Lod含e，　and　i七wil至be’easily　seen　that　very　dex七erous　meもhods　’　eanno七exis七，

observingもhe　fac七七ha七aeomple七ely　aniso七ropic　elas七ic　solid　possessesもwen七y．one

independent　elasもic　consもan七s．　So　farもwo－dime難siGnal　s七ress　or　s加ain　problems　for

ortho七ropic　elastic　media　have　been　trea七ed　by　many　auphors，　but　researches　on　three－

dimensional　problems　for　these　media　are　eomparatively　few．

　　　IA　this　Paper　homogeneous，　generally　anisotropic　and　orthotropic　solids　in　the

absence　of　body　force　are　d，eai七wiもh，　and．もhe　assumpもions，　usua｝　in七he　infinit6simal

theory　of　elastieity，　are　made　throughout．

　　　As　an　illustration，　we　write　dowB　the　so1utions　for　the　problem　of　purface　tra－

ctions　applied　to　a　short　colu皿n　of　fini七e　lengもh　with　rec七angular　cross－sec七ion．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　§t　緒　　　言

　異方性弾性体のうち，直交異方轍薄板の1；彫題は既に多数の人々により取り扱われてV・ることは

広く知られてV・る処である1）．無論薄板でなくても平雌歪聞題であれば同様に研究され．てV・る．
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異方性弾性体は結晶の関係から，A．　E．　H。　Lovea）の書に見られるように古くより研究せられた

ものであるとはV・え，等方性弾性体の研究に比して，異方性弾性問題の解の研究は極めて少いと

V・えるだろう．勿論等方性体と見倣し得る物体は多くまた扱いやすいが，処理が園難とはいえ異

方性体として考えるべき物体も少なしとしないこと明らかである。この報告の異方性の意陳から

曲線異方性（curvilinear　aniso七ropy或V・はcurvilinear　or七ho七ropy3））を雀きたV・と思う．

但し横等方性（七ransverse　isotropy）4）がある場合は，強V・ていえば，　curvilinear　or七hotropy

を有するとV・うことが可能な特別な場合であって，比較的簡軍に処理し得る．このことについて

は結書中に触れ旋．円塒座標系に関するcurvilinear　or七ho七ropy即ち極異方性を有する富合の

問題も重要なものであろう．この報告の主な目的は，等方性弾性体の三次元問題の一般解である

」．Boussinesqの解，或いは一般化されたH．　Neuberの解5｝等の諸解に対応すts一・つの一般解

を示し，ついで直交異：方性弾性問題にっき少しく具体的な一つの例解を述べんとするにある．一

般に異方性弾性体の三次元問題の解凍は極めて少ない様である．樋口正一教授6）は極異方性円」壽

聞題を扱われたが，最：近A．S．　Lodge7，が座標の線形変換による一般異方性弾性体の問題の等方

化の条件として14箇の弾性常数間の関係式を求め，ついでその変換式を決定して三次問題に貢献

するとともに，横等方性（七ransverse　isotl’opy）を有する弾性体に関するH．　A．　Ellio七t8）の三

次霜解を拡張した．A．　S，　Lodgeは21－14＝17箇の独立な弾性常数を有する異方性弾性問題

の解即ち線形露礁変換によPl　ag順化し得る面隠の解を与えた訳である．

　筆者寡聞にして一般1異方性弾性問題の解があることを知らない，よって筆者はA．S．　Lodge

の試みたような弾性常数間に特別な関係式を設定しない一般解を導出してみた．然し普通の揚合

直交異：方性聞上位のところで事足りる筈であり，21箇の弾性常数を必要とするような問題は亘れ

であろうが，例え直交異方性弾性体と雄も，（X，y，　Z）三軸の方向が問題の性質上弾性の対載量iと

平行でないような場合には，享実上21箇の弾性常数を有する異方性体を取り扱うことと等価な

こともあり得るであろうから，一般異方性弾性問題の解もやはり翻る程度の必要性はあるであろ

う．もし簿象が結晶体なら直交異方性の解のみでは無論不足である．兎角特別な場合を除V・て，

所要弾性常数の箇数が増加するほど解を得ることは容易でなV・こと明らかであるが，ここに示さ

れた一つの解法によれば，異方性弾1生体の聞題に関する本質酌な困難は幾分でも緩和せられるで

あろう．以下得られた結果を略述し，二三の重要と思える事柄は後臼報告したく思う．

§2。一般異方性弾性問題の一つの一般解について

　一般異方性体は互V・に独立な21箇の弾性常数を有しており，それに関する問題は真に煩雑な

ものであることは明らかであるが，形式的な一般解は次のようにして得られる．無論扱う物体は

等質として，穆1小変位理論の範囲内で考える．notaもionは概iねA．　E．　H．　Loveの書による～＝：と

とする・庫角座標（x・　y・　z）の三軸方向は一般化されたHooke’s　Lawが最：も簡潔に表示し得
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られる方向とすることは以下すべて同然である．

A・E・H・Loveに従い，一般化されたHookeの法則（generaiized　Hooke，s　Law）は次の

ものである．

　　　　　　　　am＝Cl・e・．＋0・2ey＋6、3e．　＋e、‘i　rv＝　＋　c施勘＋0、6ア矧，

　　　　　　　　a・y　＝　cen　em　十　c22e，J　十　．．”，

　　　　　　　　a＝　＝．．．．．．一．．．．．J

　　　　　　　　τ・J・：Cq　em十〇42砺十。43　e・十〇44η。十（乳蔓5陶一ト046γ剛，

　　　　　　　　T．m　＝：　csl　ex　十　．．．．，

　　　　　　　　TxV　一一　’’’

この（2・エ）をma七rix　formで・書け1．jr，

　　　　　　　　　　　　ax　）　（C“　C12　C13　C14　C15　CIG

　　　　　　　　　　　　av　1　I　Ck，1　C22　C23　CL，・i　C2，tr，　Cs6

　　　　　　　　　　　　Upt　1　1　C31　C；1］　C；1：1　C：y　C；li，　C3c；

　　　　　　　　　　　　T・ti．一　1　1　C．ll　C．ls，　C43　C4ts　C・ir，　C・“J

　　　　　　　　　　　　Tm：　1　1　CrJl　Cfm　C，＝，｝；i　C：）・1　Corr｝　Cort；

　　　　　　　　　　　　Tvu　1　N　ct；1　c（；b，　C（；；s　C（；Ll　Cf｝r，　Cf；fi

　但し　　　　　　　　　c、・s＝＝Cs、・，

命

ev

e．

rltJ．

γ鰯

rxtJ
’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7’，s＝　1．2・…　　6），

であP，独立な常数21箇である．また歪エネルギー函数Mlは次の形である．

　　　　　　2W＝Ci　i　exL’十CL・L・e・v2　十〇336～十。44γ”ノ十〇55γボ十6㈹γげ十

　　　　　　　　十2c126諺θ〃十2c王36拶銑十2014θ郎γ脚一1－2Cli，　ept　r：m十2c16e鰐γxy十

　　　　　　　　一ト2c23　eu　e．十2c24θ！，γ鯛一F　2　Css　ey　）’xx十2c2c，　e．v　7’xv十

　　　　　　　　十2034島γ脚十2635傷陶十2c36亀為〃十

　　　　　　　　十2045γ拠γ駕十2c4〔；γ・tixrxv十2c56隔γ岱ッ．

　このWを使用すれば，

じであること明らかであ．る．

　　　　　　　　　　　OW　OW　’6W
　　　　　　　　ax　”＝．砿．・av　＝”一∂蘇　’・τ匠∂ryx　’　”●∵…．

　　　　　　　　　　　　　　　ou　av　ow
但し　　　　貯「砺・θ一可渦置石・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ou　ow　av　．　aa　　　　　　　　　　　　　　Ov　　　　　　　　　　　Ow
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　af一＋”6S”　　　　　　　　附田＋御階石’＋“褥・γ・〃㍉

（2・1）

（2・2）

（2・3）

（2・4）

（2・1）或いは（2・2）の一般化されたHookeの法則は次のものと同

（2・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・6）

以下物体力は考えないことにして，応力であらわした釣合方程式は書くまでもなく次のもの．
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　　　　　　　　　　　　　　　　懸＋物＋物一¢

　　　　　　　　　　　　　　　　腕＋勤＋籍一9

　　　　　　　　　　　　　　　　．60r．xe．．tn．，／／・，・，　iairg：一．．，．o．　’・　（2・7）

　応力に関する解を最初に求めるには，応力で表示した適合条件式を考慮せねばならす，その解

を得る見込みは殆どなV・ので，等方性体の問題と同様，変位に関する解を得るようにする．

　よって（2・6）式により（2・2）式の応力を変位であらわし，その表現を（6）の釣合式に代入し

て，整頓すれば次式を得る．

　　　　　　　　　　　　　　／lnu　一f一　Ai2v　十　di3zu　＝：　e，

　　　　　　　　　　　　　　zj　sla　一｛一　！f22V　十　ノd　23zo　＝　0ン

　　　　　　　　　　　　　　／j31u　十　A32v　十　／13：sw　＝　o．

但し一d　．6，（α，β＝1，2，3）は次のようなopera七〇rである．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OL｝　　　　　　a2　a2　a2　oL，　oL）Aii　＝　cii　一aFvL｝　＋　c（；f；　一t5tt　＋　Ctso”　’onUz2）　＋2C」，t｝　’oi］az　＋　2Cir）’oEox　＋　2Ci6　o“　ilop，

（2　・8　a）

（2　・8　b）

（2・8　e）

華磁＋畷＋磁＋・砺姦＋・囑蕩・＋・帰塗（・・9）

　　　　　　　　　　　　　　　　02　．　02　．．　oAL）　一　62　　　　　　0n2　OL，
ノ・・＝砺・扉＋o・・’艨{‘…馳∂。・＋2c3・薇＋2・・∂。∂。．．＋20・・∂動・

AIL，　＝　zi21

　　一％・∂馨．煽詳＋砺謬÷（婦。2」r）・∂銘。＋（c…1煽姦＋（勉＋c6s）論夕・

A13　＝＝　A31

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0，，　　　　　oL｝　aL，　oaL，
　　＝o・5∂が＋c・6一研』＋6・・∂ゑ・＋（C36十C45）∂ア∂。＋（o・3＋c・・）∂。∂。＋（o幽・）参三夕・

為3＝A32

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ro2　　　　　02　．　oA2　．　02
　　＝砺・．∂ii’・．＋o・ヂ∂夕・』＋o・・厩2．＋（C））3十　C44）．∂夕∂2＋（o・5＋636痂評625＋c・・）∂ii∂夕・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…　（2・10）

　勿論（2・8a），（2・8b），（2・8c）はそれぞれ（2・7）の第一，第二，第三式に対応する．次に

（2・8b）と（2・8c）よりuを含む項を消去して，

　　　　　　　Ai：｛・　（2　・8　b）　一　Ai2（2　・8　e）

　　　　　　　　　＝　（fdi3id22　一　！Si・．，A23）　v＋　（Ai3zi23　一A12A：s：s）　w　＝＝一　O，　（2・11　a）

　また（2・8a）と（2・8c）よP｛vを含む項を消去して，

　　　　　　　il　L，3　（2・8　a）　一　xd，2　（2－8　e）

　　　　　　　　　＝　（A，，A，，　一　A，．g／1，，）　u十　（id，，A，，　一　A，．．／1，，）w　＝　o，　（2　・11　b）
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故に（2・11）式より次の関係式を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　Iriu　，．　li2v　＝IU’gw，　（2・12）

　但し

　　　　　　　　　　　　　　　　1－1　．　AllA23　一　A12A13，

　　　　　　　　　　　　　　　　1ik］　：A22A13　一：　Al，Aee，　（2・13）

　　　　　　　　　　　　　　　　1，3　＝　A33Al‘．，　一　A13A23・

よって（2・12）式より次の如く｛置ける

　　　　　　　　　　　　u－ww　1”TL）IBip，　v，．，　rili3ip，　zv　，．　Tir2di．　（2・14）

　但し　　　　　　　　　　　　　　φ駆φ（X，y，z）．

　（2・14）式が得られた一般型であるカ§，φ（x，Y，z）は競る特定の方程式を満足しなくてはなら7s

い．今そのφに関する偏微分方程式を見出すために，（2・14）の墓本辞の形を（2・8a）に代入す

れば，次式を得る．

　　　　　　　AIL・Aエ3｛π11為2魂3＋2Al，AtS，3・d13一瓜1（為3ア十

　　　　　　　　　　　　　　　nv　A22（Ai3）2－A33（Ai2）”｝　gb　＝O，　（2・15）

（2・15）武は10階の同階偏微分方程式であpl　，上述のH．　A．　ElliottやA．　S．　Lodgeの横1等

方性閤題の一般解や三次元問題の他の諸考慮よりして，φに関する：方程式は6階の同階偏微分方

程式であることは容易に推知されるとともに，（2・15）式中の

　　　　　　　　　　　　　　　　A，，　di　：O，　A，，　di　＝　O．

の解は釣合式（2・8）に照しても殆ど無意昧であり，（2・8b），（2・8c）の諸式よりもまた（215）

式中のbrace中のoperatorを得，且つその形は対称的である故，φの満足すべき式は次の6

階同階偏微分方程式であることは明瞭であろう．

　　　　｛∠｛llA2．，A33十2！423∠113∠lm－　All（A．）2一　ノds2（ノ｛13）2　一　ノd33（Ar．，）2｝φ＝0，　　　（2・16）

　この（2・16）式を満たすφ函数により得られる（2・14）の変位の解が釣合式（2・7）或いは（2・8）

を満たすこと明白である．

　しかして基本方程式（2・16）のbrace申のoperatotが2階のopera七〇rのみを含む3簡の

operatorに分解されるとすれば，次の形となる．

　　　　　｛んA・．，A，汁2護23竣♂、L・　一A、μ23）2一煽（浸、3）2一ノ，，（42）2｝

　　　　　　　一｛（　　　　　　　　　1一　1　1all，　a12，　a13，　一2－a14，　一2“a15，　V2’　al（；）（鼻蒜£ア｝・

　　　　　　　・｛（　　　　　　　　　　1　　　1　　　1as・・a・2・a・rgジ巨舳α・4・万α25ジ2”　a26）（券£・音）2｝・

　　　　　　　・｛（　　　　　　　　　1　　　1　　　1a31）　a32）　a：1：1，　”2ma　a347　一2’a357　27　a3fi）（£揚・融穿・（…7）
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　但し

　　　　　　　　　（　　　　　　　　　　エ　　　エ　　　1a…a…a・3ブ2σ・・ブ2a・5・’2”ai，）c鼻蒜讃

は次のものを示すとする．

　　　　　　（　　　oz　02　02　02　．　a2　．　a2a・・‘∂逆＋’a・2‘∂ター＋a13一∂」＋α・4胸砺δを＋a・5∂x∂z＋σ・6加∂y）・（…8）

その時は，（2・16）の解は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　g6＝¢i十　sP．，十cb3，　（2・19）

　但し

　　　　　　　　　　（aii，・…，　一1”ai4，・…）（一〇〇一x・一一一，　一一bO－y一，　一〇〇一一z一一）2ipi　＝＝　o，

　　　　　　　　　　（　　　　　　　　　　　1a21：’’”；　2　a24）”t’）Gン畜£ア帰　
（・…）

　　　　　　　　　　（　　　　　　　　　　　1a31，　’’”，　’2’a34）　’’”）倫澱£ア伽一α

弾性常数0のに関して有理な係i数ααβを有するように分解される見込は殆どなV・こと明白である．

横等方性の揚合に正の実数であるaCtPをもつて，（2・19），（2・20）のように置けるが，その他の

場合は極く特殊な値を。ユβがとる場合に（2・17）や（2・20）のように置き得るようである．例え

伽が虚数を含んでも，兎に角（2・20）のように分解することができれば計算は大いに簡易化さ

れる．然し多くの場合に於V・て分解することは園丁である．（2・19），（2・20）は多分に形式的容あ

抄，等方性物体の場合との比較上そのように表わして見たものである，分解できるならぽ，確か

にその対忘は判然としている、S．　G．　Lexni七zky9）は平面変形聞題でz＝O平面がplane　of

elas七ic　symme七ryであると仮定して一般異方性物体から出発し，（2・16）の基本方程式に相当

する式（相轟するといってもかなり異なるが）が，実数係数を有するように分解出来なV・ことを間

接に示した，然しこの結果は，上述の仮定や平面変形近似に原因したものに過ぎない．（2・20）中

のσエβが実数であり，且つ直交異方性の揚合ならば，計算の難易は等方性の揚合と同等であろう．

　弾性常数6卵がV・かなる不等式的醐係を溝足しなけれぽならぬかは，別に知られていないよう

である．然し次のことは当然いえるであろう．却ち（2・4）の歪エネル？’　一一函数は正値であること

を要し，（2・4）式はex，　ev，　e。，ん・，γ…，r、　・vに関する1E値二次形式であるから，（2・2）式の。、、　P

に関するmatrixに関する行列式の酋座行列式は総て正でなければならないことになる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cll　CIS　C13
　　　　　　　　　　　　　　　　Cll　C12
　　　　　　　　　　　cii　〉　O，　［　1＞　O，　I　c，，　c，，　c，，1＞　O，　・・　・・．　（2　・21）

　　　　　　　　　　　　　　　　C12　CL｝2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　C13　C23　C33

しかして実際の物体では，微小変位弾性論の諸仮定に背く因子も少くないことであろうから，実
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験によpt定められる弾性常i数C」lsの値：のみをもって，（2・17）や（2・20）のように分解されるこ

と，及びα，tiの性質を論ずることは適潟でないように思われる．

　（2・20）のように分解できなければ，（2・16）の基本微：分方程式を直接解かなり・ればならないが，

直交異方性の場合ならば，その計算は間題により比較的やさしVO．然し一般異方性の揚合なら，

6次の数字方程式を必要箇数解かなければならないようなことも起り煩雑である．然し（2・14），

（2・16），（2・エ3），（2・9），（2・10）のi変位の一般解は横等方・1生の場合を除く異方性弾性体に：関する

限り完全である事は容易に確かめられる．独立な弾性常数の箇数の余Pl　多V・異方性体である工業

材料はかなり巨視的な兇方をしても，その例は比較的少いであろうから，これにとどめたV・．

　　　　　　　　　　　　§3．直交異方性弾性問題の三次元解

　つV・でながら，第2節の一般解が等方性弾i湊h体の問題に対する一般解を倉むとV・う訳ではなV・

ことを述べる．

等方性物体に対しては，弾性常数Cエi3は次のもの．

　　　　　　　　　Cl！　一一　CkL，　一一　C：S3｝　CS3　＝　C13　＝　C12e

　　　　　　　　　　　　　　　　　ci4　＝”　crr，　：　c｛；｛；　＝：　121””　（cii　一　ci‘．，），

　他の諸常数は零．（2・9）と（2・10）より，

　　　　　　A・　＝＝　cl・・謬＋Cafi（灘・＋・鼻）堀一査（砺畑∂銑・

　　　　　　い砺謬・＋c66（一£・・＋諺）煽桔（c・・＋伽）、揚乏・

　　　　　　A3a　＝　ei・募・＋傭（濫＋・償い・一｝・（砺細、飾

（2・＝t6），　（3・2）　．よ　り

　　　　　　　　　　　　　曜倦＋券＋紛φ一一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．’．　V｛；　ip　＝　O，　”

但し　　　匹礎憐＋錨
しかして（2・13），（3・2）より

　　　　　　匹輪＋c66）・・2、雛P－Cfifi（C12　十　Cf；6）v2、㌫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　62
　　　　　　　　　　　　　　　　　’「3＝蝋…＋6…）▽2∂診∂ヅ・

よって（2・14），（3・4）よPl

　　　　　　　　　　c6，2　（c，，　＋　c，，，）2v4　一〇x－aa一一一：3y一一一b2一一　g6　＝　se，　E　sLrJ　（x，　y，　x），

（3・i）

（3・2）

（3・3）

（3・3）ノ

（3・4）

（3・5）
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と置けば変位の式は，次のようになる，

　　　　　　　　　　　　　　　・・＝＝．1か一器一叢　　　（・・6）

但しψは（3・3）t式より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v2ty　＝　e，

を満足し，調和函数である．等方性弾性閥題のBoussinesqの三次元解は，ベクトル形式で書

V、て，

　　　　　　　　2　Gu，　＝gradψ十2rotが十grad（7，・R）一4（1一のλ，　　　　　　　　　（3・7）

　但しβ　・＝（∂b∂2，が3），2＝（R，，λ2，λ3），？㌔（x，ア，z）であ）t　，9，∂，2函数は調和函数であり，

yはPoisson比．（2・エ4）の形式からは到底2rotがは椙ないように、見えるが，何れにしても

他の項も釣合式及び（3・4）の形と（2・工2）式を考慮して決定できるものである．

　（3・3）式は（2・19），（2・20）に相応せしめて考えることのできる式であるが，（2・17）が（3・3）

に見られるように縮退してV・る場合は（2・工2）式より（2・14）式の様に形をきめることが適当でな

いだけであり，異方性体の揚合にはなんら欠点はなV・．異方性の揚油には（3・7）の等方性の揚合

の第一項grad　9に相応してV・るffjif“しか存在していなV・ことになる．異方性体の揚合，独立な3

箇の弾性常数を有する等軸晶或V・は立方晶cubic　crystalsですら，（2・17），（2・20）のように分

解されるとしても，（2・20）の三島の各論ぼ異るのである．因に等方性の場合は独立な弾性常数

はCll，c12の2箇である，横等方性弾性体は独立な弾性常数が5箇もあるが，その名の示す通り，

かなり等方性に近いところがある．然し三つのφ函数ば互いに独立である．而して（2・14），

（2・16）の解は横等方性弾性問題の一般解を含むとは云えなV・のである，φエ；φ“），φ3の三つのφ函

数が独立であれば，三次元解として充分なること明らかである．先述せるように，φユ，φ2，φ3中

のV・すれか二つが等価となるおそれはなV・ようである．

　次に一般直交異方性の揚合の一般解は，上記等方性の六合と同様・にして容易に得ることができ

る．この易合（2・2）の一般化されたHookeの法則は次のもの．

　　　　　　　　　　　apt　＝　cllem　十　c12eJ　＋　c13　e＝，　T’y．　＝　c44　Ty．，

　　　　　　　　　　　σy＝cエ2　ex十〇2¢6写十CL・3　ex，　　　τx＝＝・055γ解，　　　　　　　　　　　　　　　　（3・8）

　　　　　　　　　　　O．一・・　＝　C13　ex　十　cL｝3　ev　一1一　c3：s　e．，　rxv　＝　cfi（；rxy．

（2・9），　（2－10），　（3・8）　ji　D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O1　aL’　o－o
塩縞・∂ア＋c・6ヒ ﾌ・』＋o・s・　”b2i，

　　　　　02　　　　　　　　　　02　　　　　　　　　　　　　　02
π・・’＝　CC」・1－

U’?’黷Rrm＋o・ガb’堰f1－’＋o・房・

　　　　　02　　　　　　　　　0L｝　　　　　　　　　　　　　　OL）
i／133　＝＝　cr，；，　dr，，　一1一　C4ti　’oUp’L」’　＋　q33’　’oVzL，’　，

（3・9）
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　　　　　　　　　　　aL’　．　．　．　．　oL’　，　．　．　02
　　　／dL）・1　篇　 （C））3　＋　C44）　．∂夕∂9’e　　／f13　＝＝＝　（C13　＋　Csi））　’∂訟∂Z　，　　ノd　i2　＝　　（C12　＋　Cfit；）　”b’1　”6’Y”’一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・10）

故に（2・16）式は次のようになる．

　　　｛AllA2．，id3，　＋　2A23A13A12　一　A“（A，，3）2　一　AL，L，（zim）2　一　ri，，（ztl，，）2｝　ip　：

　　　　　［噛硫．濫．＋嚇傭鼻＋傭・喚鼻＋

　　　　＋　｛Cn　CL）2C33　＋　2　C44C，r，，i，CfiG　＋　2　（CL，3　＋　C“）　（C13　＋　Ci，r｝）　（C12　＋　C（；fi）　＋

　　　　rm　ciiC2x（c2，3　一1一　2Ca4）　一　C22Ci3（Cia，　＋　2Cdr：J）　一　C33Ck）（ciL）　＋2Ct；c，）｝’bLT”2’／／ab6・：’o’2’i’　一1“

　　　　＋　｛c22c“　cas　＋　c22c33cfi6　一　c23cB，　（，c，，3　＋　2　c“）｝一　6y9602£，・一　＋

　　　　一i一　｛C：s3Ca4C｛｝ti　一一　C22C；i3Cr）i）　一　C23C，’，r，　（C23　＋　2　CFi4）｝’bbetl’ii　Z’）’　“”　＋

　　　　＋　｛cnc44ctt，t）　＋　cn　c33cfi6　ww　c：icc，fi　（czz　＋　2　cgr｝）｝momx9？Lioill｛IE’　＋

　　　　＋｛一＋一一触（Ci3　十　2　Cr｝　r，）｝雨隠＋

　　　　＋　｛ciic“4c6c，　一t一　cnC22Co’”e　rw　ci‘．，Ct’）i，　（CiL’　＋　2Cc，f；）｝Kt　4ili／I」’i　＋

　　　　＋｛一＋…c22c・・一。・2c・4（c・t・＋・Cfifi）｝磁詞φ一・・　（・…）

しかして（2・13），（3・9），（3・10）により次式を得る．

　　r・㍉銘ノ・病

　　r…　一｛c・t（c23＋c・‘1）一（c・3＋偽）（㊥＋傭）｝∂謬＋（耐％）（臨券＋臨募）

　　　　　a2
　　P嵩　露〆2刃・

　　P・一｛e22（c・3＋・・）一（糊粘）（・・煽｝・勝＋（婦嚇）＠謬＋・・曇＞

　　　　　02　　r3　＝　一〇to・・一tt一　r3」s，

　　r・n一擁煽一晦煽価＋㈲｝謬．鵡＋Cfiti）（　　　　O．D　OSc・’rt’bA診L”＋c・1べδラ嬰．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－12）

今次の如く置けば，

　　　　　　　　　　　　　一轟一一ψ澱ψ（姻・　　　（…3）
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ψは（3・11）の基本微分方程式の解であIP，（2・工4）の変位表現は次のようになる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　．．一　v”　．　o　　　　　　　　　o
　　　　　　　観測1㌦凡伽「珍1壌譜・佃㍉乏一丁1・・　「；）ノ・ψ・　（3’14）

この（3・14），（3・12），（3・11）は一般直交異方性弾1重圃題の一般解であることは明かである．

　然し，一般直交異方性弾性体の解を最初より，即ち（2・8）の釣合式より導禺する揚合には，

（2・11a），（2・11b）式の処で一度積分できるから，些か簡単に処理される．即ち（2・11a）より

　　∂瓢（・・3煽（…鼻＋…継．）＋｛c・・L）（％煽一（嘱痴1耐鰍）｝謬］v　＝＝

　　　　　　　一一轟［（c・・　＋　Cl；・）（砺・・£，＋c・．∂雛）＋

　　　　　　　　　　　　＋悔煽）一（囑切（c・3　一F　Corr））｝券］ω・（…5）

若し

　　　　　　　　　　　　　　　　o　．　o
　　　　　　　　　　　　　　v＝一tt・v’，　zv＝一／／z－wt，　（3・16）

・と聞く1ならば，

　　　　　　　　　　　　　　　TL’Bvt　一一　F3”wt，

を得る．

　同様にして（2・11b）式よ1り，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　U＝』砺夙．

と置くことによPl，

　　　　　　　　　　　　　　　1’lnut　＝　1’31sWt．

を得る．（3・17），（3・19）より次のように書ける．

　　　　　　　　　”＝「2♂3・乾が謡z：1・「3・・φ訓！＝∬㍉P・・φ・

故に

　　　　　　　　　O　一一　一一　．　O　一一一　一’・．　．　O
　　　　　　”㍉。．「2・ハい霊碗「1汎φ潤㍉ノマIP・・φ・

次に釣合式（2・8a）に（3・16），（348）を代入して一一一・Bli　x　tcつき積分し

　　　　　02　02　a2　X　．　．　．　02　．　．　，　02

（3・17）

（3・エ8）

（3・19）

（3・20）

（3・21）

（砺．∂r＋％ア＋c・」r）・∂。の班（碗煽∂〆惚三三〃一・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・22）

（3・22）に（3・20）を代入して

　　　｛　　　　02　02　62（…扉＋・・6副655癬）・”・’…’3i・　＋（酬碗謬．r・J・・r・n　＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（・幽・）募r叫φ一山（・・23）
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（3・23）式は正に（3・11）式×（c1：1　十　c。・s）（oエ2十〇66）の形式である．（3・21），（3・12），（3・11）

は一般直交異方性弾・1孝1宝問題の一般解である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騎　（3・11）式を。エ1　c55　c66で除したものは，分解され得るならばゴ（2・17）式に対応して次の形を

とる．

　　　　　　（02　OL’　02．∂逆＋　a12’∂夕島山＋σ・・否研）C鼻協毒・　　　　、

　　　　　　　　　　　　　＋母）（02　02　02撮奮．＋晦∂y・＋a・・麗憂．）（b・一…（・・24）

よってφは次の如く書ける．

　　　　　　　　　　　　　　　　　φ＝＝φ1十φ2十　φ：1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・25）

　但し

　　　　　　　　　　　　　儘＋a・2．£計囎一筆）画蛾

　　　　　　　　　　　　　（02　OL’　02’ahr．）　＋　ak，2　Toy’‘2　＋　a23”i”i’）¢・　：O，　　（・・26）

　　　　　　　　　　　　　倦＋伽券協心）暢一α

（3・24），（3・25），（3・26）のように分解できることがはつ9“　Pl分っているのは三等：か1’f，11の場合のみ

である．勿論他の場合にも分解できることはあるであろう．弾性常数6。βが牛毒定の揚合には無論

分解できる．筍も分解できるならば，（3・26）式の一一つの式の侮は実数である．然し（3・11）

式は比較的簡単な形をした微分：方程式であるから，（3・26）の如く分解され得なくとも大した支障

はなV・ようである．第2節と同じく，現准のところ上式はかな如便宜的なものである．

　しかして（3・21）の変位式中の「2ノ」マ㌦，・・一を少しく呉体的に表わして置く．

　（3・12）　よ　Pl

　　　　　　　　　1町2ノ〃r「3／t＝ノ生1Zユ，　Iilfl　1マ3〃＝Aa2，　rliS　I■2ノ，＝＝∠4113，　　　　　　　　（3・27）

　但し

　　　　　　　　　　　A＝（c23十。4・1）（C13十Ci｝i））（612十CfiG），

とすれば，変位の式（3・21）は次の形となる．

但し君φをφと書くことにする．φは（3・11）式を満足するものとする．

　　　　　　　　　　　　　a　”．　a　”．　o　　　　　　　　　　u　＝＝．．∂諺刀・偽ρ「蕩刀・乾ω篇…麓燃ψ・

（3・28）式中のlli，偽，11：1ぼ次のもの．

（3－28）
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（ZL・3十。．E4）・・i一（妬幽娠遷嚇去嘱詠）c券券・券ア

　　　　　　　　　on，4　．　04　一　oa4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6ti
　　　　　　＝d・・．茄・ヒ＋d・・2一砂圃＋cl・・∂夢ヒ＋4・3∂y・∂。・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　64
　　　　　　　　　　　　　　　　＋a・ズ∂が房＋d・・…三三’・

（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ci3　＋　c，r，s）　172　＝＝　（eii，　e2z？，’’”，” Q”’　ek）3，　’’”，”）（券・舞鐸

（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・・2＋・66）刀・＝：げ……・…・． Qア237…・●．．’）（券・券・一鍔・

（3・29）中のd。p，　e。s，　faP（α，β寓1，2，3）は次のものである．

　　　・・一輪蘇％（c22一劉隔％（輸蟹今

　　　d・・　・＝（勉刈り（輸α澹）＋c・2t蘇駅触一讐）＋c・　C－rs）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鉦偏（c…一饗り＋c・・c66・

　　　陪絶一讐雇一蜥鯨一…（鯨一r斜

　　　貯峡輸讐）＋・隔貯（鱈讐う（輸繋う＋c・・S2；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　e・2一％（　　　　　　　．勉α13Cll　一　　　　　　　　　al）＋砺偏

　　　耐鯨（c・・一讐〉三門＠一讐）六一・轟

　　　砧・・（勉一・讐う＋蝋庵㍉（齢蟹・）＋c・5　C66e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌍＠一讐）（　　　alcr3622－　　　　cr．｝）＋c…2s

但しαエ＝（Cs・3十〇4∂，偽＝（c13十Cs5），　cr3　＝（免十〇〔；6）．

（3・29）

（3・30）

（3・31）

（3・32）

12

　もransverse　lsotropyを有する弾性闇題の場合φの基本式（3・11）は分解されて，しかもaptβ

は一竃の実数である。正の実数であれば，計算は非常に簡単である，cubic　crystalSのようにCll，

C12，　C．14，の三つの独立な常数しか有しないものさえ，一般に分解できないように思える．

　因に前述のH．A．　Elliott及びA．　S．　Lodgeの七ransverse　iso七ropyを有する弾性体の三

次元問題の一般解は次のものである．

　直角座標（X，y，　Z）をとり，　g軸は弾性の対称軸に平行に択ぶ．
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　　　　　　　　　　　　　　　　o　．　．．　o
　　　　　　　　　　　　　　”　＝＝　’b’x’　（ipi　＋　¢2）　＋　’brP”　¢3，

　　　　　　　　　　　　　　　　o　一　A　　a
　　　　　　　　　　　　　　V　＝＝　一t－i一一　（ipi　＋　¢2）　一　一〇ith一¢，，

　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　勿「売（k・φ1＋々・φ・）・

但しil，．　（i　＝　1，2，3）は次式を満足する．

　　　　　　　　　　　　　c鼻一＋濫＋霧）砺一9

VlとJ・・L，は次の二次式の二根，

　　　　　　　　　cll　c“　p2　十　（cl　i’　一　cli　c33　十　2　c13　c．“）　；，i　一1一・　c：s｛　c“　＝　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2c“　＊’
　　　　　　　　　　　　　　　　　Y：s　＝　’T’Mrm”．umww　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cll　M　C12

　　　　　　　　　　kpt　＝　（Ciiva　一　c‘i4）／（czz　＋　c，i．t），　（af　＝　1，2）

（3・33）

（3－34）

（3・35）

（3・36）

（3・37）

61

横等方性弾性体につV・ては後日述べたいと思う．A．　S。　Lodgeは上記の解が完金な一般性を有す

るか否かは知られていない旨を述べられてV・るが，筆者は一般性ありと考えている．但しこのこ

とは説明を要するものと思われる．第2節に述べた解法では無論（3・33）～（3・37）の解と同形に

はならなV・がφの満足する方程式は（3・34）と岡じである．（3・33）式のφ3た関する項は9軸

まわりの廻転的な解のために挿入されたもので，（3・7）式右辺第二項に直貼するものであP，

A．S。　Lodgeが発全性に関し疑を持たれるのはやむを得ないことであろう．小節va一一般直交異方

性を有する直方体或いは矩形断面短柱に対してこの節の一般解に暴き一つの解の形を些か具体的

に示してみよう．

　　　　　　　　§4。直交異方性直方体のsurface　tractionsの問題

　禮方体の中心に座標の原点をとIP，直方体の表面は

　　　　　　　　　　　　　　x罵±a，y＝＝ヒゐ，9：it　h。　　　　　　　　　　（4・1）

であらわされるものとする。表面荷重はx＝O，y＝O，　z＝O，平面に関して対称的に分布して

いる場合を扱う．弾性の紺称軸は¢車ill，　y軸，9軸に平行であるとする．一般化されたHooke

の法則は（3・8）の形である．以下導出せんとする解の最後的な形に関する考え方は前の等方性直

方体に閲する報告10）中のものと同じで，表1面荷重函数を：重Fourier級数に展開するものである．

　今φにつbて次の如く置く．

　　　　　　　　　　　　　　　　　¢．．　AeSi・y＋lctr・＋6x．　（4・2）

（4・2）式は指数函数であり，2は虚数単位，β，々は与えられる常数δは決定せられるべき常数・

このφを（3・工1）或いは（3・23）に代入すれば，δに関する6次の数字方程式を得る．但し・
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　　　　　　　　　　　　　　β三一誓・・鴫一三・　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（s，n　＝　O，　1，　2，3・・　・・）

　sとIzを指定してβとleは与えられ，その（4・2）を（3・11）に代入して，δ2に関する3次

の数字：方程式を得る．明らかにその方程式の係数は実数である．この方程式を解けば，A．　E．　H．

：Loveの書に記載せられる処の一一・nv直交異方性物質の

　　責玉（七〇paz）

　　　　（cll　＝　2．　87，　c，，，　一一　3．　56，　c，，3　＝　3），　（c2，　・＝　O．　9，　c，，　＝＝　O．　86，　c，，　＝　1．　28），

　　　　（c“　；＝　1．　1，　c．／，r，　一一’　1・35，　CGG　＝　II一・33）

　　重晶石（Barytes）

　　　　（cユユ＝＝0．907，　c22三＝0，8，　c：33・＝LO74），　（c23＝0．273，　c13＝：0，275，　cユ2＝0．468），

　　　　（o鰻＝0．122，　c55＝0．293，　cc；｛1；0．283），　　　　　靖童イ立：＝＝106　kg，’cmz．

等ではδの6箇の根は，1，λを実i数として，

　　　　　　　iδns＝＝ヒilns，　2δns　：土（21ns　＋　i．“i2ns），　3δ郡＝　ゴ＝（：ilns十i：sA’nb’），

の形となP，これにより先ず⑫，S）型のφの解を次の如く置くことができる．

　　　　　　　　φ1（ns）＝ΣΣAl、、　cosβ、y　cosん。εcosh、1，逼，

　　　　　　　　　　　　？己　　　δ

　　　　　　　　φ2（9tS＞篇ΣΣA乱，　cosβ、y　cos々。g　cos露λ。、　z　cosh　2Z…，

　　　　　　　　　　　　ワ盈　　　δ

　　　　　　　　φ、｛ns）＝ΣΣ乃誌，　COSβ、アCOS砺9　C・S　3λn，s　X　e・sh，lns　X．

　　　　　　　　　　　　？こ　　δ

同様iにして（4・2）の代りに，

　　　　　　　　　　　　　　　　　φ＝．AeCt’i・e÷んi・z’＋δ”’

を設定し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グ　　　　　　　　　　　　　　　・≡α・「r・le三…た・＝ヒmuh・’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，　71篇0，1，2・…　）

（4・4）

（4・5）

（4・6）

（4・7）

においてrとnを指定して，αとんを決定し、（4・6）を（3・／1）に代入して，一般に次の形

のδの根を得る．

1δ螺漏士1篇、，，2δ，‘ア篇士（2辮，げ＋z　2／ltt，・），3δ，b。’＝±（3鵬る，・÷i　311nr），

　但し77’liir）μ

同様に

‘・は実i数，これよりψの⑫，グ）型として次のものを得る，

　φエ（。、。1＝ΣΣβ1、。cosα，・¢cos舷cosh幽、。　y，

　　　　　　71　7’

　96、（vtr）罵ΣΣ砺cosα，・謬cos々，、9¢os，働μosh幽。　y，

　　　　　71　　　7野

　963（no’）＝ΣΣ瑞cosα｝・¢cos舷cos　3μ，δ｝・ツcosh　3脇ツ．

　　　　　71　　　r

　　　　　　　　　　¢　＝＝　Aea’i・c÷fiiy＋6k・，

（4・7）

（4・8）

（4・9）
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を設定し，

　　　　　　　　　　　　　・瓢一7・β≡狙撃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ちs筥0，1，2・…）

において，グとsを指定してαとβを決め，（3・ll）式より次の形の根を得る．

　　　　　　ユδ，・s瓢・ニヒlrrs，　2δ，一s＝　ゴ＝　（L’7’7’s彗一i2レ”s），　30“J’S二　＝ヒ　（；1γ，・s十i3リrs）．

これらよりφの（r，S）型として次の如く書くことができる．

　　　　　　　　16エ（）’s）＝ΣΣC∴・cos嬬cosβ3y　cosh　lγ属

　　　　　　　　　　　　r　　　8

　　　　　　　　φ畑＝ΣΣ（馨、COSα，・∬COSβ、y　COS　2り，《COSh　2γ、・sZ，

　　　　　　　　　　　　1，　　s

　　　　　　　　ip3〈i・s）　＝　Z　Z　C，；．s　eos　cv，・x　eos　Bsy　eos　3v，・sz　cosh　3r，・s2．

　　　　　　　　　　　　r　　　s

よって（3・25）に相応するものは

　　　　　　　¢1　＝＝　ipi（oLs＞　十　g6i（ver）　十　¢）i（rs），　cl）k）　＝：　g（）s〈ois）　”F　cbu．（nr）　十　（f）：Krs），

　　　　　　　gb：i　＝　g6：i〈ns＞　十　d）：i（n”）　十　g6：｝o・s），　g5　＝　gbi　一1一　¢］　十　g63．

（4・10）

C4・11）

（4・12）

（4・13）
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であるが，あまの実際的ではなV・．無論（3・26）の如く分解できれば，正に（4・13）のように激

る．

然し一般1藍交異方性物質でも，複素根の虚数部分，λ，μ，Pが消えるものもあるであろうし，ま

た巨視的な意昧における一般直交異：方性体についても勿論そのようなものはあろう．等軸晶或い

は立：方晶cubic　crys七alでは上沼の1δ，2δ，3δはともに実数である．

　よって今φに関する上式中λ　＝＝　Pt：y＝0，なる如き直交異方性直方休のsurface　tractions

の間題における変位及び砺力解の形を一般的に求めれば次の如くなる．

　先づ瑠方向変位％は（3・28），（3・29），（3・30），（4・5），（4・8），（4・12）等より容易に得られる．

　（n，s）型のφ（4・5）より得られるものを歓7、5）とし，（4・8）によるものをas（、の，（442）に

よるものをπ（、’．，）とすれば，

　　　　　　　　　　　　o　．h．　o
多鞠＝ ﾖ…π・φ（…ド加刀・（φ・（・・汁φ・（，・・汁φ・（・・の

　　　　お
　　繍ΣΣΣcosβ，ツcos鳥、細nh》1，、sx　’　teA　Y，、，

　　　γtU’1　？‘　　s

鞠r匙φ傭・r幽閉縞傭・＋蜘）

　　　　オ
　　篇ΣΣΣsinα，・x　eos　k，、z　cosh、晦伽Blt，，，，

　　　Vrm1　9盈　　r

鞠一一
ｻ帯φ的・一£礁・遍＋砺傭・＋輪）’

　　・・ΣΣΣsin　cu，・z　cosβ、ツcosh、γ，’、z・。α、，

　　　y皿」　7’　　8

（4・14）
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（4・14）　呼蓄

　　　轟㌔尋ゐ一捻｛（4島2βs4－y　d3，le・lb4＋（メ豊3βs2を冗2）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　＋　vlns2（dllvl”sL’　一　d12（9s2　一　d3tlen2）｝，

　　　隅τ転ヲ鴫｛一（4u犀＋d、、　k。“　＋　d、、傷脇、2）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　十　v7n7tr2　（一　dz2　vmnr2　Hi一　dls　cuL）2　十　d．，3　kn2）｝，

　　　・・eVrs一濠．娠）aVr（誌｛一　（dli　evr4　＋　dee　l？s4　＋　d12　cur““Bs““’）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　＋vγ，・s2（一d33　vγ，・s2＋423β～＋d3エev、・2）｝，　　（4・15）

　　　　　　　　　　　　u＝　w（ns）十u〔？tr）十　多｛（rs＞．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・16）

同様にy：方向変位Vを求めれば，

　　　　　・㈲「舞偽φ傭ド撫琴・・n・B・・y・・s・k・a　co・h編・・AY，・・

　　　　　　　　∂　　　　　s　　　　　v・…＝・”oy’一π・φ・…篇濁零零cos姫os鳥蝉吟・・ハ8勘　（4’17）

　　　　　　　　∂　　　　　3　　　　　v・・’・・＝…凝・φボ揖嬰cos崎”sinβ・アcosh・γ・・z’・CI・・

（4・17）式目，

　　　轟㍉∴55＞隅｛一　（e2219s4　＋　e33　k，b4　＋　e．，319s2　kvk2）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　＋vlv，～（一eエiノ，。s：｝＋e、2β～＋e3i　kn2）｝，

　　　　　　　1　　　・砿＝¢訓。、嘉・晦B弥｛（eii　ex，　i　＋　e3；｝　lef，i4　＋　e3i　cr，，2　k．2）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　十．vm・ni，2｛eti，2vmnr2－eユ2　crt・2－623々7L2）｝，　　　（4・18）

　　　織一砂漏鴎｛一（θエ1α，・‘1千eu・2　19s4＋e12　cr，・2　Bs’2）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　＋vγrsL’（一e33　vr，・s2＋高3β52＋e：Slα，メ）｝，

　　　　　　　　　　　　v＝＝v（ns）十v（，e，・）→一v（，’s）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・19）

同．様にZ方向変位Wは次のもの．

　　　　　　　　　　　　w篇w（fZ“一）十zρ（7v’）十Wo・s），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・20）

但し　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　臨ド濃仏φ留・㌔‡．娠緩（fii」　’’”・　；’　f23，　’’”）（激・誤・謬海・

　　　　　　　　　　コと
　　　　　　　　　＝ΣΣΣcosβ、ysin鳥、2　co串h、1，耀・wAX，，
　　　　　　　　　　》＝＝1　？1　　3

　　　　　∂　　　　　究
　　w・…＝∂ll’　ZI・　¢・…＝濁￥：事・…’・・i蜘・c・・h・・・…夕『・8鵜　　（4・2エ）

　　　　　∂　　　　　：l
　　w・，・・”．∂乏‘刀・φ。ヅ恩写写…cr・X…β調・h伽・6・α・

16
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但し，。∠4鵜，wB7X　r，，σα、は次のものを示す．

　　　　　　　　1　　　’”Ams　＝　（clyJll”’c’lr，｝’）mfe？t－ALMns｛　一　（f22Bs‘　＋　f331en“　＋　f231en2　Bs2）　＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋やみ弼2（一fii　v　l，岱2＋ノIL，　igs2＋f3i島ノ）｝，

　　　　　　　　1　　　・β茎・π講＝＋，、、6）々・β；・r｛…げ・・娼ゐ轟“＋ノ轟2硲2）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　十vMn．L’（一ノ2雪》〃z％～十ア12αβ十f2，，　k？乙2）｝，

　　　繊一酉転評。論｛（∫1、α，・4＋ア22βゴ婁＋ノ臨α，ββ～）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　＋v？’rs2（ア：13v7，・～一プ23β～一プ31α，・2）｝．

65

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（4・22）

これらの変位表現を見れば，等方性の場合と殆ど変らぬ程度に思える．応力表現は上記変位表現

と（2・6）式，及び（3・8）の亙ookeの法剛より蓉易に得られる．

　　　　　　　ax（，is）　＝：：　＝　X　Z　ees　Bs　y　cos　le．z　cosh　’vl，，s　x・ptAX，，，

　　　　　　　　　　v”1　e］　s

　　　　　　　　　　　：1

但し

ax｛nr）　＝：　Z　＝　IS　cos　ctr　x　cos　lcne　eosh　vlnm　y　一　xBM．，，

　　　y扁…　el　7・

び姻漏ΣΣΣcosα，・τcosβ、アcosh伽9…α，，
　　　ソ司　 ，・　s

x・4輪瓢。・1・1・t，ヂ・・罵・＋Citβs・・AY，・　t　c・・高・・’t・14夷・，

粥8弥＝011αバ賜B茎。十c12vl”ガ，，B］、r十〇i認パ定β弥，

誘C雰3＝・ouαバ肋C翼5＋c、2β．s・，，αとs＋013、r，・s・，ひC翼8，

　　　　　o’nt＝び訣，（πs）十crfe（7の十（アx（rs）．

（4・23）

（4・24）

（4・25）

同様に

dy　＝　X　Z　Z　COS　BsY　COS　le・nzeosh　vl・nsx’yA，’，，＋

　　v　vi　s
　＋　＝　］X　＝　coS　cvrX　COS　le7tZ　eOSh　’vM，er　Y　’　vB／Ar　＋

　　IJ　7i　t．

　一1一　Z　Z　＝　eos　ev，　v　eos　Bs　y　cosh　．r，　s　z・yC）．，，

　　γ　　，辱　　，9

（4・26）

但し

yAMns　at　c2i　vlns’・wA．Y，s　十　csu　Bs’vA］is　十　c23　ICJ‘’wAY，s，

vB，V，r　＝　cL）1　c｝fr’2‘Bti」，’　十　ck，ewln，a”vBX・ir　十　C’］3　fe，‘’wBYt，’，

riCrV，s　＝　csiarr’t，CY・s　＋　cs2　Bs’　vC’・s　一1一　c23　v　rrs’？eCXs，

（4・27）

σ、に対’して

訟茎、＝c31、1，、S・％・4夷，＋c3　、・　B、　・，，AY，、　＋033々，ゲ，，・4鵜

β菰。＝63エαバ，βみ十Czz，　vmn”　’　・vBlfi，．十‘ご33々，、・脚8夷り

。C；．、＝031αパ，、α計632β、・。d、＋c33、γrs・ωCみ，

（4・28）



66　　　　　　　　　　　　　　　　秦　　　　謹　　　一

また勢断応力に対しては，

　　　　　　　　τge＝τ！ノ，（。、h’）＋τ紳の＋τy，i（rs），

　　　　　　　　　　罵ΣΣΣsi魏β、ッsi鵡・gcoshノ，、、物講，＋

　　　　　　　　　　　V　7a・　s

　　　　　　　　　　十　＝　2　＝　cos　（xr　V　sin　k，ez　Sinh　wm，b”y’　tyxBXtr十

　　　　　　　　　　　V　71　r
　　　　　　　　　　＋　X　lilEI］　＝　eos　a”x　sin　3，　y　s　inh　vr，，z・y．CY．，，

　　　　　　　　　　　ソ　　，璽　　5

但し

　　　シ。1窪劣、＝一　c41（んパ，、4碁、＋β、　’　，uA－1：s），軍β夷、＝：c．！4（一々パβ弥一トv　M、t，’　’　，vB，v、。），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。J、αと、＝o｛4Cハ働α、一βポwCI、）．

　　　　　　　　Tapt　＝：　：　Z．．　：　cos　Bsysin　k？eZSinh　vlns　V’：x47’ss＋

　　　　　　　　　　　V　71　8

　　　　　　　　　十　＝　：Eil］　＝　sin　a”x　sin　ko‘z　cosh　vmi‘・一y・．．i　BY．・　十

　　　　　　　　　　　V　　7i　　r

　　　　　　　　　＋　Z　＝　］EII］　sin　ev，・x　cos　Bs　y　s　inh　vr，，z・．．CY．，，

　　　　　　　　　　　V　　r　“’　．

　　　　　　　　Tres　＝　Z　X　＝　sin　Bs　y　cos　fenasinh　v17tsx・a，yA，V，．＋

　　　　　　　　　　γ　　？轟　　δ

　　　　　　　　　十ΣΣΣsin嬬cosん，‘gsinhノπ？占・伽講汁
　　　　　　　　　　　V　’；1　7一

　　　　　　　　　＋ΣΣΣsi且媚sinβεアcoshヤγ，雪鋤α、，
　　　　　　　　　　　V　　r　　s

但し

　　　　　燭罵。・・；Cr，　．s（一鳥バ，、罵、十’．　1，、s・ω・4夷、），、謬ル＝一〇55（鳥ゲ錫研。十

　　　　　　　　　　　　　　　＋　CYt”u・B／ixr），　2mC　s　＝　cs．r（vr，・s’tbCls　ww　cz，一”tvC，V・s），

　　　　　・y鵡・罵061i（一βs・泓4蕩＋vlns・。・4勘，叫B菟・＝666G77z舶・β弥十

　　　　　　　　　　　　　　一α，・・uB夷，・），物。翼sm－o〔；6（Bs’z‘Cr’s　＋　avj”vCr’s）．

（4・29）

（4・30）

（4・31）

（4・32）

18

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・33）

　上記の変位並びに応力表現は煽，険，v、・sが零である揚合のものであPl，それらが零でない揚

合には表現は少しく崩れる舜瞳る・また一ゆ表現は加。・警。・・＝似平面に関して対

称的な袴重分布に対するものであるが，一一般的な荷薫分布の揚合には，座標の原点を直方体の一・・一・・

隅に移し，イ列えば

　　　　　dii　：　2　＝　eos　Bsyeos　fev‘x（A；ts　cosh　ilnsm　十　Al，．s　sinh　tlnsX）　十

　　　　　　　　？1　　　8

　　　　　　　十　＝　EII　CoS　’avrX　eos　fenz　（B4tr　coSh　im］t・・y　十　B：’．．　sinh　imn・’　y）　十　（4　’34）

　　　　　　　　7i　7’

　　　　　　　＋ΣΣcosα，・謬cosβ、y（（）　、　cosh　iγrs　g　＋　b、　sinh　iγ．sz），

　　　　　　　　r　　　s
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のように置き，

　　　　　　　　　　　　　　　　　プだ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノぼガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　おだ　　　　　　　　　　　　　　Ctt．＝　　2’h”・　βs＝　　21石・　le7a＝　2h”　　　　　　　　　　　　　　　　（4’35）

のように変塗して，δに関する：方程式を：書き直：す等のことによP｛，筆陣に一般的な解の形を書き

下せることは等方性物体の綜合と同様である．なお上記の解は，直：方体の表面に直交するX，y，a

軸が異方性の対称軸と平行してV・る揚合であ01，もし平行していなければ，極めて複雑化するこ

と明らかである．この場合，一般には一般化されたHookeの法則は第2節におけるような21

箇の弾性常数を有する異方性体の揚合と同じ型となり，都合の悪V・揚超には，第4節のよう激直

方体の扱い方によれば，δの方程式は複素係数を有する6次の：方程式となるので，δの代りに

iδと置いて計算を進めれば，1葺的を同様に過し得る事は明かである．之につV・ては他！ヨ述べた

い．

§5．結 言

　一般異方性弾1生体の三次尤問1遜に関する一般解を筆者寡聞にして知らす，弾1生学の教科書及び

内外：父献にもそれらしV・ものがあるようにも．見えなかったので，敢て一つの一一・neJ解を述べたもの

である．異方性弾性問題の一般三次元解の卑湿法に別に妙法があるとは思えないが，ここに述べた

ものは大分稚拙な点があるようである．tの研究はH．　A・Elliot七及びA・S．　Lodgeの解（3・33）

～（3・37）の完全性を調べるために始めたもので，得られた結果を大略述べて，諸方の御教示を得

たV・と思う次第である．

　＿般異方性弾性体や横等方性弾i生体については，他日報告するつもりである，ここに直交異方

性の揚合が多いものと考えて，一つの例解の形を示した．cubic　crystalですら，横等方性弾性

体の場合の変位表現（3・33）～（3・37）のような簡単な解が得られナ，複雑な形をとることが分つ

た．横等方性の揚合，等方性弾1生体の間題の一般解（3・7）等を考慮することによむ，容易にその

一・
ﾊ解が得られるのであるが，cubic　crys七alでは到底そのように行かなv・ようでLある，（3・28），

（3・11）等より導出できることは前述した．と．のような結果では，直角座標系以外の座標系への適

用は困難のようでL遺憾である。横等方性の場合は容易で」あることは（3・33）～（3・37）の式を見れ

ば了解されることと思う．（3・24）式のように実数θ郭をもつて分解されれば，他座標系への適

用が容易である．扱う異方性は直交異方性が多い～二とと思われるが，横等方性弾性間冠iは直交異

方性物体の平面変形間題の直接的な三次元への拡張に相当していると考えられるであろうから，

先ず調べるべき直交異方性体であろう．しかして緒書に曲線直交異方性は即き酬いということを

述べたが，次のことを附書する．

　即ち円塒座標（r，θ，z）による次の（5・1）表現がeurvilinear　anisotropyをあらわすとして

も，制限された意昧におV・てであると思われる．



68　　　　　　　　　　　　　　　　秦　　　　謹　　　一

　軸対称問題を扱うこととし，Z軸を対称軸にとる．

　　　　　　　　　　　　　　　　Ou
　　　　　　　　　　　　　er　一一　一tt’i”　＝　cr“al一　＋　cr1‘．）cre　一1一　cr1；l　a．，

　　　　　　　　　　　　　・・一髪一・画＋…cr・ナ…砺

　　　　　　　　　　　　　　　　Ow
　　　　　　　　　　　　　ex，＝　”i　2”　＝　cr13a」一　＋　a13ao　＋　cr33’a．，

　　　　　　　　　　　　　　　Ow　6u
　但し　　　　　　　．　γ，・．＝．　　　　　　　　　　　　　　　δン．㌔ガα・・τ一一γ・G＝o

ttはr方向変位，　wはz方向変位として，又弾性係数は次の様にも書ける．

　　　　　　　　　　　exu　＝＝　Bn’，　cri2　z：　19，“e，　cui3　＝　19，・nt，

　　　　　　　　　　　α22　＝α1、＝β，）e，α23罵α王3＝β詳，Ct33＝β脚，

　　　　　　　　　　　α盗4＝王／G，’。．

　（5・1）の表現をz軸を共通とする（X，y，　z）座標系へ変換すると次のようになる．

　　　　　　　　　　　　　　　et＝αユ1砺＋偽2砺＋a’13　a。，

　　　　　　　　　　　　　　　ev　X　exl　L）　apt　十　ec11　av　＋　ev　13　dpt，

　　　　　　　　　　　　　　　e。＝・α13砺＋α13砺÷α33σる，

　　　　　　　　　　　　　　　為ご＝ef44　Tne，γ蜘＝：α壬4τ～’だ．

（5・1）

（5・2）

（5・3）

20

しかして9軸がaxis　of　elas七ic　symmetryに平行な場合のA．　E．H．　Loveの書の記号による

Hookeの法則は，横等方性に対して，次のもの，■

　　　　　　　　　　　a．．　＝＝　cll　e．　＋　c12e：，J　十　c13ent，　Tapu　＝＝　c．t4　rmnt，

　　　　　　　　　　　a：u　＝　Cl，．｝　ep　十　Cllev十　c13　ez，　rg，，　＝　c“　r・ti．，　（5．4）

　　　　　　　　　　　az　＝：　c13ecr．　．＋　．c13　e？1　＋　c33　ent，　TaTv　＝　Cfi6　xx：，h

　但しCfi6ニ1／2（C11　im　CI　L）），軸対称問題では先ずτ、，〃コ0，よって（5・3）と（5・4）は全く同じ

形をあらわしてV・ることは明らかである．即ち，．‘（5・4）は

　　　　　　　　　　　e。　・・　cr、エ’d。＋α王，鰯＋α、，’ant，　r。。　＝＝　crs4iTpm，

　　　　　　　　　　　ey＝α1，ユ〆（㌔十αnra！｝十α13／az，　γ拠＝＝α舶ノτyx，　　　　　　　　　（5・5）

　　　　　　　　　　　e．＝αゴσ。＋α13ノσヅトα；；3！σ。．

　故に（5・1）は曲線異方性物体に対する一般化されたHookeの法則を表わすといっても，正

に横等：方性物質のHookeの法則そのものである．事柄ぼ余）1　lcも明瞭で以上の様な説明を要し

なV・程である．直交曲線異方性の名にふさわしいものは別に考えられよう．

　終に臨み，御指導を戴いた藤井教授，原稿を読んで頂V・た久野教授，半沢助教授，並に御厄介

になる機械科の諸先生に深く感謝の意を表します．
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