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両端 固 ふ疋 梁 の 横挫屈
久　　　墾予　　　F義　　　づミ

（「ぎ召禾1：132イ準2月28日　受理）

’

Buckling　of　a　Deep　Beam　Clamped　at　the　Ends

Rokuo　KuNo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　　Buckling　of　a　beam　clamped　at　the　ends　against　the　horizontal　displacement　and

supported　in　vertical　direction　carrying　a　concentrated　｝oad　at　the　middle　point　is　wel1

1〈nown．　However，　the　case，　vLThen　the　ends　are　supported　in　the　horizontal　direction

and　clamped　against　the　vertical　displacement，　is　not　solved　yet．　ln　this　case，　the

fixing　condition　at　the　ends　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　211一髪一農硲甑ギo

The　cri’tical　1oads　is

　　　　　　　ノま［・1〈ML）］！k，．［κc塁一M）㍗ノー柔［κML・」ノー号［K（｛r－M）コ］

　　　　　　　　　　　　　　M＝．－mPs．4　KL・＝＝　・Bi，bp－ii－

but，　the　deformation　does　not　increase　so　much　above　this　critical　load，　vLThen　the

thickness　of　the　beam　is　small　compared　xK／ith　its　width．　’1“he　beam　becomes　unstable

when

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P・汗墨華旦9

緒 言

　　　3痔老は数窮三メξ｝hξ釦iの‘切肖ll遇環命について石／．1多ピしてR’，／ll一るので’あるが，　；｝皆銚iは．．．1・二leの鋭1轟曾こ捗トり

図転ずるものであり，　巾鋸の銚鴇：勲こ手賦しない鶏‘分を梁と考え，れば，　その両報｝が錘；鳶1恥こ接する所

でi劃定と支彗寺との中r謁状1：慈セこなって居ると考える：撃が出メミる。　磁（に帯欽iの切削ブ」による粒遡坐履

も両端i濁定a7／．．の横1坐屈と葺1．融講支択塗梁の横挫暦｛との｝ヤ隅羽犬f滋に二な：るわけである。　両端｝支彗寺で中央

に．集中荷：重：のある場合は多くの教科書1）に示されて居るが両端閲一轍の場合は研づ廷2）が少な：い。

この毒叢な矢巨ヲ．彦断i漸の帯板の捗覇坐聡の問題を角峯く場合，　両端｝の「超定i条件を如何に玉紋るかで問題は

災なって来る。固定条件として考え得るのは，
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　　（A）固定モt・一戦ント！Vの為に幼2漸内の回
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
転を両端で許さない。　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　P　　　　　　M

（・）固定モー川M一興・輔 ﾝ≒＝ヰ＝多≡ヨプ
転を両端で許さない・　　　　　　　Q艇一一一一一・。・　一ナQ
　　（C）引張力Qを生じて2方向の移動を両端　　　　　　　　　　IY

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図一1
で許さない。

　　これ等の条件の旧いくつかを満足した場合が両端を瞬定したと称し得る。数科書に示され

て居るのは（A）の条件のみを満足した場合の解）である。ここでは主として（B）の条件を満足し

た解について考えて見る。

　　　　　　　　　　　　　　　　基　　本　　式

　　問題を簡単にする為集中荷重Pが梁の粍S心線上の中央に有る矢巨形断面の梁とし，両端の

条件は2軸のまわり及び二じ一9面内の回転を許さなし・ものとし，9方向の移動及び跡9面内の回

転は許すものとする。故に

　　　　N　＝：O　　　Q罵0

　　この様な場合の横挫羅の三二条件式は次の如くである。但し原点は板の中心に取る。

　　U：帯板の彩方向の変位（δ＝％ax）

　　v：　弗；板のX方向の変位

　　β：帯板の振れ角

　　ろ：　］’i：皆板の厚さ

　　h：　帯板の巾

　E：縦弾性係数

　G：横弾性係数

　　　B、即詠Eβ，一誓E　c・・＝一箏。

一一一一一一一一一一一一一一一一一一
@（　1　）

　　問題を解く為には，この微分方程式を直接解くか又はエネルギー法でも解く事が出来る。

その撫は（・）嚇・式に窪輌辺・噺け礁分すると

　　　　　ど　　　　　　　　　　　　　　　　　ど　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む

　　　　llB・礫）履一号∫lc券一・）β一町媚∫濡静
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第・式輌辺に盤を掛けて翻す・と

　　　　　！恒（劉撫＋三幅＋M裂，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

第3式をzで微分してβを掛けて積分すれば

　　　　　ど　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど

　　　　　∫『c（dBdz）厩一＋畢ll（音の窯β砒＋Ml濃か

以上3っの式を合計すれば

　　　　　　．．l　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　l
　　　　　B・ll””（一二．・）2・・＋B・ll（．各1の9ぬ＋cll．（一三）滋

　　　　　　　　　ご　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　一pll（音一・β砦・・＋号婦・Ml濃嘉媚器、．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　……・…・………・・………………・・…………・・……・……・・…………・（2）

左辺は曲げ及び振りの両頭エネルギーであり，右辺はP及びMのした仕事になる。右辺第1項

の積分値は横上属を生じたが為に．荷重点が下る距離である。第3項の積分値は横挫属を起した

為に両端が傾く角度になる。これは帯板の上縁と下縁との焼み曲線の長さの差を求めて見ると

　　　　　ど　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど

　　　　　1誤（・＋号β）伶丁（一号β）｝2d・　＝・・1将軍・・

　　　　　　　オ
故に傾斜角は2∫濃嘉・・にな・。

　　結局微分方程式（1）を解きその両端条件として

　　　　　・一音・一位一酌一・，β繊

　　　　　　　　ご
　　　　　　　・ll髪難…農ギ・　一・…一…・…一・一一（・）

　　　　　…o霧一〇，釜平位・一δ

を満足すればよいわけである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　計　　；算

　　嗣に瀦賜・一善で傾余糠い・云う鮒

即ち

　　　　　　　ニ
　　　　　・∫濃塞・・＋農ノ・一・…・一一一・一・……………・・…（・）

　　　　　　　　　　　　　　　2
を除いて考える。微分方程式の解は1／BICP2＝超と置く事によって
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　　　β一AJ／M一郭耳）咽M一号（÷一・）月

　　　　　略／M一号後謁ゐ躯｛M一書借一・川，M－S（9一・）〉・

　　　β熟／羅紗二画［κ｛号。身一・）一明

　　　　　＋B・」／喜留二・諦ノー1［κ修（hS　．　z）　．M｝L’］　，　M．　S’一　（一S　一z）＜・

この式に上の両端条件を入れれ｝・Si　Pl／4＞M＞0の場合には

　　　ノ号［醐弘「π（響一切1－J．，4一［齪歌量［κ（亨一M）2］

　　　　　　一．．””．一．”．．”””…．．”．”．””v“”一．”．”“．．””．h．””一一一一・一・”・．一　（5）

その他の場合には

　　　　　ノt［KM・］ノli［K（M一芽）］一一へ［κM1ゐ甚［K（腔穿）2］…一・（6）

　　これ等の式は中央に集中荷重Pがかかり，両端にモーメントMがかかる場合の条件式で

ある。故に両端が支持されて居る場合はM篇0であるから

　　　　　ゐ掴亨）］＝：・Pcr　＝・6・9411／箏で

のよく知られた値となり，又中央に集中荷重なく〒1｛葛端にモーメン｝Mのみ働く場合には，P

が0に近づく為Kが極めて大きくなるからベッセル函数の漸近数の第1項のみを取って

　　　　勘…｛鯉・一κ＠」罪）下・

　　　　　　　　M＝＝．．H　mZ，ll！t　tt．・，　C　60

　　　　　　　　　　　　　　1

のよく知られた値になる。

　　図一2は（5）式，（6）式を図示したも

のである。上に示した値が円で示して有

り，7tr・・一プの中が安定領域であり，ルー

プの外が不安定領域であ．る。

　　次…一（・）の鮒式王后・路｝・一音で

傾斜しないと云う条件を加えて考えて見

ると中央の集中荷重が小さい問は，両端

の齪モづ・臨池一署礪
係にしたがって変化し，Pを増せば単純

な曲げが矢印の方向に進行し安定領域内

b－n
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で曲げは安定に進行する。遂に荷重PがX点即ち

　　　　　P　＝＝・2・・璽・……・一・………・……一・…………一…・一一…（・）

に．達すると，これ以上この直線にそって進行することは不安定領域に入るために不可能であり

横挫罵を起す事になる。　しかしながら（5）（6）の横挫腿の条件式は横三二を起してしまっても成

立すると考えられるから，此の如く横挫屈を起してもこの曲線上の点で示されるMとPとの

関係になるわけである。即ち横挫羅を起し初めるならば，横挫属の為に両端に生ずる傾斜角
　オ

・1濃争・囎大し初め棚・ばなら購であ・・い醐が圃定・れて居礁舳に

は増大する事が出来ずに，その代りとして固定モ・・一一メソトMが増大する。故に集中荷重が瓦

なる場合は閲定モーメント勤なる値になって釣合を保つ筈である。集中荷重が巡なる場合

は閲定モーメソ1・Ysで釣合を保つ。この釣合を保つ点は条件式（4）を言｛‘算して見ると

　　　　　爺［耐［面戸π（　　　　　　　　．，1芽一M）］u［ノ試κ（2影一M）LO｝T］

　　　　　　　　　＋…愈（M一着）一・…一…・一・……………・…一一・（8）

で示される値となる。此の如く梁は横挫屈を起しては居るが釣合状態を保ちつつ進行し，Pが

最大点Ptnaxに達した時に遂に本当に挫屈するのである。このPma，を求める為には⑤式をM

で爾・て．器一・と置く練よつて求・る．

　　　　　塾［　鴎所誰鴫1一（・）

この式を疑問法で計算すると

P。，』8・3・／研ご

　　　　　IL，

　　　　　砺一級11璽

　　この値は（8）式について考えて見るとAが有限な問は横挫屈を起しても釣合を保つけれど

もAが無限大になれば不安定で釣合を保つ事は出来ない。故にこの様な不安定になる条件式

は（8｝から

　　　　　．＿＿．．．．．一．．一一L．．．．．．．．．．一＿．＿一．　ym　　　　　　　1　　．．．．．、．＝0

　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　（KMゲ［」．t（κML，）］2［κ（与一M）Tレ甚｛K催覗ア｝『

即ちその元の積分の形
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　　　　　鮭影・

である事がわかる。この式で（9）と同じ条件を得る。

　　故にこの様な場合の横挫屈は「二つの異なった変形様式が有り何れも釣合状態が成立する場

合の分岐点を以て挫屈荷量を定義する」ならばX点即ち（7）式が挫屈荷重を示す事になるが，

この点を超えても厚さに比して申が広い場合には焼み1象極めて微量なわけであり，普通の如く

挫屈荷重を超えると急に焼みが増すと云う様な事はない。そして遂にP皿。。に達して急に擁み

は増加しあたかもこの点で挫屈したかの如くなる。これは帯板の厚さ巾が異なって居る場合挫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ml　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PILi
屈艇咽一2囎紐鍼る一愈来鳩合・即ち剛7薦・〆帥に来湖台の隙

藷砒財酬糊蹴からで娩
　　以上と同じ傾向は条件（A）（B）を共に満足する様な場合に於いても生ずる筈である。

　　しかし（C＞の条件が吏に加わった場合に於いては中心線が延びないとするならば挫屈は有

り得ない事になり・中心線が延びるとするならば挫屈を起せば引張力Qはどれ程でも増大

し得るから上の如く不安定になる場合はないが，やはりQ＝0として解いた値が二つの変形様

式の分岐点であるから例えば（5）（6）が条件式である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　結　　　論

　　帯板の両端をその面内で固定した場合の横挫屈を解くときの両端の条件は（3）式である。

この条件を用い帯板の中心軸の中心に集中荷重が有る場合で面に直角の方向には両端が支持さ

れて居る場合の解は次の如くである。

　　　　　ノa［㎜dノ珪［　　一P．！．wwMK（一P4i）1統差［鯉躯髪「π（与一M）］

　　　　　　　　　　　　Pl
　　　　　　　　　M　r　tg：’一

この時横挫屈を起し初めるが，厚さの割合に巾の広い場合にはその為セこ生ずる変形は少なく本

当に不安定になるのは（9）式である。即ち

　　　　　Pcr＝＝Jl＆8｛lj’3（，RM，！．

　　　　　　　　　　IL，

M。一2・S1〆Blで

　　　　　1
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