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せん断流における非対称渦列の安定性について

木　　谷　　　勝

有　江　幹　男

The　stability　of　asymmetrical　double　rows　of

　　　　　　vortices　in　a　uniform　shear　flow

Masaru　KlyA
Mi｝〈io　ARIE

Abstract

　　　In　this　paper，　the　authors　present　a　flow　model　of　the　vortex　system　which　would

be　originated　in　the　wake　of　a　two－dimensional　bluff　obstacle　in　a　uniform　shear　flow

π＝αy十ひ，亡ogether　with　a　discussion　on　the　stabi｝ity　of　the　vortex　system　concerned．

　　　The　stability　area　is　shown　in　figure　4　in　terms　of　r　and　p，　where　r　is　the　circulation

ratio　1’，／1”，　and　p　the　spacing　ratio　times　7．　This　flow　model　can　simply　be　reduced　to

the　Karman　vortex　street　when　the　velocity　profile　is　uniform，　lts　condition　of　stability

being　h／l＝O．281　which　is　indicated　as　K　iR　figure　4．

　　　From　the　momentum　considerations，　moreover，　the　drag　D　of　the　body　giving　rise

to　the　system　can　be　evaluated　as

　　　　　　　　D一毒「・ρ凪・＋’（嶺「茎）」ん参「…nh勢，

where　P　is　the　density　of　the　fluid，　U．　is　the　velocity　of　the　vortex　system　relative　to　the

obstacle，　h　is　the　lateral　spacing　between　the　vortex　rows，　1　is　the　distance　betvv’een　con－

secutive　vort1ces　of　the　same　row　and　r，，　4　are　the　circulations　of　the　vortices　which

belong　to　the　vortex　system．　This　for皿ula　is　equivalent　to£hat　given　by　K6rm6n　when

G＝O，　namely　r，＝an　r，＝L

1。　緒 言

　　　一様流の中に置かれたにぶい二次元物体の．後流中にはレイノルズ数の適当な範囲でいわゆ

る』

Jルマン渦列が形成される。安定した渦列内では渦のピッチ1と工つの渦列の間隙hとの

間にh／l＝：O．281なる関係が存在し，この場合に限りカルマン渦列が安定でありうることが

K6rm6nユ）によって最初に指摘された。さらにK6tm6nは渦によって運ばれる運動量を考察す

ることにより当該物体に作用する抗力Dに対する式として　　　’　　　　　　『

D　一一　pU2h　［2．s3　一S．　一1．i2　（e’　）2］
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を与えている。ここにUは一様流の速度，Uは渦列の移動速度，ρは流体の密度である。こ

の式を用いて抗力を計算するためにはu／Uなる比の値が既知でなければならぬが，これは実

験によって求める以外になく，u／Uを理論的に定めることは今日までのところ不可能である。

わずかにHeisenberg2）が平1反の場合について行なった解析があるが，その根底となっている仮

定はPrandtlも指摘しているように2）不完全なものであった。　K6rmdnの与えた抗力の式は

it／Uとして実測値を入れる限り実験と比較的よく一致する結果を与える。

　　K6rm6nが最初にこの渦列の安定性を論じてから多数の関係論文が発表されている。中で

もRosenhead3）は渦列の安定性におよぼす境界壁の影響を詳細に論じている。Levy＆Hooker‘）

は物体への近寄り流れが一様でなく，渦列の中心線で最大となっているような対称形の速度分

布をなす場合にはカルマン渦列は安定ではありえないことを明らかにしている。

　　本報告は物体への近寄り流れがこのような対称性を持たない場合の一例として，直線的な

速度分布Zド砺＋σを有するせん断流についてカルマン渦列の安定性を論じたものである。

　　　　　　　　　　　　　　　2．せん断流における渦列

　　せん三流中に置かれたにぶい二次元物体の後流中に生ずる渦列としてFig．1に示すような

配列のものを仮定する。一つの渦列に属する渦のピッチを1，上下の渦列の間隙をh，それぞ

れの渦汐に属する渦の循環を1’，およびrr2（1’，＞0，1’2＞0）とし，下側の渦列に属する渦は上

｝　乏

グ　．

　η
鼈黶Z・　一〇一一UI

κ

一班
しrβ・一〇一一

^

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　1．

側の日出に属する渦の半ピッチの位置に配列されているものとする。一様掃治に置かれた物体

の後流中に生ずるカルマン渦列では1’，一r、＝＝　1’であるから，Fig．1の渦列は特別な場合とし

てカルマン渦列を含んでいる。

　　循環「、および一瑞なる渦から構成されている上下二つの渦列｝とよる複素ポテンシァル

をそれぞれW，，㎎とすれば
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　　　　w・＝釜噺←一塗）t　　　（、）
　　　　　肌一一号1・9…号（・＋馴

であるからFig．　1のように二つの渦列が合成された場含の複素ポテンシァルは

　　　　恥告1・9…チ←一十）膣1・9…チ（・＋・　　　（・）

となる。渦列が単独に存在する場合には渦は静止しているがこのように二つの渦列があると上

側の渦列に属する渦は下側の渦列に属する渦によって誘起されう速度のためにX軸の負の向

きにある速度を獲得し，下側の渦列についても同様のことがいえる。このような移動速度を上

側の渦列についてU1，下側の渦列についてび、とすると

　　　　1：墨1：∴∴劃　　　（・）

となる．U，およびU，…それぞれ腕書，・一略弓な・耀にあ・渦の蘭搬で

あるが，上下の渦潮に属する渦はそれぞれすべて等価であるからこのような計算しやすい代表

的な渦について求めた速度はそれぞれの寄目全体としての移動速度に一致する。

　　一般にAキ1’2であるからU，とσ，とは等しくない。したがってFig．1に示したような

渦の配列はこのままでは保持されないことになる。そこで後流中においても近寄り流れの速度

分布U－Gy＋Uがそのままの形で持続しているものと仮定し，σ、およびU、にこれを重畳す

“stlov

測周

一L．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　Z．

ることにより上下二つの渦列の速度が全体として岡一になるようにする。Fig．2を参照すれば

明らかなようにこの条件は次のように書ける。

　　　　警＋び＋砿一一警＋u＋u，

すなわち
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　　　　G・一チ…h摯・　　　　　　　　（・）

G＞0とすれば1’2＞r、となり，下側の渦は上側の渦よりも大きな循環を持たなければなら

ない。

　　　　　　　　　　　　　　　　3．　渦の移動方程式

　　上側の渦列および下側の渦列に属する渦が，Fig．1に示した平衡位置からそれぞれ（賜，

Ym），（　v；t，？y；，）（77z，7ド0，±1，±2，…）だけ変位したものとし，二つの渦列に属するそ．れそれ任

意の一つの渦に注目して，これらの渦が呈する運動を調べる。この代表的な渦として上側の渦

列では（0，h／2），下側の渦列では（1／2，一h／2）なる位置にある渦をとることにする。渦列は二

種類の無限個の渦から構成されていてそれぞれの渦列に属する渦はすべて等価であるから，議

論しやすい特定の渦について考察しても一般性が失なわれることはない。

　　平衡位置から（　c，，V，　Zt、），（姦，　y；、）だけ変位したときの上下の渦列に属する渦の座標はそれ

ぞれ

　　　　　（ml＋　cnb，　｛lt一　＋ym）　，　（　（n＋　一1｝一）　1＋　v；，　，　一　一3t一　＋gt“）　，　m，　n　cuo，　±i，　t2，　・・　lt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　3．

で表わされ，注目し鍋の座標は（　　hx・・万＋y・）・（音栃一音岡・な…のように平

衡位置から変位・たすべての渦によ・て（・・7、号切な・点に鋤・鍋に誘起・れ・瀬

Ui，　Viは

嬬直．．躯需物一真金禦i勢，

　　　　　x’・n　＝：：一忍．．2πri　xo－xm－ml
ro2

＋£ム輪＋←＋9）i
n＝一〇〇
2n 塩

’
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ただし

　　　　rg。b　・＝（X。一κバ2πZ）2＋（y。一・ZXne）2，

　　　　・一9・一｛㌃吟（　　　17z＋万）zy塩一甑＋h）2

であり・こe・・直．．は77・・…を除いたすべて曜魏耐す・和蜘・す・岡様に（垂・…

一告＋・6）な・点に騒・燗・七里・れ磁嘱は

　　　　・4一。塁．．傷㍗≒警一L轟蕃Ψ1藷・

　　　　蝿。濃萎暇↓壱）’＋禽1響一髭1－nl，

ただし

　　　　7’67，：　＝　｛　v6一　nne一　（m一　一ll一）　1｝2　＋（zt6rm　zt．，mh）2，

　　　　プ6蓋＝属一躍；、一nl）2＋（y6－y；、）2

である。　c，，、，y，，、および媛，　y；、はh，1に比較して微小なるものとしVm／1，筋ノ♂等の二次以上

の高次の項を省略すればUi，　Vi，妬，瞬はそれぞれ

　　　　駒護二野録←＋細螺
　　　　　一応｛（・（n＋麦）’h、（、c，、一一X；t71　＋　一ll．）”　12　＋　h2｝）

　　　　　一悪｛1捻転一）・

　　　　…難癖＋義1振着篭一）

　　　　　＋録｛（・（・＋堂）㌦二，；t・・＋告）12＋ん2｝）・

　　　　一難＠躰繋｛（雛霧y（嘱）

　　　　　　＋薫｛段才ll；｝ff，m　（zt6　一　y．）一義辮・
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　　　　　礁繍蜘一）

　　　　　　＋蕊強〆智一）一難筆菟

となる。

　　沿三目した渦の変｛立速度dx。／dt，　dy。／dtは

　　　　　翻｛G（含＋の＋呵一｛G音÷σ＋び・｝・

　　　　　dye
　　　　　万＝賜

によって与えられ，dx6／dt，　dy6／dtについても同様であるから，　Ui，紛の式において

　　　　　鍛繭・12＋診ta・h礁｝¢・

　　　　　直・・1妻て諭扁金　乎＝砿

なることに注意すれば
　　　　　響一＋難馳慧｛（1！（E．rl．；〈i？i2一！llm：miunn＋，1．）ih．，（x，一xan＋　｛ll一）”i2　＋　if｝）

　　　　　　　一綜1ぢ篇鰍副，

　　　　　誕蹄一慧｛織趣一夷）

　　　　　　　＋覇（｛1－S（4L22m｛ll－i－i－n＋，i）ih．，（y，一？y“・＋壱）・2＋ゐ2｝）・　一

および

　　　　　砦6一一熱｛（綜い）

　　　　　　　盤｛9三鍋（・6一一鈴1誹・

（5）

（6）

（7）

6
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　　　　誓鳶｛縛誌回．　1

　　　　　　　＋義ll｛（録塀喚㌘鍛癖

が導かれる。いまX，，b，？Jm，　t；t，齢に対して

　　　　x”e　＝＝：　acos　m¢，　ym　””　B　cos　m¢，

　　　　駆〆…（　　　1n＋互）・，三一げ…（n＋S）・

ただし

　　　　os¢＄n

なる正弦擬乱を仮定し，これを（5）式および（6）式に代入すると

　　　　密一（G論A論B）β輪。，

　　　　霧一（h／｝、A論B）・＋嵯》c・

ここに

　　　　A㌦量．．1一漂卿一襲φ（・・一・）・

　　　　一叢｛留三愈論・

　　　　c一綜詔≒餅侵）φ

　　　　　　　72　cosh　k¢　：¢　cosh　k（i　一¢）

　　　　　　一　cosh2　k：　cosh　kr，　・　’

　　　　k　＝：　h／1

となる。（7）式および（8）式に対しても同様の操作を行なうと

　　　　翻（G論A榛B）8一嶋。・

　　　　讐一（論A＋、霧1、B）a’一・命。

が得られる。（9），（10），（11）および（12）式において

　　　　α一α。e2t，　β・＝β。eit，　αノxα6e2t，　β’＝β6e2t

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

4ま
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とおくと

　　　　　噺（G礁A「鼻B）隔嘉。一・

　　　　　（か論B）a・一脈療》c一・

　　　　　一β、凄詐。一・6・＋（G一嘉A÷婁1β）β6一・

　　　　　一礁。＋（論A論B）・1一β6・一・

となり，これから永年方程式

　　1　－R　G＋藷A「鼻B　・　　　萎》c　i
　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r，　　　　　　　　1’”，　　　T，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　　　　　　　　o　　　　　　　　　　B　一2　　　　　A－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2r，　12　　　　　　　　2rr，　12　　　2r，　12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一　o

！・　論。．．＿一・、G論A礁B
　　｝一藷。　　・　一論A＋撫B　一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

が導かれる。このような渦列が安定であるためにはα，β，α’，β’がすべて時間の増加と共た発

散しないことが必要であり，（13）式はλに関する四次方程式であるが，その根にある制限を加

えることによってα，β，αノ，β’が発散しない場合を求めることができる。

　　　　　　　　　　　　　4．　渦列の安定条拝およびその安定領域

　　（！3＞式の左辺の行列式をD（λ）とおき，これを展開すると

　　　　　D（Z）　一　2‘＋a22＋b

ただし

　　　　　・一器ぴ＋G「毒≠（A＋B）一儲fl幽B・）＋瓢・AB，

　　　　　・一｛G2－G－Ci・iKlftf・（A＋B）＋繋（ぴ＋B・）贋幕鋤

　　　　　　　・｛器（c・一A・一B2）＋㌻寿詔｝一

となる。D（1）一・　Oの根は

　　　　　・　＝＝±か姻冊・±か…v7一・b

の四つであるから，》一α十4α・一4bがα・十ibtなる形の複素数であれば一a・一ibtもD（z）一・　O



9　　　　　　　　　　　　せん回流における非対称渦列の安定性について　　　　　　　　　　　　45

の根になる。したがってaノの正負にかかわらず〆の中には時問と共に指数的に発散する項が

必ず含まれてくる。それ故α’・・O，すなわちV一α＋ザα2－4うは純虚数または0でなければなら

ない。同様にV一α一47＝万も純虚数または0でなければならない。a，　bは共に実数である

から，この条件は

　　　　　一a＋V－M’Tt　S　O，　一a－VW’tth　S　O

となり，これらを簡単にすると

　　　　alO，　b）O，　a2－4b）O　（14）
が得られる。いま簡単のために

　　　　1”YI“，＝＝r，　t｝　＝一　kr，　一：h／l，　v－k（r，一¢）

なる三つの記号を導入するとa，bおよびα2－4bは（4）式，すなわち

　　　　G」掃’1t・・h乎一興圃ta窄ρ　　　　（・5）

なる関係式を考慮することにより次のように変形される。

　　　　　4類・一・・（P2　s’nhρsinh誌蓄彦coshρcosh球

　　　　　　＋（r－i）2ptanhp（一一！li2一＋？一22一＋rmEis．gks－sg2　）

　　　　　　　一・（・・＋・）｛（x2　p22　　2）2＋，毒｝＋・γ（誓一誓），。鋳グ　（・6）

　　　　（4：　214パ）2…b一ト・）…2・anh・P一（r一・）・…nh・（一尋＋誓＋、。講）

　　　　　　　＋・｛（〆S呈nh♪Sinh講COS纂ρCOSh¢L（号一髪）2一、。講｝

　　　　　　　＋・（・・＋・）（一二＋ぜ扁㍍］［・｛（軍si血恥nh差講oshρcosh瑚

　　　　　　　一（号一穿）2一論ア｝＋（・・＋・）（一誓＋誉）、。銅・　（・7）

　　　　（4r，21‘パ）2・s（a・一・b）一［（・＋・）2（一釜＋薪、毒）2

　　　　　　　一・・（〆sinhρsinh講coshρcosh∬）ヨ

　　　　　　　・（・一唖・nh・一（一争昏。。翻｝2・　　（・8）

D（1＞一一　Oの根λが純虚数または0であるための条件は（14＞式によって示されているが，（／6＞，

（17），（18＞式を見れば明らかなようにこの条件は三つのパラメ・・一一タγ，pおよびxの間の関係と

して与えられる。xは0≦x≦pなる範囲の任意の値をとり得るから，η）一平面内において所要

の条件を満足する領域のうち最も狭い領域が任意波長の擬乱に対して渦列が安定となる領域で
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ある。

　　（16），（！7＞，（18）式の右辺はγについて二次式になっているからxおよびPの値を与えて各

式の右辺を0とするγの値を簡単に求めることができる。このようにしてts　xの値に対応す

るa・＝O，b・＝O，α2－4b　・一　Oなる曲線をrp一平面内にえがき（！4）式の条件を満足する領域を求め

た。その結果x＝P（φ一〇）の場合にはrp一平面内の全領域にわたって条件（14）が満足され，　x’

の減少と共にこの領域は単調に減少し，x・＝O（φ一・π）の時に最も狭い領域を与えることが判明

した。したがってx－Oに対応する領域が所要の安定領域であり，

　　　　（・一・声ta勢ρ「t掌÷（・一1・・h・P＞」

　　　　　　　イ［÷＋（・一・・nh・小㌃L（・一…h・似　　　 （・9）

によって：表わされる。これはFig．4に示されるようなものである。　Kとしるした点はr＝1，

4

5

×

肥2
　11

内
1’

s尤able

K

unstable

＼ 1

　　　／P1

　　　／　1　／　　1／　　　l　　　　　l

@　　O．881

＼　＼＼　　　　　＼
　　　　　　l

@　　　　　E

@　　　　　し

A、、Lウ

o 1 2

6

P一　7：　（rf／Z）

F量9・4・

P　一〇・881（h／1＝：O．281）なる点であって，一様流の場合のカルマン渦列における安定点に対応し

ている。漸近線は♪一・Oおよびp・＝1．916（h／1＝O．610）であるから，直線型の速度分布をなすせ

ん断流の場合にはh／1がO．610より大なる渦列は存在し得ないことがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　5．　物体に作用する抗力

　　前節までに述べた渦列がせん断流中におかれ物体の後流中に形成された場合この物体に作

用する抗力を求めてみる。
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　　抗力の式を計算するために躍写一平面に歪i直方向に単位厚さをとり，£雪面において渦列と

共に勤く動座標を選んでFig．5に示す贈賄ABCDの中の流体に運動量の定理を適用する。燈

形の辺L（ABの長さ）は物体の寸法および1，ん等に比し十分大なるようにとる。　ABは物体

より相当後方にあって渦列によって生ずる速度成分の式がそのままABに沿って使用できる

ものと仮定する。流体は£軸の正の方向にU＝Gy十Uの速度で動き，渦はやはりX軸の正の

方向に

　　　　　∵1∴禦制　　　⑳

で表わされる速度をもって移動する。渦列によって生ずるABに沿う速度成分をu，　vをもっ

て表わす。Fig．5に示すように上列と下列との隣合つた二つの渦を連ねる直：線の中点とABの

pi・1点とが一致するものとし，この交点を座標の原点とする時は渦列の複素ポテンシァル関数は

（2）式により

　　　　　w＝　ifl；i　log　sin　f’　（z－z，）一ift2　log　sin　3　（2＋xo），　’　（21）

ただし

　　　　　　　　　　h　　　　　　　l
　　　　π・＝if＋ガ7

で表わされる。

　　つぎに運動量の定理をABCD内の流体に対して適用するが，この際渦がx軸の正の方向

にU，，の速度で動きそのために発生する新たな渦対によって流体の運動量は常に増加すること

に注意しなければならない。この運動量の単位時間当りの平均増加量は

　　　　D，一p（11’i｝1］k’＋r2）S’U．　（22）
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で塩られ…d・・（君劉欄対によ・て運ばれ・翻量の城分であり・聯

単位時間に辺ABを通過する渦対の数である。抗力の式を得るためにはこの量D、にABCD

の辺から単位時間に流出する運動量およびABCDの辺に作用する圧力による寄与を付加しな

ければならない。この計算はBlasiusの第一公式を使用することによって比較的簡単に行なう

ことができる。この計算に際しLは非常に大であるからABの辺の外ではu，・vが1／しの程

度になり省略してよく積分路は閉曲線とする代りにABをとればよい。すなわち

　　　　職｛，一s・∫¢ξ（誓）2d・｝，

　　　　　　　　　　　一遷

ただしReは実数部を意味する。または上式の五→。。の極限をとって

　　　　D、　…　Re｛1－1・1鵯1壕（響ぬ｝　　　　（23）

　　　　　　　　　　　　　一if’

となる。（23）式に（21）式を代入し積分を実行すると

　　　　α」睾茎）」聖・・n呼一三鵯’（「許五

が得られるが，君と1’2との差があまり大きくないものとしてこの式の右辺第三項を無視し

（22）式のD、をこれに加えると所要の抗力の式として

　　　　D．．．p（LII’1！．iiiLI］g－i＋i’2）3u．＋．eLg（Lii；i3．！rmlE2i’　．；lii’e’）H！2tiLt！）｛一la一’i｝，」”2　tanh－Z’ll！Lh　（24）

が導かれる。特にG・・　O，君＝r2　＝＝：　lnyの場合には

　　　　Us　＝＝　一S］i一　tanh　￥’‘h

なる記号を導入することにより（24＞式は

　　　　D一鐙＋撃σ一2・U、）　　　　　　　（25）

なる形をとる。この式はKtirmtinによって最初に導出された一様流u・・　U中におかれた：物体

に作用する抗力の式と一致する。また（24＞式において君一「（！一ε），∬「、一・「（！÷ε）とおきεの

二次以上の高次の項を省略すると（24）式は（25）式と一致するから，一様流te・＝UにGyなる小

さな速度成分が重畳されても第～近似では抗力に何ら影響をおよぼさないことがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　6．結　　　言

直線形の速度分布をなすせん断流中におかれたにぶい二次元物体の後流中に生ずる渦列
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に対する一つの模型を提出しその安定性を論じた。この渦列が安定となる領域を循環比

1’2／「、一γおよびspacing　ratio　p　＝＝　：　h／1をノxoラメ・・タとしてFig．4に示した。　この模型は近寄

り流れの速度分布が直線でない一般のせん断流の場合にもそのままの形で適用できるばかりで

なく，特別な場合として一様流に対するカルマン渦列を含んでおり，その安定点h／1　・O．281

はF…g．4のK点として表わされている。

　　また渦によって運ばれる運動量を考察することにより物体に作用する抗力の式を求めた結

果，せん断が小さい時には一様流に対するK6rm鋤の抵抗の式と同一一になることが判明した。
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