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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Theoretical　Consideration　of　Gas　Lens

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Michio　SuzuKI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Yoshinao　AoKI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　In　this　paper，　a　theoretical　consideration　of　gas　lens　is　presented　and　the　propaga－

tion　of　light　in　a　medium　with　a　gradient　of　refractive　index　is　considered．

　　　　The　eikonai　equation　which　is　the　fundamental　equation　in　geometrical　optics　is

expressed　by　wave　vector　K　for　the　convenience　of　theoretical　treatment　in　the　following

狙anne「；

　　　　　　　　　curl　K＝＝　O

　　　　The　generai　equations　which　describe　the　path　of　the　wave　front　of　light　in　a

medium　with　a　gradient　of　refractive　index　only　along　the　P－axis　of　the　cyiindricai　co－

ordinate　are　obtained　by　solving　the　above　equatioR．　The　resulting　equations　are　as

follows　；

　　　　（a）　in　the　case　where　the　op－component　of　the　wave　vector　K　does　not　exist

　　　　　　　　　z竺矯一、

　　　　（b）　in　the　case　where　the　9－component　of　the　wave　vector　exists

　　　　　　　　　幽》講アー。，2

　　　　　　　　既》講）・一。，2

　　　　　　　　イぎ：・・（卿

where　IKI　＝k，　C，＝k．，　C2　＝　kpP　and　Ci，　C2　are　constants．

　　　Sirnilarly　a　case　in　which　the　refractive　index　changes　only　along　the　2－axis　was

considered　and　it　was　indicated　that　the　gradient　of　refractive　index　along　the　x－axis　is

an　important　factor　for　the　convergence　of　the　light　beam　in　the　laminar　fiow－type　gas

lens．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　ま　え　が　き

　　Laser　beamを利用した長距離通信において，光伝送における損失を除く事が大きな問題

となっている。この為gasを利用して屈折率の勾配を持つ媒質をつくり，光beamを収束し

送伝するgas　lensの方法が考えられ，1964年にD。　W．　Berreman2・3）によりgas　lensの実験報

告がなされている。筆者等も現在第1図の如き温度勾配を利用した繕流型のgas　lens装置を設
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　　　　　　　Fig．　L　　Laminar　fiow－type　gas　lens　using　temperature　gradient・

計し，実験する計画中である。しかしgas　lens装置の設計，理論解析において，屈折率の勾配

のある媒質中での光の伝播が問題となってくる。屈折率が球座標の半径方向にのみよるような

媒質申の光の伝播などでは，大気中の電波の伝播（地球のまるみを考慮したような領域におけ

る〉等の問題で取り扱かわれている。

　　Gas　lensのような媒質申での光の伝播については，最近ではP．　K．　Tine，　J．　P．　Gordon，　J．

R．　Whi皿ery4）が解析しているが，正確に光路を決定するといった事についてはや？ていない。

これ等の事を考え，屈折率の勾配が円筒座標の径方向，又は軸：方向のみに存在する媒質中の光

の伝播について，光路を決定する一般式を導いてみた。又第1図の如き層流型のgas　lensにお

いて軸方向の屈折率の変化も，光beamの収束におおいに関係してくる事も示した。なお理論

解析においては，光を幾何光学的に取り扱い媒質には損失がないとして解いている。

　　又出発点となる基本方程式であるeikonal　equationを波数vectorで表現し，波数vector

に関する偏微分方程式を解いている。こうすると屈折率と位置vectorの積のかたちをした

eikonal　equationをとり扱うより容易になると思われる。

　　　　　　　　　　　　　　§1．基本方程式

光の場を記述するMaxwell方程式は，　Gauss単位系で次のように書ける。

　　curl　H’　一　一ii　一〇一〇Et－E一・一一　一：一・　o

　　curl　E　＋　一i一　Q一／aitH一　一　＝：　o

　　　　　　　div　GE　＝：＝　O

（！）

〈2）

（3）
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　　　　divptH　＝O　（4）
　　又媒質1の屈折率tlは媒質定数，∈，μと次の関係にある，，

　　　　？1＝＝㍉ズζ万　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）

　　ここで光の電場，磁場が時間的にilF；鬼和振動している平面波と考えると，平面波のかたより

のvectorをe（r），　h（r）として，

　　　　　E（r，　t）　＝＝一　Eo　（r）　e＝’i’”V　E，　（r）　＝・：：一一　e（r）　ei9（’”）　（6）

　　　　H（r，　t）　＝一　H，　（r）e’i‘”’　，Hl，　（r）　＝：　h（r）　eige（’）　（7）

ここで光を幾何光学的に扱うと，波数k。＝一璽一が非常に大きいとし，（6），（7）の関係をMaxweH

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c
方程式に代入して1欠の式を得る（Appendix　I）。

　　　　grad　op　x　h÷　k，，　Ge　＝＝：’O　（8）
　　　　grad　op　x　e一　le，　pth　＝＝＝O　（9　）’

　　　　　　　　　e・grad　q＝O　（IO）
　　　　　　　　　h・gradq　＝＝’O　（1！）
ここで

　　　　gracl　q　w－K　（！2）
とおいて（12）式を（8）～（1！）式に代入すると，

　　　　（IK’12　一　le，2　1．eE）　e　：一　O

　　．・。　LK唇た勲。　V　7．i∈勲。〃　　　　　　　　　　　　　　（！3＞

（10），（1！）両面よりvector　Kは平面波のかたよりのvectorのつくる測に垂直であるから，平緬

波の進行方向に向いており，（13）式よりその大きさが島〃であるから光波の波数vectorと考

えられる。奔光路にそってとった霊鳥をdsとすれば，（12）式よりqが求まり，

　　　　q＝・　S”　le　ds　（14）
（12）式は幾何光学において基本方程式となるeikonal　equationを波数vectorで表示した式で

ある，，（12）式の両辺のcurlをとると，　curl　grad■i　Oに留意して，

　　　　curl　ISr　＝．．＝O　〈15＞
よって，光路は（15）式を解く事により得られる。

　　　　　§2．屈折率の二瀬が円筒座標の径方向のみにある媒質中の光の伝播

　（a）波数vectorの9成分がない場合

　　第2図において屈折率に円筒座標のρ方向のみに変化し，波数vectorの例戊分が存在し

ない」易合を考える。これは層流型gas　lensにおいて，光線と管軸が岡一平面1勾にあるように光
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を入射させた場合の光の伝播に相当する。波数vectorのρ，ψ，之成分をそれぞれ々ρ，々“，㍍とす

れば，臥二〇より，ip，　i。，をρ，之方向のurユit　vectorとして，

　　　　　　X　　　　　　　　　　　　　　　K；9ρたρ十毒た猪　　　　　　　（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　但し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lKヤト罵々需～／んρ2十々ノ　　　　　α7＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．6）式を（15＞式に代入して次の式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　z　　讐」翫・　　　（1，8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここで（17）式の関係を，たはρのみの関係である渉

　　　Fig．2．　Cyiindrical　c（x）rdinate　　　　事に留意して（18）式より

　　　　　　Refractive　lndex　depends
　　　　　　oniy　on　the　co－ordinate　p・　v．k・L，・tt一一．7．；．r．E一　一／3；b／／3’一＋”（1（i’／t’；’　：＝e　（i9）

　　（19＞式において三つの座標（ρ，に，た。）で構成される空閤を考えると，（19）式の1階の偏微分

：方程式の解，臥一！（ρ，匂はこの空階1で曲噸をあらわしており，その曲面をおりなす流線が光路

をあらわしている。光流線（以後光の流線という意味で光流線という雪葉をつかう）の方程式は

1欠のように書ける。

　　　　　磨ゴ＝．讐　　　　／20）

ここで光路に沿ってとった線素をdsとすると，

　　　　蕃（K・・i．）一．響・ち＋κ・一奮

ここで

　　　　二一・・ad駄霊　（Appd・・…）

　　　　　4－d－1・s：”一…＝＝o

より

　　　　　cl
　　　　　．訴（Kの4）慧。　　　　　　　　　　　　　．　　　　　（21＞

（2i）式より波数vector　Kの2成分k。は光路にそって一定の植である事を示している。さてこ

の定数をCユとおくと，

　　　　K－i一．＝le．　＝一　const．　＝＝　C，　（2L）

r22）式は初期条件を与えている。（22）式より（20）式の最初の式はすぐ積分出来て，
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　　　　　之イ一二τ　　　　（23）

　　（23＞式が看1折率の勾紀がρ方向のみに存在する媒質中で，波数vectorのq成分がないよう

な光が伝播する時の光路をあらわす一般式となる。

　（b＞波数vectorのq成分がある場合

　　波数vec宅or　Kは，

　　　　　κ瓢ちんρ十ip　kp十ちみx　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

下し

　　　　　1珂躍々鳳〉ん12干罵導厚　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

（24）式を（15）式に代入して各成分について書くと，

　　　　　偽一」誰一・　　　　　　　　　（26）

　　　　　審尋一景．一・　　　　　　　　（・7＞

　　　　　与＋篇一一÷雛・一・　　　　　　　（28）

（25）式の関係を留意して（26）～（28）式より，

　　　　　器＋÷薯箒一＋舟釜一・　　　　　（29）

　　（29）式において（ρ，　q，x，k。）の4個の座標で構成される四次元空間を考えると，この四次元

空間における曲面k。　一f（ρ，q，　X）をおりなす流線がこの空間における光流線となっている。こ

の四次元空間の光流線の三次元空間（P，　op，　2）への投影が，普通の三次元座標空間において光流

線がおりなす曲面を与えている。（29）式で鯨えられる曲面の光流線の方程式を求めると次式の

ようになる「（Appendix　III）。

　　　　　梁響一…髪一噌・　　　　　　（・・〉
　　　　　　　　　たP　　んρ

　　ここで次の微分を考えると，

　　　　　孫｛（κ嘱）・ip・ト誓・ip・一互髪響・・，ρ÷（K一　iz　kz＞・4鯉

（21＞式の関係より，

　　　　　4歴しち讐＋島奮一・

Appendix　Hより，
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　　　　　誓一・・ad・一聯

　　又，次の関係も成立する。

　　　　　ee／ts　P）＝一il；m　（K一　i．　fe．）　（Appendix　lv）　（31）

よって以上の関係より，

　　　　　岳｛（K一・i。・・x）・ip・ト・　　　　　　　（32）

（32）式においてK一　i。　k。　＝　iρ　kp÷ら鳥に留意して，

　　　　　k，P＝＝　const　＝＝　C，　（33）
　　（33）式は（22）式と同様に初期条件を与えている。又（33）式の関係式は屈折率が球座標の径

方向のみに変化がある媒質中を光が伝播する際に満足する関係，

　　　　　rke＝coRst．　（34）
に対応している。但し鳥は波数vectorの0成分（Appendix　V）．（22），（23）式の関係より（30）

式の最初の3つの式はすぐ積分出来て，次のようになる。

　　　　　イ仰4講唐　　　　　　（35）

g－
rP　apt“t，mm一 C，

・一 轤X即（卿

N
N

　　　／t

　　／

　／！ノ

11〈

房ノ
6，るう’ノ
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（rmS　L’　）2－Cr2

　　　；

1　i
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　ノ

／　／”’一Xx
　／　／’一＼、

！　　　！
ノ　　　　ノ

　！ノノ

一 N z

P

Fig．　3．　Flow　lines　of　light　（path　of　light）

　　　　and　a　curved　surface　weaved　by

　　　　these　flow　lines

（36）

　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

　　（35），（36），（37）式は第3図に示すように

光流線のρ罵平面，ρ・ψ平面，Z－q　sp面への

投影をあらわしており，（30）式は第3図に

示すように光流線でおりなされる曲面を示

している。

§3．屈折率の勾配が直角座標の一t方向｛こ

　　　ある媒質中の光の伝播

　　第2図において2方陶に屈折率の勾配

がある媒質を考える。この場合直角座標で

考えると便利なので第2図において乞軸を

直角座標の£軸とし，2軸に垂直な面内に
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£軸，Ψ軸をとる。この場’合波数vectorは，

　　　　K一ど轟＋らた。＋ぎ識　　　　　　　　　　　　　　（38＞

　　　　　lKトfe－4々許々詳極2　　　　　　　　　　　　（39）

（38）式を（15）式に代入して成分について書くと，

　　　　器」券一・　　　　　　　　　　　（・・）

　　　　讐一馨餌・　　　　　　　　　（・・〉

　　　　砦」誇一・　　　　　　　　（42）
（39）～（42＞式より次の式を得る。

　　　　砦＋一処笥＋一毎膨・　　　　　　（43）

（43）式より光流線の方程式は，

　　　　　雫一鶏一事解磐　　　　　　　（44）
　　　　　　　　kx　　　鳥

ここで

　　　　蕃（K’・ix）一誓研κ薯一一・・ad…i…一・，

　　．：　k．　＝＝　const．　＝＝　C，　〈45）
同様に

　　　　k，，＝const．　＝＝　C，　（46）
（45），（46）が初期条件を与えている。

　　（45＞，（46）式より（44）式の最初の3つの式はすぐ積分出来て，

　　　　場秀・＋c3　　　　　　　　（・7）

　　　　謬へ顧額　　　　（48）

　　　　鵡》百尋て暮戸　　　　（49）

　　今属折率の勾配がx方向に薩線的な場合を考えてみると，波数vectorの大きさを次のよ

うにおく。

　　　　k：＝　ko十fe，£　（50）
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（50）の関係を（47）～（49）式に代入して初期条件としてC：，・＝Oとおくと，

　　　　　C，
　　灘＝てr”
　　　　　1

　　・一細殿量溝繋奪肇募li墨11

　　〃一薯1・［懸舗装ア磐謹三醗王1例

（5！）

（52）

〈53）

8

（5！）～（53）式を一本の光流線について描いてみると第4図（a），（b）のようになる。この図か

ら明らかなように，拡がってゆく光に対しては，ん1＞0であれば媒質な凸1ensに似た働きをし

k、＜0であれば凹1ensに似た働きをする。よって層流型のgas　lensにおいても，管軸方向の

温度勾配が光beamの収束に関係してくる事がわかる。

一
’
一
一
1

1et　＞O

　7－1
／　　　s
””　　　　　　　1

　　t　一　一　一一
一

k，　〈O

　一〉’t

？

　　　　　　　　　　・7り2　　　　　　　　1／
　　　　　　　　　　1　　．－　r　／　x　　　t　．一　　　　　　　　　　1　．1　1／　Xl．t　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 噂鱒鱒一需隔＿＿＿＿＿＿r鼎＿＿＿＿＿

　　　　　　　　　　　　　　　　｝・

　　　Fig．　4－a．　Fig．　4－b．
iX　fiow　line　of　light　and　the　projection　of　it　in　a　meclium　which　has　the

gradient　of　refracive　inclex　only　along　Lnaxis，

　　　　　　　　　　　　　　　　　あ　と　が　き

　　Gas　lensにつき，　gas　lensをなす媒質中の光の伝播の理論的考祭をした。理論解析の基本

方程式であるeikonal　equationを波数vectorで表示し，堀折率の勾配が1．q筒座標の径方向又

はk一方向にある媒質中を光が伝播する際の光路を求める一般式を導いた。又これ等の媒夢中で

光路に沿って保存される波数vectorの成分を明らかにした。得られた糸i≒果より層流型のgas

lensにおいて，管軸方向の屈折率の勾酉己も，光beamの収束におおいに関・係がある事を示

した。

　　なお呉体的な屑折率を与えて光路を計算する事，光の伝播を力学的modelに対応させて考

える事が出来，理解が容易な事とか，その他光beamの収束，場の強度，媒質に分散（又は損

失）がある場合等の考察は圃の機会にゆずりたい。
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APPENDIX　1

　　（8）～（1！）式の導出

（6），⑦式を（1）～（4）式に代入して，

cur1瓦＋i；k。∈石も＝・　O

curl　Z；もづ々。μ瓦還O

　　　　　div∈属需O

　　　　　divμ」日r，）儒0

（A一　1）

〈A一　2）

（A－3）

（A一　4）

倶し

ko　＝＝　m’fi’一 （A一　5）

　　（A－！）～（A－4）に（6），（7）式を代入してvectorの公雀を利用すると，

　　　　　　curl　E，　：＝：　［curl　e十　iJ（grad　op）xe］　ei“　（A－6）

　　　　　curl　H，　ut　［curl　h十　i（grad　q）xh］　et“’　（A一　7）

　　　　　div　EE，　＝＝　［Edive十e・grad　E十iGe・grad9］　e”9　（A－8）

　　　　　div　pt　H，＝　lptdiv　h÷h・grad　pt十i！．th・grad　q］　eig　（A－g＞

　　（A－1）～（A－4）式に（A－6）～（A－9）式を代入して，

　　　　　（grad　op）　x　h十　le，Ee－icurlhmO　（A－10）

　　　　　（grad　q）　x　e一　le，　pth－icurl　e　＝＝O　（A－1！）

　　　　　e・grac　q－i（dive十e・grad　ln　E）　＝O　（A－12）

　　　　　h・grad　q－i（div　h十h・grad　ln　pt）　＝O　（A－！3）

　　今幾何光学的な取扱いをするから波数た。は非常に大きいものとし，（A－10）～（A－13）式に

おいて波数のかかっていない項は無視する。

　　但しqは平面波の位相と考えられるから，この項には波数々。のorderのものが入っている

から結局得られた式は本文の（8）～（11）式となる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　APPENDIX　II

dK
　　＝gradkの導出ds

（！2）式より

　　　grad　q　＝　K

Kのuni宅vector　ig　Keとすると，

　　　誓一一暴（・・ad・）一三ad（・醐

　　　　　＝　Til；um　grad　op　・grad　〈grad　if）

　　　　　薫・・ad［（・・a・朔

　　　　　＝：　’2irmgradk2　＝＝　gradk

（A－14）

（A－15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　APPENDIX　III

　　（30）式の光流線の方程式の導出

　　（29）式より

　　　　　釜＋÷鴇参＋寄讐一・　　　　　（A一・6）

　　又（ρ，OP，　z，鳥）の4個日座標で構成される四次元空間における光流線のおりなす曲面k．　・＝

！（ρ，q，2）を考えると，んxの微分をとって，

　　　　　釜・・＋讐・・＋器・・三一・　　　　　（A一・7）

　　今第（A－1）図においてk。　・・f（ρ，q，　x）上のきわめて近い二点P（ρ，ノZr　q，　2，錫勾とPノ（ρ十dρ，

h，（ca　十　dca），x　NF　dx，ん2俵、　十　dfe。））（但しh，，　h，はmetrical　coeflicient）をとると光流線にそった

vector　dSが考えられ，

　　　　　dS一［dp，　h，dif，　d2，　h，　dk．］　（A－18）

　　（但しbracket内にvectorの成分を横にならべてvector表示とする）

　　今次のvectorを考える。

　　　　　n一弄［器，ナ馨多，器一刻　　　　　（A一・9）

但し

　　　　　Nイ釜）2÷（構ア＋（器）2＋（毒）2
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここで（A－！8），（A－19）式のscalar積をとると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n・48一寿（器4・＋器4・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋器4・一殉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：＝O　（A－20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　但し（A－20）において（A－！7）式の関係を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　用いた。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－20）式よりπは曲面le．　＝f（ρ，　OP，　2）に蕪

　　　　　　　　（e、免Z）　　　　　　　直な方向，つまりnormai方向に向きをもつ

Fig．　A－1．　Four　dimentional　space　consisted　　unit　vectorである事がわかる。

　　of　four　co・ordinate（ρ・9・馬陶醍罵∫（ρ・吼彩）　　　さて今度は次のようなvectorを考える。

　　express　a　curved　surface　weaved　by　the

　　臨画畿h鴨ll、｛＝£邑艦灘　F・［・・新鷲，一一　h，・」（A－2・）

　　of　light　in　the　three　climentional　space

　　makes　a　curve（l　surface　which　is　shown　　　（A－17）と（A－21＞のscalar積をとってみ
　　in　Fig．　3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ると，

　　　　　・・F弍（釜÷÷莞一器一＋寄恐告＋o）

　　　　　　　　一＝O　（A－22）
　　但し（A－22＞式においては（A－16＞式の関係を用いた。

　　（A－20＞式と（A－22）両式よりvector　Fとvector　dSは平行である事がわかる。

　　　　　dS　／／F　（A－23）
（A－23）式を威分について書いてみると，

　　　　　乎望一髪穿　　　　　　（A－24）
　　　　　　　　　んρ　　　kρ

（A－24）式が光流線の方程式である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　APPENDIX　IV

　　（31）式の導出

　　第（A－2）図よりvector　rとvector老。ρi。　Zとの関係は，

　　　　　r＝：＝　i，P十i．2　（A－25）
　　　　　　　　　　　　　　　　　K
又光流線にそったunit　vectorをJE・・一nであらわすと，

　　　　　dr－ds　一｛1：一　（A－26）



10む

P

よ彫，礁

；blZls，1；1・；＞SNIIIi　tt

ts一？g・
　x　．：，i　L　SP

鈴木道雄・青木由傾

　　　　　・一4象’L穿一礁

　　　　　ここで次の関係が成立するから，

　　　　　　　k．　d2
　　　　　　　k　ds

（A－27）

禦L穿一晦一÷（K－i・　kx＞

12

（A－28）

Fig．　A－2． r　is　position　vector　and　there　is

folloviTing　re｝ation，　’i’　：：　’i，．nP＋’i・＝x．

　　　ル葱
　　　　’中
　ケ　　　、
e．　／／　ArggsL　k

　γ〆だθ

　Fig．　A－3．　Spherical　co－ordinate．　Refractive

　　　　　　index　depends　only　on　the　co－

　　　　　　ordinate　？：

但し

　　　　　k＝V一疋ノ÷ゐ。2

（A－29）を（15）式に代入して，

　　　　　夢」論一・・

　　ここで（A－30）式を（A－3！＞式に代入すると，

　　　　　瀞＋禽箒一島

（A－32）式より光流線の方程式は，

　　　　　dr　　4θ　　dたe

　　　　　　r　fee　ko
　　　　　　　　万

　　ここで次の計算をする。

　　　　　芸（r×K）一書・K÷r×誓

　　　　　　APPENDIX　V

　　屈折率の勾配が球座標の半径方向にある

媒質中の光の伝播。

　　第（A－3）図のように球座標をとり屈折率．

はrの方向のみに変化するとする。今球座標

を適当にとると，波数vectorのq成分を零と

おく事が出来るから，

　　∫。，iθをそれぞれ？一，θ方向のunit　vector’

鳥，keをその方向の波数vectorの成分とす．

ると，

　　K”＝　i，・　k，・　十　io　ke　（A－29．）

（A－30）

（A－3！）

（A－32）

（A－33）
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　　　　　．誓一・・ad嵐審

　　　　　書弍

　　KoはK方向のunit　vector

　　　・’・　Ttts」一（r×　K）　一　o

　　　∴鴻sinφ司鳥＝・　const．・・　C，

（A－34）が本文の（33）式に対応している。

（A－34＞式の関係より（A－33）式の最初の式はすぐ積分出来て，

　　　　　申斜み；マ歯＝i

（A－34）

（A－35）’

lel


