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温度分布のある平板の乱流熱伝達の研究

　　一スポルデイング関数の応用とプロファイル法一

石　黒

宮　本

亮　二

喜　晟

A　Study　of　Heat　Transfer　across　a　Turbulent　Boundary

　　　　　　　　　　　Layer　of　a　Nonisothermal・Surface’

　　　　　　　　　一　An　Application　of　the　Spalding　Function　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亡he　Pro五1e　Method一

Ryoji　lsHIGuRO

Yoshiaki　MIYAMOTO

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　　　Two　types　of　formulas　have　been　proposed　up　to　the　present　for　the　local　heat

　　transfer　coethcients　at　points　on　a　wall　downstream　of　a　sudden　discontiriuity　in　wall

　　temperature．　The　first　are　the　cbediciehts　formulated　by　the　p’rofi｝e　metEod　and　the

　　second　is　the　Stanton　number　based　on　the　Spalding　function．

　　　　　　The　present　paper　dwel｝s　on　the　merits　and　demerits　of　the　above　two　types　of

　　formulas　when　they　are　used　for　the　heat　transfe；　．calcu｝ation　acros．s　a　turbulent　boundary

　　layer　of　a　nonisbthermal　surfac’e．

　　　　　　A　specified　heat　flux　distribution　is　taken　as　the　reference　for　the　wali　temperature

　　calculations，　and　the　resulting　two　temperature　distributions　are　used　for　the　heat　transfer

　　computatlons．

　　　　　　Increased　accuracies　are　obtaiRed　by　the　application　of　the　Spalding　functioR，　but

w　t’?ｅ　procedure　of　the　calculatiori　is’much　more　coniplicated　than　the’ Uther　method．’
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　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　緒　　　言、

　　平板に平行な乱流の熱伝達は，流体の物性値が一定および壁混度が一定の場合について，

従来からいくつかの理論的，実心的研究が行なわれている。しかし，工業上では壁温度が流れ

の方向に沿って変化する場合が多く，任意の壁温度分布が与えられるときの熱伝達が問題と

なる。’

　　任意の温度分布を有する熱伝達の解析は，境界屑のエネルギー式において，流体の物性値

が一定とすれば，温度に関して線形となるから，温度についての重ね合せができ，それによっ

て可能となる。

　　ここで問題となるのは，局所熱伝達率であって，任意壁温度の熱伝達の計算には，平板の

途中から等温の加熱が始まる場合の熱伝達率を用いる。しかし，この熱伝達率については，ま　・

だ決定的なものがない。実験式は別として，理論的にはその扱いから2つにわけることができ

る。第1は速度，温度のプロファイルを1／m　Xと仮定して境界層のエネルギ式を積分して求

めたものである。第2には，Spaldingが一般無次元速度分布の概念によってエネルギ式を変

換した結果を用い，Kestinらが等温平板に対して得た数値解，およびSmith　and　Shahが特

殊な熱流束をもつ境界条件で得た数値解がある。

　　本報は，以上2つの異なった方法によって与えられた熱伝達率を用い，それぞれ温度分布

を有する平板の近似解に応用し，伝達熱量を算出比較して，その違いを明らかにした。

　　　　　　　　　　　　　　2．　温度分布

Fig．1に示すように流れに平行におかれた平板があって，速度境界層が充分発達したx　・ξ
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の位置から平板の温度が主流温度よりt，。だけ異

なる場合，プロファイル法によって得られた周所

熱伝達率の一般的な形は

　　　　　IL（x・　ξ）＝f（x）　（必δ一ξδ）’一a　　　　　（1）

となる1・2）。ここでh（，，ξ）はx＜ξで平板と主流

との温度は等しく，X＞ξで平板と主流とが一定

の温度差を有するときの局所熱伝達率である。

　　このように平板先端に非加熱部分を有する平

t　／　t

　u－co
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Flow　boundary　layer　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　thermai　boundary　layer
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．9n　a　flat　plate　，

板に対して，従来発表されているh（x，ξ）を表示すれば，Table　1のようになる。

　　　　　　　　　　　　Table　1．　Local　heat　transfer　coeMcients2）

Author

Eckert
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Sherwood
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・（13）・（書）・・33・［’糊一9
　エ　　　　エ
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　　　　　　　　　　荒　監書
　　　　　　　　xe，6［x’v－e一一］
（号）・（13）・α16・・

（8豆6）P・”告Ri2・8

　　　　　　　　　　　Se　e一暑
　　　　　　　　xO，S［x’U－e’v］
（号）・（19〉…289・

（銑）瓦一告R認・8

（3239）・（8，）

　　　　　　駕　馨器
　　　　xe　・s　［．x　’v　一　．e　’”］

！O．0288　le

11×89　　　　xO．8e－O・ossRdeo．s
100　×　100

（iillt60）　！　（ie86／）　！o・03s

xO・S m．xO・S－eo．s］一〇，sg

　Note：　＊Blasius　eq、　is　used　for　t？v　of　the　above　eq．

　　　　＊＊Experimental　eq．　for　air

　　今，流れに沿って壁混度がFig．2に示すように階段状に変化しているとする。物性値が

一定であれば，境界層のエネルギ式が線形となるから，必における平板と主流の温度差は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　t，v　（x）＝zttw、十dt・・，十………十　］t・V7t・・Σdt・Vi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i”：1
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で，壁における熱流東は

　　　　　9・v（・）一一ん傷）r礁（器），a

と表わすことができる。局所熱伝達率との関係

　　　　　一k’（Sti　），．　＝＝　hidttvi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6t一　g2’　et

を代入すると

　　　　　呼）一か（u，　g“i）　Att．，　（2）　E幽’藷齢濃n㎡

となる。壁温度が連続的に変化した場合の熱流束は，つぎのように表わされる。

　　　　　q．（　c）　＝：＝　sgh（，u，　6）　dt，．　（3）

　　熱流束が与えられた場合の壁温度を求める方法はTribus　and　Klein2）によって導かれて

いる。式（1）を式（3）に代入すると．．

　　　　　・調一ル）ll（・Lξ・）一ad・w（ξ）

この式の両辺に（が一zδ）“『’d（xδ）を乗じ，x＝・Oからん・・　2まで積分すればつぎのようになる。

　　　　　1＝＝：q・（x）（x・・一・・）・一・d（・・）一f（・）1＝1：麿囮（ca）1：二：（が書凱（ξ）

ここで，新らしい変数S…（xff　一　．．“一　fi）／（zo”　一　efi）を導入して，右辺を変形すれば，上式は

　　　　綱一∫：ll　9鶏（訓言謂1響L∫：ll・・（・）9（・…）・d・’　　　（・）

となる。ここで

　　　　　　　　　　（x6－ss）6・eo－i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　　　　g（x，　e）　＝”
　　　　　　　　　f（6）（一a）！（a－1）！

Table．1中の9（x，ξ）はこの式を示す。

　　Spalding3）は，乱流非圧縮性流体の境界層に対するエネルギ式

　　　　　・嘉＋傷暢［レ　∂t　　　∂tP。∂y＋εh∂y］　　　　　　（・）

　　　　　　　　　　　ただし，　εゼ　うず温度伝導率

に，von　Misesの変換をほどこし，つぎのように無次元化している。

　　　　　∂鍵一7｝∂多［9；釧　　　　　　　（・）
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ここで

　　　　　・・㌔1ン礪傾

　　　　　Ψ＋徽》亜・ψ

　　　　　麗㌔姻蔽　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　　　　♂＝＝　1＋εんノン離吻ソ4ガ

　　　　　α㌧1／1r汁ε、／ッ

Spaldingはさらに，一般無次元速度の概念を1つの式で表現し，式（7）に代入すれば数値的

に求められることを示した。

　　Smith　and　Shah‘）は

　　　　　　　むや
　　　　　4η讐都一4・＋　　　　　　　　　　　　　（9）

なる新しい変数ηを導入し，式（7）を

　　　　　∂t　　　1　　∂2t
　　　　　∂nH一篇、t・α・扉　　　　　　　　　　　　　（10）

として書きかえ，それに

　　　　糠瓢二1｝　　　　　（・・）

なる境界条件を用いて，一（∂t／∂η）η．轟。，すなわち，熱伝達率8ノ》1霧「を数値的に求めた。式

（8），（9）の条件と

　　　　伽一・傷）？y．。　　　　　　　　（・2）

なることを用うれば

　　　　　綱「＆〃詠・［、，a．．二上　　　　　（・3）

で壁温度が求められることになる。この式において，右辺第！項の分母はX・・aよりx＝Xま

でに相当したx＋に対するS，／VE7itTの値であり，　Smith　and　Shahの解をそのまま用うること

ができるが，この解が式（11）の境界条件の下でのみ式（13）は使用可能である。　この条件は

Cf／2が場所の関数であるので，物性値を一定とすれば，　g，。も場所の関数になり，乱流境界層

に対しては等三流束と多少異なった特殊な熱流束分布を与えることになる。

　　もし，任意な分布の熱流束が与えられると重ね合せによって壁温度はつぎのようになる。

　　　　t・v（・）一／l［＆“ゐ、掃・［，ec．．舞認　　「　　（・4）



6　　　　　　　　　　　　　　　　　　石黒亮ニニ・宮本喜晟

　　式（4），（14）は共に熱刑罰から壁温度を求める式

であるから，同じ熱流束分布に対して，それぞれ壁温

度を計算し比較してみる。例えば，熱流束分布をFig．

3に示すように仮定する。すなわち，80。F，100　ft／sec

の空気流におかれた平板が，前縁から！ftの所で，

1000　Btu／hr　ft2，その後1i／、2　ftまで∬一1／10に比例した

熱流東を与えるとする。ここで，熱流束をX－1／10に比

例させるようにしたのは，式（4），（！4）の積分が解析

的に可能になるためである。

　　プPファイル法として，Table！のSebanの式と

式（！4）から

　　　　　　　　X　（8／90）　P．一　i／9RthOiS

　　　　　　　ご伽α♪蹴1000ズ犀

6

’。。蓋1

葱雨
陛

i
8
ミ

　　　　a講’　　　加’古
　　　　　　．）c　fee亡

Fig．　3．　Example　for　prescribed

　　　　heat　input

t？v（x）一！：一（sitjlS？llblililttlllill；iE－tigi）￥？big’）iL61g18s”g‘ek　xo・s（xg／ie－6gi！o）一s／gq，．（s）d6

となり，q，。（∬ト1000　z一z／10（α≦x≦b）として上式に代入すれば温度分布はつぎのようになる。

　　　　t・V（・）一（織罫1鵜叢・…∫1（轡一押轡腰

　　　3

　30ド

20

to

o

ゆ
　1

　　　　　　　　　　　砺　　　　　暖

　　　　　　　　　りC　fe　et

Fig．　4．　Example　for　calculated　temperature
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したがって，

　　a〈x．〈．．b

　　　　綱r調ll轟絵皆1・…1・・（・・／1・一・・…）・／・］

　　x〈b

　　　　t・・（・）：＝x［，li（ll！i18／，9）9～齢麟・…［・・（ゴ即プ鞭一・・（縄一閉

式（15）にそれぞれの値を代入しで計算した結果をFig．　4，①に示す。

　　Smi・h・Rd・Sh・hの芳脈は，摩擦抵抗係tW・・，にBl・・i・・の実験式

　　　　・一C22　”＝o．0296（一ge：．3iptx）no・2

を用い，q，。（x）　・・1000　x一’／10の我流束分布に対しては

　　　　　　q，．（x）　一　1000
　　　　　・u．．。荊万二・。．．酬α幡（。／。．．）…＝const．

となり，式（13）から

　　　　　綱一［諒］c、，x［，u。。CpV。鑑、（、／u．．司

（15Ta）

（15－b）

7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

として，Smith　and　Shahの求めた［、∫，〃1顎］の値を用い，壁温度ち。（x）が求められる。その

計算結果をFig。4，②に示す。

　　Table　1のLighthillの層流の式は，主流が乱流でも，層流底層内では成立ち，それが厳

密解を与えるが，その式と式！（4パなら，つぎの式が導かれる

　　　　t・v（・）一ll（擶陶器1謎【’μ一押］一2・3・…e一・…de

α〈∬で

　　　　t・v（・v）一購瑠1・…［撃（　・・／・・一a・／10）1／3］．　tt／（・7＞

Fig．4，③は式（17）による計算結果を示す。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　ら
　　加熱初めでは，温度境界層が充分発達していないために，層流底層内だけを考えればよく

式（17）がその状態をよく示している。xが増加するとともに湿度境界層が発達して速度境界

層の層流底層より厚くなるため，式（17）が適用できず，プnフアィル法によって得られる式が

適することになる。したがって，Fig．4に示すように，　Smith　and　Shahによって与えられる

温度分布の曲線②が，加熱初めから後流までの妥当な仮定を含むため，加熱初めではLight－

hillによる式（17）に，　xの増加とともにプロファイル法による温度分布に近づいている。結

局，プロファイル法では加熱初め近傍をよく表わし得ないことがわかる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　3．　近似局所熱流束

　　前節で，ある局所三流束（9，。（x）＝：1000　n－1／iG）を与えて壁温度分布を求めたが，その温度

分布の曲線を分割して近似し，局所熱流束を求め，先に与えた熱流束と比較してみる。

　　壁温度分布が任意の曲線で与えられる一般

の場合はFig．5のように直線群に分割して近

似させ，式（3）から

　　　　　qiv（x）　一　（一Edgtli；一），”，SX．t，h　（x，　g）　ds

　　　　　　　　÷傷）説・（x，・e）d・＋……畿

　　　　　　　　＋倦）（n一、、一。S＝急（x・・e）礁

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　5．　Approximation　of　continuously
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　varying　wall　temperature　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　straight－line　segments
として計算：ができる。また，スポルデイング関数

Spを応用して，同様に温度分布を分割した近似法5）は，　Spの定義から

　　　　h（x，　e－ku－s．（x’，　p．）Vt2’　（ig）

であり，式（3＞から

　　　　姻一夢郷郭筆麹．1郎・ゴ＋（dt，．　de4ξ♂ゴ）講蹟

　　　　　　　　　　＋一＋（dtw　d6dξ　dx＋）圃隠勘］　　　（・・）

として近似させることができる。式（18）では温度分布の曲線を直線群に分害ljしたが式（20）では

　　　　薯不一・・n…　　　　　　　　（・・）

としている。これは，　V－t．の定義から乱流に対して

　　　　・・一1：早・凶・・296（Ueoン）o’9（㌦甥

であるから

　　　　　de　一60・i
　　　　　dx’　一　VC［．（5296－0296（uod／p）04g

となり，式（21）に代入して積分すれば

　　　　t，．（S）　＝＝　C，eOi9－F　C，　（22）
で，温度分布の曲線をco・9の曲線群に近似したことになる。
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　　Fig・6は，前節でSebanの熱伝達率を基に求めた壁温度（Fig．4，①）；を用い，その温度

曲線を1／16”に分割して熱磁束の近似解法を行なった結果である

ts

t

と

主

こ

あ鼠x

：．

“

o

一500

；

＝一＠一

O．

i

Fig．　6．

　　　　　、協　　：一斗

　　　　　＠×

　　　　　　　　匹

　　　　　工　ブee亡

Example　for　predicted　heat　fiux　using

approximate　method

　　曲線①は，式（18）にSebanの熱伝達率を用い

　　　　　9・e（」1；）一・　…289舟Pl耀［（薯），一、S＝：洲鯉一醐一喉．・

　　　　　　　　　＋（dtivdx）、♪仰［げ岬凹一喉＋・一

　　　　　　　　　＋（dt？v石）。一説．、耀塑凹一腰］．　　（23）

なる計算を行なった結果である。ここで，式（23）の積分については，直接積分ができないが，

新しい変itw　2・一・1一（ξ／x）9／10を導入すれば，不完金ベータ関数＊となり，それを用いた。

・磯一・関数・趨・・碗・）一∫1・四一・＞q－idx，（・・…）・・r　r－1・齢…わゆ・・一

　　タ関数である。この不完全ベータ関数は鰍何関数とB，．（ρ，q）一丑Fψ，1－q，．P＋1；，一）なる関係・・が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p
　　ある。
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曲線②は，式（20）から

　　q。（・v）＝＝　VO．0296立Rム・

　　　　　　　　　　灘

　　　　　　　　dt，。　4ξ　　　　　　　÷絵π

　　　　　　　　　dt．，v　4ξ　　　　　　　＋（
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4ξ　dx”’

［（dttO　dξ　　　　

　げ　　

Sξdx”’）∴∫＝1蹟・

　　　　　　　　　0
　　そ　）1一、∫》距＋……

）匝。十一、聴］ （24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　で計勲行なった蘇であ・・上式の翻・・対・Sl’　S・d．＋の嘩・・砿い食颯・勅てお

く必要があり，Kestin・・8＞らによって求められだS、）（x・，P。）にもとづいてなされた積分の値が，

筆者の1人によって求められている9）。その値を式（24）の計算に用いた。

　　曲線④は，先に温度分布を求めるために与えた熱流束（q．（x）＝・＝・1000・x－1／’o）であって，そ

れと①，②を比較すると，加熱初あのつぎの分割点12’／、6”と加熱終りのつぎの分割点13’／、、”

でその隔たりが最大である。これは，与えられた壁温度分布曲線をdtw／d　C，　dt・V／dξ　’　dξ／dx　“

が一定とすることによって生ずる誤差であり，一定とみなせないほど大きな変化のある所に表

われる。

　　　　　　　　隻

looo

と

煮

）

あ
　500
R
一，

o

2

4
3

1

’

’　　　融 修

2

X　fee右

一5

Fig．　7． Example　for　predicted　heat　flux　using

approximate　method
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　　Fig・7は・前節でSm三th　and　Shahをもとにして求めた壁温度（F三9．4，②）を用い，　Fig．

6と同様，xを1／16”に分割して，近似熱流束を求めたものである。曲線①は式（23）によっ

て，曲線②は式（24）から計算した結果である。曲線④は先に温度分布を求めるために与え

た熱道束であり，それと比べて，温度変化の急な所，すなわち，加熱初め近傍と加熱終り近傍

で大きな誤差が生じた。

　　Fig．6は，　Sebanの式によって求められた温度分布を用いて計算しているから，　Sebanの

式を用いた式（23）’ ｩら求めた近似熱流束が，スポルディング関数を用いた式（24）からの値よ

り誤差の程度が小さい。「

　　Fig．7に対しては，逆にSmith　and　Shahの解で温度分布を求めているので，式（24）の

方が与えた熱流束に近い結果を生ずる。前節で明らかになったよ’ ､に，温度分布はSmith　and

Shahの解が，プロファイル法より広い範囲にわたって正しい値を示すのであるから，精度の

点では，式（24）の方法が式（23）の方法よりもすぐれていることがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　誤差の検討

　　三流束を近似法で求める場合，壁温度分布曲線をat，。／dxまたはdt，。／dξ・dξ／4ゴが一定と

して近似させるために誤差が生じ，Fig．6，7でそれを示した。

　　プロファイル法で，dtw／dxが一定とするζとによって生ずる誤差について検討すれば，

式（4）と式（23）から，最初の分割点x＝＝a十dxにおける三流束qw（a十dx）は

　　　　9w（・綱一織1謝・孟乱（・／9…／・）・Br（・／・，・P／・）

となる。ここで，r＝：1一［a／（a十dx）］9／10である。　Br（1／9，10／9）・B。（8／9，10／9）を展開し，　r＜1で

あるから，〆二一ヒの高べきの項を省略すれば

　　　　9・V（・綱≒器糠（等・）9・。

　　　　　　　　　＝＝　1．10364　q．，　（25）
となり，右辺はdxを含まないから，分割数に関係なく初めに与えられた下流束の約1．1倍と

いうことがわかる。　このことは，Fig．6，①の最初の分割点の値が先に与えた一流束の約1．1

倍になっていることに表われている。

　　スポルデイング関数を用うる方法では，理論的に，この種の誤差を補正することが可能と

なる。補正式の誘導については，別に発表することを予定しているので省略するが，結局

　　　　9・（　1））eo；recte・一癖詰淵鵯講）　　　　（26）

で一与えられる9）。この方法で求めた補正熱流束を，F三g．6，③およびF三g．　7，③に示す。　Fig．
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7，③と先に与えられた熱流束④とを比較すれば，その最大誤差は分割数によって変るが，

いずれにしても実用上充分な精度が得られている。

6．　結 言

　　特定の局所熱流束をもつ平板の熱伝達について，スポルデイング関数を用いる方法とプロ

ファイル法との2つの方式による計算を行ない，その温度分布，近似熱流束を求め，その違い

を検討した。加熱初めでは，壁近傍の層流底層，遷移層を考慮する必要があり，スポルデイグ

関数はその境界層の全域にわたって考慮がなされているために精度が高い。それに比べるとプ

ロファイル法による局所熱伝達率は乱流域だけしか考えていないため，加熱初め近傍をよく表

わしていない。しかし，スポルディング関数は数値解でのみ与えられているために，使用上は

プロファイル法より困難である。したがって，加熱の始まる点より充分離れた所の熱伝達を問

題にする場合は，プロファイル法が使い易い。

本研究には，斎藤武教授の御指導，御助言をいただいた。ここに付記して謝意を表する。
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