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操作機が飽和特性をもつ場合の最短時間制御

河内政隆＊

田川遼三郎＊

小山昭一＊

三浦良一＊

Time　Optimal　Problem　with　the　Actuator
　　　　　　　Saturated　in　its　Magnitude

Masataka　KAwAucm，　Shoichi　KoyA｝，fiA，　Ryozaburo　TAGAWA，

　　　　　　　　　　　　　　　　and　Ryoichi　MIURA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　　Optimal　control　signals　are　often　of　the　Bang－Bang　type　in　such　cases　where　the

ac　dmissible　control　variables　are　limited　in　their　magnitudes．　Practical　actuators　used　to

an　optimal　control　are　subject　to　some　other　restrictions．　ln　such　a　case，　the　problem

rnust　be　treated　as　a　problem　having　a　restriction　in　the　phase　space，　aRd　the　analysis

becomes　considerably　diracult．

　　　A　inethod　to　decide　the　optimal　switching　condition　for　a　third－order　system　having

a　restriction　was　investigated．　And　success　in　synthesizing　the　optimal　switching　con－

dition　was　obtained　as　follows　；　as　a　first　step，　the　difference　between　the　characteristics

of　the　idealized　second－order　system　and　the　practical　third－order　system　was　clarified．

Then　the　characteristics　of　the　considering　actuator　was　separated　from　the　system．　There－

after　the　system　was　analized　as　a　second－order　system，　and　as　a　final　step　the　switching

coRdition　for　the　second－order　system　was　modified　in　accordance　with　the　characteristics

of　the　actuator．

1。　序 言

　　　最：近，．多くの関心を集めている最短時間制御に関する問題の最適制御信号は，Pontryagin

の最大原理を適用することにより時間領域に於ける補助関数として表現される場合と，時間を

消去した形で状態空間内に記述される関数で表わされる場合とがある。著老等の検討によれば

最大原理に従って補助関数から解を求めるとすれば，その初期値の決定に伴う2点境界値問題

のほかに，状態変数の飽和に伴う特異な条件を解決する必要があって，現段階では厳密な解が

得られるに至っていない。一方，状態空間に表現される軌道群に注臼して最適信号の決定の問

題を取扱う方法は，状態変数の比較的少ない時には明解な解を与えるものである。

　　　著老等は，本論文に於いて3次元の綱御対象に対する最短時間問題を取扱い，これに対し

て位相空間による方法の適用を容易にするために，問題を2次元の制御問題とみなし，その最
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適切換線を修正することによって，状態変数に飽和のある3次元問題を解くことに成功した。

　　解析は，先ず船舶の操舵，飛行体のロール・コントロールのような純積分系を対象とし，

一定飽和値内でその出力が時閾に比例するような特性の操作機を考える。このような系に，状

態変数に拘束条件がある場合の最大原理を適用することによって，最適解はBang－Bang制御

であることが判かる。そこで操作機に理想的Bang－Bang　f倒御動f乍の操作機を仮定し，この仮

定によって簡単化された2次元慣性系の最適切換線を，実際の非線形操作機特性で修正して最

適切換線を求めた。これによって，同一の系に対してStout等によって導かれた切換線1＞とは

異った正しい最適切換線を求めることが出来た。

　　なお，このような問題は，一般にBang－Bang制御系になることは，直観的にも容易に推

察されるが，後に述べるようにStout等のおかしたような誤りを生ずることがある。そこで著

者等ぱ最大原理によってこの点をより明確にし，且つ，この方法によって厳密解を求めること

の困難性を上述の解法によって園避して，実用的な厳密解を得ることに成功したのである。

　　　　　　　　　　　　　　　2．　最大原理による考察

　　制御は，位相点を任意の初期位相点から，最短時間で原点に到達させることを目的とし，

制御対象は考察を簡単にするために純潰性系を考える。しかし，このような問題の設定は，序

言にも述べたように船の操舵などについては十分に実際的である。

　　　　　a11＝　x2　x3　＝＝　u／us

　　　　｛1：訓二IIヨ　　　　　（・）

　　ここで，x3は基準化された操作機出力，　z‘は実際の操作機出力，　usぱ操作機出力の飽和

値，Vは制御信号を表わす。

　　問題とする操作機は，Fig．　2に示すようにその出力x，が入力（w＞に比例する速度で動作

　　　　　　　　　r一一　一　m－m－i　　　　　　　　　　　　　xs

　　　　　　　　　l厩熱・1　　　＋1
　　　　　　　　　t　　　　l　ProceSS　　　　　　　O　　　　　　　七
　　　　　　ψ＋・　、i「一斗…子’1　　一・

　　　　　x・・　鼠・百・・1百　Sl　　置
　　　　　　　　　　　。。t蜘。L．一菩LJ　XI　　・　　　七
　　　　　　　Controユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一工　　　　　　　　Compu七er
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Relation　between
　　　　　　　　　Fig．　1．　Control　System　X3　and　V

し，且つ，大きさに飽和をもつようなものを解析の対象とする。これも，

　　｝
ﾋ一L→iI　　　　　　Il　　　　1

黷戟@　　　　　I

（レ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　また実際の操舵機な

どとして，十分正確な仮定と考えてよい。三三系は，Fig．1のように構成され，制御計算機は

Xl，　x2の情報から最適な制御信号ηを決定する。　w’は基準化された形で最大値±1，及び0を

取り得る。操作機出力x、を計算機に帰還する破線のループは，操作機特性をFig．2のように
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するためのもので，リミット・スイッチのような作用を行なわせる。

　　ここで，最大原理によってこの問題を考察してみる。

　　Pontryaginの最大原理2）によれば，最適制御は

　　　　　dx
　　　　一万イ（x・　’v）　　　　　　　　　　　　　（2－a）

　　　　睾一一遡宕鯉＋・（の妾傷讐），！呵　　　 （2－b）

　　　　iZ’t’（gr　（t），　v（t），　・u（t））　＝＝＝m（gf　（t），　c（t））一〇　（2－c）

　　　　x：状態ベクトル，’v：制御ベクトル

　　　　ψ：補助ベクトル，λ（かスカラー関数

　　　　9（x）：拘束面のベクトル表示

で表わされる3個の方程式から決定される。

　　（1）式が，x3に関する拘束条件に影響されない場合には，拘束に関する項，即ち，（2－b）式

の右辺第2項を0とした（2）式を満足するような，（1）式の系に対するq　（t）を求めることによ

り，最適湖御信号として次式を得る。

・v　＝：　sign　q，　＝　sign　（一21一　C，　t2　＋　C，t＋　C，）
（3）

　　即ち，v一±！というBang－Bang制御が最：適解であることが厳密に証明される。

　　（1）式の系のような，拘束条件の影響をうける場合，即ち，拘束面上に軌道の一部がある

時には，最大原理により拘束面にはさまれた無拘束空間（一1＜x，〈！）にある部分と，拘束面

（r3　X：±1）の上にある部分とをそれぞれ分離して考えることが出来る。

　　従って，前者の場合には原則的に（3）式で論ぜられ，制御信ig　vぱ±1のBang－Bang形

が最適解である。

　　後者の場合には，軌道が拘束面上にあるための条件，即ち拘束面をg（x）一媛一1とする

とき，

　　　　g（x　（t））　一＝O　（4＞
　　　　P（鋼一階）・f（殉一…v・・＝・　　　　　（・〉

から，明らかにv・・Oを得ることが出来る。ただ実際には，制御用操作機にストッパがついて

いれば，制御信号をことさらにv＝0に切換える必要はない。

　　拘束条件の影響をうける場合，省略のない（2）式と，更にψ。（‘），ψ㈲及び2　（t＞に関する

若干の条件を満足するようなψ（t），λωを求めることによって解が求まるはずである。この問

題に対する著者等の考察では，制御信号の値は上に述べたように最大原理から明確に決定され
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るが，しかし軌道が拘束面上から離れる時点が決定されない＊。　しかし，次節で述べる著者等

の方法はこのような問題の場合の最適解を求めるために極めて有効な方法であると思われる。

　　　　　　　　　　　　　3．　位相空間法を用いた著者等の方法

　　この種の問題を解くのに，他の方法として位相空間法があるが，著老等は，これを簡単に

適用すれば誤った解が得られることを知って，正しい解を得る修正法を見繊した。

　　本節ではこの方法について詳細な説明を試みる。

　　前節で述べたように，最適制御信号vがBang－Bangであることは，最：大原理によって証

明された。しかし，操作：機はFig．2のような特性を持っているので，操作機出力x3はBang－

Bang形にはならない。そこで著者等は，先ずFig．2に示す操作機の過渡時間五を無視した場

合の軌道を考え，これをどのように修正すべきか検討することにした。

　　L＝0の場合の（！）式の系ぱ，（6）式のように2次の系に書き直される。周知のごとく，こ

のような系の最適解はBang－Bang制御となり，原点に収吊する軌道はFig，3のように放物線

となる。原点で位相点が静止するためには，x3を0にしなければならないから，3位置（十1，

0，一1＞のスイッチを使用することによって最適制御を実現出来る。

　　しかし，本問題のように操作機が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X3
Bang－Bang動作を示さない時には様子が　　　　　　　　　　　　　　D　　全
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋1
変わってくる。例えば，最終段の制御で　　　　　　　　　　　　　o　：　　さ　　t

はA’oの直線部を通って，制御完了時　　　　　　　　　　　Fig・3・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a）　Trajectories　of　eq．　（6）
点で0にならなければならない。これは　　　　　　（b）Idealized　Actutor

操作機の積分特性（Lキ0）のためである　　　　　　　（c）Conside「ing　Actua亡01’

ことは云うまでもない。

　　このAO，　A’oという操作機出力x、の過渡状態に於ける制御信号は，（6）式の系と・同様に

Bang－Bang形であることは，すでに前節で示した。従って最終段の覇御として，　AO直線上に

（a）　X2
Q

（b

　’
昌

Q

　・@’uノ

x旦

’

タ

　　，　，　　，，．　「

@．　　「

σD

（c

轟ぴ解のこのような不定牲に関しては，本論文の口答発表3）の際の市川氏g質問に対して，著者等のもう少

　　したちいった晃解を明らかにしておいた。なお，この問題における特異解については，極めて最近に布

　シ川氏6）が研究の結果を発表されておられ，詳細は不明ながら一段の進展が期待される。
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x、がその値をもてば’v＝：：一1，AtO直線上にもてばτ一＋！の最大制卸信号をもって原点に

向い，原点に到達した時にv＝＝　Oとすればよいことになる。

　　先に述べたように，L・＝0とすれば（6）式のような2次系に置換わりFig．3（a）の最適軌

道となって切換点はC，Aの2点となる。　そしてFig．3（b）より明らかなように，　A点は原

点OとC点はD点と勅道上でそれぞれ同一の点となる。　しかし，L￥Oの場合には，　Fig．

3（c）に示されるようにA点はO点を離れ，D点はC点を離れてそれぞれ新らしい切換点と

ならねばならない。このようにして修正された軌道を，Fig．4及びFig．5を用いて具体的に求

めてみよう。

　　なお，最適制御信号が＋1，及び一1のときの解析結果から，その軌道及び切換点が原点

に関して対称であることが知られるから，解析ぱ最終段制御信号辺＝一1のときについてのみ

求める。

　　［刀　最終段の軌道

　　（め　式の一般解は

　　　　　x3＝’ut十。3G

　　　　｛1‡∴∵∴，　　（・）

　　ここで，x3の初期値κ3。＝a（Fig．4のM点）’v　za－1とすると，

　　　　　　x3＝＝・一t十α

　　　　　　㌃一心〆＋爵勘　　　　　　　　　　（8）

　　　　　　年一÷・・＋÷・’＋κ・。升亀・

　　x3がaから0になるまでに要する時間t・・aであるから，　x3＝0の時の境界条件x、一〇

．T1＝：：0からx、o，x2Gを求める。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ

　　　　　X・・一揖・X・・一k　　　　　　　　　　（9）

・を融・て・1。一面一面　　　　　　　　（・・）

　　（8）式からtを消去してAO曲線の方程式を得る。

　　　　　舘亨（一v，）3／2　（11〉
　　（10），（！l）式は1司じ曲線を表わしている。従って，Fig．　5のAO曲線上に位相点がある時の

み，軌道はこの曲線に沿って原点に到達することが出来る。但し，こ．の曲線は後で述べるよう

に立体的な真の軌道のX、一X2平面に対する投影である。
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　　［2】κ3の値がFig．4のDA直線部にある時の軌道

　　x3＝÷1，’v－O，　vの0から一1への最終段制御の切換えはA点で起ると云う境界条件

から，放物線軌道（12）式，Fig．5のAD点線を得る。

　　　　　A点蝋論・・）

　　　　　：v1　＝＝　一一lt一　xz＋一S4・一　a2）

　　以．ド，計算過程は同様であるのでこれを省略し，Fig．　5と対応させて説明してゆくことに

する。

　　［3】κ3の値がFig．4のCD直線部分にある時の軌遵

　　この軌道は，Il］に於ける計算と同様にして（13＞式のように求められるが，これもまた真

の立体軌道の投影である。

　　　　　掌言（・÷・x・一・ず病一齢（・＋・x・一・ず

　　　　　　＋Xie＋X20一　｛”’　（13）
　　この3次曲線をCD曲線とする。

　　但し，その時の境界条件は，任意の初期位相点乙τ，。（CD直線間）から出発して，ある時間

を経過して後D点に到達することである。又，さらにこのD点は，［21で求めたAD放物線

を代表する任意の点灘1。，X2Gを表わしている。

　　［4］x，の値がFig．4のCQ直線部にある時の軌道

＋1

o

一1

X3

　　　D　v．o　A

　　　　　　　　　V．一1
V冨＋1　　　　　　　　M

　　　　　　　　　　a

P　X　V＝一1

v．o

b一　10

　　V．＋1

t

　　　Q　c　B，N　Ai
　　Fig．　4．　Characteristics　of　Actuator

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　5．　Trajectories　projected　into　Xi－X2　plane

　　x、＝・一1，v一＝　Oであるから軌道は放物線である。この放物線は，　BC直線（x、＝一1）の

どこかで起るv一・　Oから＋1への切換えによってCD曲線に軌道が切換わる。　その切換え時

点を表わす切換線は，x、。＝一1とし，　w一＋1の信号のもとでL時間後（L　＝＝2）にAD曲線

に到達するような初期位相点を求めることにより得られる。即ち，これは［3】で求めたCD曲

線がx3。・・一1なる初期値をもつ時の位相点群であって，次式で表わされる。

　　　　ゴ
ﾛ＼ぜぎ…ll…｝…・…・・毒軸

xユ

@　　Xう＝P1
@　　（v蕾。）

P　　　q

H 0

6．
?．

@、＝≡1＝』　、

　　・・．辞　琵

?・♂

勘

x3認＋1

iv亀。｝

双L＝・N、

ﾃ繋＼　　刃　号ト．＝≡1’一1　　　　　し　　　　　＼

メ_
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　　　　　x，　＝＝　一1＞一一　（x，一2）2一　一2，2・一k一一　a4）

この．切換線をBC曲線とする。

　　［5］κ3がNM直線部を通る軌道

　　これまでの説明で，x3の値がFig．4のA点を通って原点に1【又敏する：軌道が求められた。

しかしなお，κ3がFig．4に於けるB点とAノ点との中闘の任意の点N点から始って，　NM漁二

線部を通り，M点で’vが十1から一！に切換わって原点に収徹する軌道，即ち，　Fig．　5のAO

曲線を切換線とする軌道を璽に考察しなければならない。

　　NM直線上のx，の任意の三曲。・・一b，⑦式のw＝＝十！とする。　t　・＝　tbの時，　x、の値は

AO直線上でαとなり，岡Fi寺に軌道はAO曲線に到達すると考える。　この境界条件とtb＝（α

÷b）なる関係を利用してXl。，」C2eを求めると

　　　　x，o＝　（一a2＋一一i」2－e），　x，，　＝＝　一i一一一　（6a3－b3＋6a2b）　（ls）

ttを消去して

　　　　x・・　’”（ゲ2rm　um　X，，）兜妬＋÷　　　　　　　　　（・6）

従って，［4］のBC切換線に対応するものは，　b一一1即ちx，。＝＝一1として

　　　　x，　：＝　（一1｝一一x，）3／2－x，＋一1・一　（17）

で表わされるA！B曲線となる。

　　以上のようにして求めた軌道及び切換線を整理すれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V7・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一　v，）3／2　（11）　　　（a）AO曲線（軌道，切換線＞　　Xl＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　（・＞AD曲線（髄，切換線）喝一壱塀壷　　　　（・2）

　　　（c）CD曲線（軌道）

　　　　x，　一一　一g　（！＋2x，一2x20）3i2＋　（x20一一｝）　（1＋2x，一2x20）’／2

　　　　　　＋rcio＋　c20一　urllrm　（13）

　　　（・）BC曲馬換線）・、一÷（端一・晋場　　　　　（・4）

　　　（・）A’…tu線（験線）喝一（S一ず一場÷　　　（・7）
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これらがFig，5に示されているものである。

8

　　さて，x、の初期値が与えられた場合の最初の制御信号を決定する問題は，　x3の初期値だ

けで解決されるものでなく，x、，　x2，　x、のそれぞれの初期値の組合わさり方から決まるもので

ゴ

葺
轡猿

　　Pla：te

6藍／．

信

《伝議
　　ドドノ
　Oj；x・

N　＼皿

　　β

ka＝一1

　　　　Rく　　、　r：・

　　　　　／x　　　　　　Nxt｝・，i）s：i’　．ll　li｝ll一

　　　E＼業

　　　　　磯

　　　　　　　　　　　　Fig．　6．　Trajectories　into　Xi－X2－X3　space

あるため，2次元的に投影されたFig．5の観察からは，その判断が不明瞭とならざるを得ない。

そこでFig．　5の3次元的構成をFig．　6に示す。

　　Fig．5の帯状部分ABA／Oに対応するFig，6の画：函ABA／Oの方程式は次式に示され

　　　　・1一（与一ず一壱謝脳　　　　　　　　　（・8＞

又，Fig．50）ABCDに対応する曲面の方程式は次式で表わされる。

　　　　・・　一5｛㌃辱菰｝2＋壱《㌃・ア愉　　　　　（・9）

　　Fig，6から明らかなように，今迄考えていた操作機の飽和特性は，位相空聞に制限を与え

ることを意味し，理想的Bang－Bang動作を仮定した時の軌道及び切換線ぱ，　x3一土1の2平

面上に於ける軌道である。（！8），（19）式の示す相接続する2つの曲面は，拘束面間の空間を上下
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に2分するものである。

　　上に問題にした最初の制御信号の決定は，軌道が発散してはならないという条件から容易

に定めることが鴫来る。

　　即ち，初期位相点が，2分された空聞の上半分にあればv一一i・下半分にあれば’u罵

＋1。叉，この面上にある時は，AOAt曲線を境に，　Fig．　6中，右にあればw＝・　＋1，左にあれ

ばv＝・一1。　x3一±1の拘束面上にある時には，　x3　r・＋1の面上の場合，　C／B／AD曲線の上

方にあればv・・一1，下方にあればv＝＝　O，x3　x－1の面上の場合，　D1　A’　BC［由線の上方に

あれば’v・・　O，下方にあれば“vm＋1として制御を始めれば，絶対安定な最適制御が，許され

る全空間に対して可能となる。

　　このようにして求めた軌道群及び切換線は，原点に到達する軌道がAO　5乙ぱA／Oの2っ

しか存在しないことに注自して，操作機の可能な全ての状態を尽し，位相点が原点に到達する

ように求めたものであり，Fig．6の面CBA／D／C’B／ADが最適な切換条件を与、える切1奥禰で

あると云える。

　　最後に，Stout等の求めた切換条件が最適でないことを，　Fig．5及びFig．6について考察

する。

　　図に於けるBE曲線は，　A／Bの延長であり，AFと共に，　x、に拘束がない制御問題の場合

に，最大原理の解が与える切換面（AO　A！Bの延長）とx、＝・±：1の面との交線である。　BEを

切換線1）としても原点に到達することは図から明らかであり，切換面ABCDがもう一つの

切換面ABEFと比較して，所要時間が短かいことを確かめれば，著者等の求めた解が最適

であることを示すことが出来る。

　　原点に到達するのに要する時間Tを，初期位相点Pから出発した場合について比較して

みる。Tの添字は推移の過程を示す。

　　TPQ，　TQCは両者について共通である。

　　TcD　＝＝＝　TEF

　　TG｝io　＝　TAo＋2To｝i

　　上の2つの関係は，Fig．4によれば一層明らかである。

　　ヌ．，X3　x±1の面上では，　X2＝t＋　Z2Gであることから，1t，一t，1－1エ2、一∬221。　ここでX2，

＝＝： mv2］t＝tl，　x22＝［v2］t＝一．t、を意味する。

　　F点で’v－0とすれば，FGなる放物線軌道をとり，　TDA＝TFGになるのは，　D，　F　5こは

C，Eがそれぞれ一致した時である。従って，　TDA≦TFGとなり，　BCを切換線とした方が，

dT一（TCE＋TFG＋2TOi｛一TDA）だけ所要時間が小さい。

　　このように著三等の方法によって，最適軌道が，許される全空間を覆い得るような切換条

件を求めることが出来た。
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4．結 言

　　以上の検討によ・）て，著者等の対象とした問題のように，操作機の特性を考慮する必要の

ある場舎，この特性を制御対象に含めれば高次の位相空間となって，紘相空聞法による取扱い

は著しく困難になるが，先ず，操作機と制御対象とを分離して考え，更に位相空間内の軌道の

2次尤的投影（Fig．5＞を基にして，その操作機の特性に見含つた切換線の修正を行って最適切

換線を決定する：方法は，実際の最適切換線ク）決定を容易にすることが明らかとなった。しかも

Pontryaginの最大原理は，制御形式を見出すのに有効に利用することが出来た。

　　一般に，位相空間に拘束条件がある問題に対して，ChangD，5）氏は最大原理に修正を加え

た論文を発表されているが，著者等の問題に直接適∫÷1彗することば現段階では困難である。しか

し，この種の聞題は極めて重要且つ興味あるものであって，なお今後の課題としたい。

　　いずれにしても，実際の綱御過程を明らかにするには，著者等の方法は実用的意義を失う

ものではない。
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