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せん断流における二次元的後流について

木　　谷　　　勝＊

有江幹男＊

Two・dimensionai　Wake　in　a　Simple　Shear　Flow

Masaru　KlyA

Mikio　ARIft

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstracも

　　［lrhe　velocity　distribution　in　the　wal〈e　of　a　two－dimens’ional　body　located　in　a　simple

shear　fiow　is　described．　With　the　assumption　of　constant　eddy　viscosity　the　components

of　velocity　are　expallde（l　into　the　power　series　of　smallωd／びb，　whereωis　the　transverse

velocity　gradient　of　the　oncoming　stream，　d　is　the　representative　length　of　the　body　and

Ue　is　the　velocity　of　the　approaching　flow　at　the　centre　of　the　body．　The　spread　of　the

wal〈e　is　found　to　be　greater　towards　the　side　of　the　smaller　velocity　than　on　the　side

of　the　larger　one　as　would　physically　be　expected．　lt　is　also　shown　that　the　effect　of

the　transverse　velocity　gradlent　of　the　oncoming　flow　on　the　drag　coeflicient　of　the　body

is　of　a　higher　order　than　the　first　power　of　e）d／Ue．

1．　緒 言

　　一・様流の中におかれた物体の乱れた後流中の流れについては実験ひ．1課が多数報告されてお

り1＞～3＞，また渦粘性係数εを導入してえられる理論脚まεを適当に選択すると実験他と比較的

よく一致する結果を与える4）。物体への近寄り流れにこれと直角方向の速度勾配が存在するい

わゆるせん断流の場合には，物体の．後流に関する研究はほとんど蕎なわれていないようで，．著者

らの知る範囲では車li、1：対称物体の後流についてM．　Z．　V．　Krzywoblocki5）の行なった研究がほとん

ど唯．一のものである。すなわち，Krzywoblockiは後流の外側の流れが軸対称の速度変化をな

すようなせん断流を取り扱っており，レイノルズ応力と平均速度とをb－i，rびつけるために特殊な

仮定を行なっていて，とくに一様流の場．合からの摂動としてせん断の影響を考えるという立場

をとってはいない。本論．文は二次ラ己的なせん断流の最も簡単な場合として速度勾酉己一・定，すな

わち渦．度一定の近寄り流れの中におかれた円．筒（一・般に対称形を有する二次元物体であってよ

い）の後流中における速度分布を渦粘性係数を期いて理論的に鱒：定したものである。近寄り流

れの速度分布U，。。・＝＝Uo＋tu　x2においてωはあまり大きな量ではないと仮定し，摂動パラメー

堆　浅己体二r一学第一欝奪座
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タλ鵬ω4／び。（dは物体ヴ）代表寸法）を用いて摂動展開式として解を求めてある。

　　吾潜らは以前にかかるせん断流中に設遣さオtた円筒表面の圧力分布を測定し，これを用い

て円筒に作用する抗力を算出した結果一様流の場合とほぼ一・致する値をえた6）。　物体に1乍用す

．る抗力は物体をつつむト分大きな制御体積についての運動i§1の釣合いと密接に結びついている

ものであるから，後流の速度分布と抗力とは不．町分の関係にある。本論文ではまた前述の方法

でえられた後流の速度分布を用いて運動敏を計算し，抗力におよぼす近寄り流れの含む速度勾

紀の影響はλよりも高次の微小腱であることを明らかにしてある。

　　　　　　　　　　　　　　　　記

　　　：1／’1，　」t’2：直角座標

　　U1，び2＝・lz均速度成分

　　　tt｛，　u｛：乱流速度成分

　　　し「1。。：近審り流れの速度分布

　　　　σo：x2”・Oにおける近寄り流れの速度

　　　　／）：　平均圧力

　　　　ω：近解り流れの速度勾配

　　　　d：

　　　　　ρ：密　　度

　　　　　ン：　動粘性係数

　　　　ε：渦粘性係数

　　　　（li　＝　（　Ue十　O）　X2）一　Ui

　　　　　92隷び2

無次元靖：　λ一ω4／び。

　　　　　ε。＝＝　e／ひ。d

　　　　ξ1－」じ1μ

　　　　　g－2　＝＝　x2／d

　　　　η1瓢91／び。

　　　　ξ2－9、／び。

　　　　声一P／ρ　u9

号

物体の代表寸法（円筒σ）場舎には直径）

　　　　　　　　　　　　　2．基礎方程式

x’ hx’Q平面内におけるヲト圧縮性二次元乱流を記述する基礎方程式は，　Navier－Stokes方程式

　　砥器・＋嶋象一一．器＋・既一誓一∂慶．　　（・一a）
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　　　　激闘鴫紹吊麗＋…〔ろ一ρ留ジー雅　　　・ゐ）

および連続の方程式

　　　　‘？bYtl　一Y　’11s’S’，’／1”’　＝＝O　a－c＞

の漏つである。いま代表寸法がclで表わされる二次元物体が，直線形の速度分頻

　　　　び1・・…こノ。＋ω灘、　　　　　　　　　　　　　　　　〔2）

をなす近寄り流れの中に1｝δかれているものとし，かつ物体は二三座標苅，t’2の原点に．．．．・致して

いるものとする。（1＞式におけるび1，σ2は後流中の平均速度成分を，tt（，磁ぱ対応する乱流速

度成分を表わすもび）とし，あらたに

　　　　（7i　”’”・　（Ue＋o）　xL，）一　Ui　〈3－a）
　　　　（12罵こノ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－1＝））

なる変数を導入する。9茎は後流中における速度欠損量を表わすものであることは第1図より明

らかである。（3）式を（1）式に代入し，粘性項yF　2　UiおよびyF2U2が他の項に比較して無視でき

るような一］一分大きなレイノルズ．数の流れを考えることにすれば

　　　　　　　　　　　　　　　Xl
θ1。．篇αD＋嫉，

ん ゴ

θ2

ド

σo　　　　　　　　d

　　　　　　　　θ

A

∋

σ1　、

曾置

∋

、　「

」8、

A

xt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　第1図

　　　　一（び・＋ω一）．．1一髪1汁・・（・一．絵．）一一瀦綴1」響（4－a）

　　　　（u。＋・殉｛語＋・廃一吉．9島一．囎L．薦　　（醐

　　　　ヨゑ．÷畿一・　　　　　　　　　　（4一・）

がえられる。Xlおよび：v2方向における長さの尺度をそれぞれ為，　L2とし，後流はXI方向に

長く伸び，X2方向には比較的狭い範闘に限られることを考慮すれば

　　　　L2／Lユ《1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
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なるものと仮定してよい。速度欠損量9iはび。に比較して十分小さいから

　　　　　Uo／gi　））X・．・　1　（6）
なるものとし，乱流成分i2｛2，遜は共に同程度の大きさの量語であると仮定すればz4遍～

．R12語となる。ここにR12は相関係数

　　　　　R12一緬；／嘱・・％2＝

である。Xl，　X2方向における速度成分の尺度を積，　V，とすれば，まず連続の方程．式（4－C＞より

　　　　　V1／L，～V，／L2又はV2f　Vi～五2／L，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7＞

となる。Xl，　x2方向における圧力変化の尺度をd1）、，　dJ）2とすると（4－a）および（Ll－b）式の圧力

勾配の項ぱそれぞれ」Pユ／L，，df）2／L2である。これらの関係を考慮することにより，（4－a＞，（4－b）

式の各項の大きさを比較すると

　　　　　《磯樋絵一・御＋（・・ω一二）一一9砦一舷」離

　　　　　　　・舞　・雛　 ・　薯　・　誰　膜1鵡鷲匁
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8rmftc　）

　　　　　（磯慨款一磯）＋馳．9鷹一一9傷一繁一一雅（8一・）

　　　　　　薯　…雛　　・　・　器量邸》；匁一鶴i

となる。（5），⑥なる条件および泌2／胃が高々／の程度であることを考慮すれば（文献4）参照），

（8）式はu）　L2／qlの大きさにしたがって二通りの方程式を与えることになる。すなわち

　　　　　u）　L2／91～1Nぱe）　L2／q、《1　　　　　　　　　　　　　　（9－a）

ならば

　　　　　一u・訟．一去．謬一響　　　　　　（9－b）

　　　　　　　　・一一・毅一雅

となり，せん断の存在しない場合と全く同様に取り扱うことができる。また

　　　　a）　L2／qi　2）×．　1

なる場合にばせん断を含む項が無視できず（8）．式は

　　　　一（こノ。十a）　x2）絵・＋晦一去謬一㍗欝1

　　　　　　　　　　　　　　　・一→一器一門

〈9－c）

（！0－a）

（10－b）

〈IO－c）
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　　　　　　　　　cvL2／7，一1，　coL2／gi　＜＜1　urL2／1，　＞＞1

　　　　　　　　　　　第2國（a＞　　　　　　　第2図（b）

となる。（9－a），（！0－a）なる条件を具体的に図示すれば第2図（a＞および（b）のようになる。本論

文においては（！0－a）なる条件のもとに生ずる後流について考察することにする。（10－c）式はx2，

についてただちに積分することができて

　　　　PIP＋uS2　＝一　Po（xi）IP　（！1）
となるがにこにPe（Xl）は積分定数であって後流の外部における静圧に等しい），これは乱流域

における静圧が外部の静圧よりもρ毎2だけ低くなることを示しており，とくにせん断の影響は

現われてこない。（10－b）式はレイノルズ応カーρ擁6が既」’II’1であるか，あるいはこれとg1との

関係が既知であれば解析的に解くことができるものである。ここでは通常行なわれる方法にし

たがって渦粘性係数εを導入し，レイノルズ応力と平均速度との間に

　　　　痂1一・器一・・＠農｝）　　　　　・2）

なる関係式を仮定することにする。εは運動量輸送，渦度輸送あるいは力学的相似性の仮説等

を採用することによりいくつかの異った形が与えられているが（文献4）参照），本論文では簡単

のためにεは単なる定数であるとして計算を進める。

　（4－c）および（10－b＞網子において変数を無次元化すれば

　　　　一（・＋・ξ・）一籍一＋・・i」・…器一・・鷺　　　　　脚）

　　　　一一蓼汁．鵠一・　　　　　　　（・鋤

となり，これらが基礎方程式を構成する。

　　　　　　　　　　　　3．　摂動展開式による解

（13＞式において圧力勾配は存在しないものとすると基礎方程式は
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　　　　嘱）無一・す・一・・鷺　　．　　　　（・4－a）

　　　　　一鷺＋籍．一・　　　　　　　（・4－b）

となる。一i般にλは1に比較して小さな量であるから，σ1および醗を2のべき級数として

　　　　（Nfi　＝＝　（？｛O＞’　＋Rq｛i）＋22g｛2）　一r　…　（15－a）

　　　　（72　＝＝　（IEO｝十7，　qSD十7，2qE2）十…　（！5－b）

なる形に展開する。（！5＞式を（！4）式に代入し2，の同一べきの項を比較することにより

　　　　饗1）穐響・．響一一響　　　　（・6－a）・（・・一b）

　　　　讐÷te2．響一・≦・・二三饗と一響　　（・7却7－b）

　　　　一響＋ξ・螺L・£一・・誓・饗し響　　（・8－a）・（・8－b）

なる一・一一．一連の線型方程式群がえられる。

　　（7iO＞およびglo）ぱ近寄り流れの速度が1なる．・一一一様流の中におかれた二次元物体の後流を記

述するものであり，あらたに変数

　　　　V　＝一　．t7，IV’ei　（！9．〉
を導入することにより

　　　　・i・一f，i’．・xp（一能　　　　　　　幽

　　　　（iSe’　一’＝’一一一2A－g一｛一　op　exp（一　一4－1…t－2－E一）　（20－b）

として解が定められている（文献4り。　ここにAぱ積分定数であって，物体4）抵抗係数CJ）を

：考慮することにより

　　　　∠4；C刀ん／互斧6i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20－c＞

となる（第4節参照〉。一i様流0）易合における実測によればεo　一・　O．016なる値がえられている。

　　（20）式を（17）式に代入するとgAI」を決定すべき方程式として

　　　　饗ト・．辰野iL嘉が・x・（op24eo）　　　　（・・）

がえられる。c｛1）がηのみの関数であると仮定して

　　　　（Ili｝　一＝一一　Af（v）

とおくと（21）式はηの常微分：方程式

　　　　募＋云・劣藩・xp（V2Ll　ee）
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に還元され，これをη→士。○でブ→0なる境界条件の一ドに積分すると

　　　　・PL蜘団膿ド幻・x・儲）・・　　　（22－a）
　　　　　　　　　　　ttOつ

となる。またg11＞は（17－b）式を積分することによってえられ，容易に

　　　　qSi’　：＝＝　’／’i’tf！’・／／’1’（oree＋20p2＋　一2i・gi，一一）　exp　（一　一Z一／一，’）　（22一一b＞

となることがわかる。同様にg｛2＞を定めるために（22）式を（18）式に代入すると

　　　　讐に恥讐㍉急《・e・＋．穿＋惹＋蒜）・xp賦）

となり，この方鵜1式も

　　　　qi2＞　：＝’m　A　sf　＆　g（rp）

なる形を仮定することによりηの常微分方程式

　　　　霧＋弘・寓罷1．イ1一＋諾＋．il13＋論一）・x・（一鵡）（・3）

に帰着される。この方程式の特解91（η）ぱ簡単に求めることができて

　　　　g，　（07＞　＝一　（：・g…　so　一t一　・te・　1？ll　？72＋　一ttlg－9：一L，一・　・・ilil　1一　＋　ttt一　一i・？s…　g…）　exp（一　一L．”，’e，”）　（24＞

である。91（rp〉はη→土。。で0に収束する。（23＞式〃）余関．数σ2（η〉は1・4式〃）右辺を0とした同次

方程式の解であるが，この方程式は新変数

　　　　τ欝ηκ2琶呑

を1．目いることに．より

　　　　窪＋・無・、一・

となる。これは…般化されたHermiteの微分方程式

　　　　．髪誓＋・謬＋圃F一・　　　　　　　（25＞

において5誰一2としたも0）に対応している。（25）式の一般解は

　　　　F（τトt4、e’ny．つ、（τ）＋B、64．D、1（・τ〉

で与えられる。ただし，ん，Bsは定数，ガは虚数刺立，1）“．（τ）はWeber関数であって合流型超

幾何級数を用いて

　　　　Ds　（r）一漏レ南F（一身・述羨ブデ・魯・gs．）1
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として表わされる（三献7））。したがって，余関数g2（η）は

　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

　　　　　σ、（η）一・：　A．・eΦ．2（τ）＋B．2四D1（iτ）

　　　　　　　＝・＝　A一・［幽蜜・（・憾一∫・．糊＋B…i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’一◎Q

となるが，g2（η）は実数でなければならないからまずB2”・Oである。　またτ→＋。。（η→十∞〉

ではg2→Oであるが，τ→一。。（η→一。。）のときにはσ2→＋・。×A－2となるから解としては妥当

でない。したがってA2＝0となり，余関数は0となるべきことがわかる。結局第2近似での

速度成分は

　　　　（7｛2一・4高σ・（η）　　　　　　　　　　　　　（26－a）

である。（18－b）式を積分してg12）を求めると

　　　　・12L・1・・（一・・）一一穿∫η（・・一・翻・・

　　　　　　　　　　　　　．一QO

　　　　　　　　　　　号∫η儲・・＋暮魯義＋・諮iぎ＋論）・xp儲）・・

　　　　　　　　　　　　　・一〇〇
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26－b）

となるが，η→∞のときこの式の：右辺は0でない一定値に収束し，これをαと書くことにする

と，q12＞のη→±○。における値の間には

　　　　q12＞（＋。。）一qY）（一。。）＝＝・a

なる関係が存在することになる。　これは後流の端部においてx，方向の速度成分が0でないこ

とを意味し，流線が外側に向かって広がって行く傾向を表わしているものと思われる。しかし

本論文の方法ではg12）（十〇。）およびq52）（一〇。）の値を具体的に決定することはでぎず，なお今後

　　　　幻（CDん罵）
　0．12

　0．iO

　O．08

　0、06

　0．04

　0．02

　　0．6　－5　－4　－3　－2　－l　G　l　2　3　4　5　6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ、／爾

　　　　　　　　　　　　　　　　　　第3図
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の研究に待たなければならない。

　　同様の操作によってg｛3）を求めてみるとη→：±∞において0でない一定値に収束するよう

な解がえられるから，これ以ヒの計算を続けることは無意味であろう。したがって（14）式の解

を（15＞式ク）ようなλのべき級数として展開した場舎には，最初の二項蟻については最初の三

項〉に対してのみ正しい結果がえられることになる。

　　．ヒ述の解を絹いて鋳を計算した結果を第3図に示してある。明らかに後流の幅ぱ速度の

低い側により拡大されて行き，ξ，の増加と共に次第に…様流の場合の対称性を失なって行くこ

とが認められる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　4．抗　　　力

　　物体に作用する抗力を求めるために第1図に示すような物体をつつむ十分大きな制御体積

AIBII32A2を考え，紙面に薩角方向の厚さをhとする。このときA1・42面とB互B2面とのi＝濁には

　　　　・h∫i．Q｛（び。十u）・x2）・一（U・＋・…一・c71）・｝晦

　　　　　一一　oo

　　　　≒・・h∫”．Q（び・繍・）q・d・’・

　　　　　　　．．co

だけの運動鍛欠損がある。また同じ面を通して

　　　　Ph　j　”　co　｛（　Uo＋　u）　x2）　”一　（　Ue＋　a）　x2　一一　qi））　dx2

　　　　　一一　co

　　　　．．，　ph　／　’i’　eO　q，dx2

　　　　　　一一　co

だけの質量欠損があるが，これだけの質二i致はX4　iBi，　A2B2面を通って制御1体積の外に流泓して

いなければならない。　これに対応する流体は制御体積外に．XI方lfgの運動：鐵を持ち出すことに．

なり，近寄り流れの速度が直線的に変化していることを考慮すればこの運動二雛は

　　　　一ph　Uo　S　’　co　qldx，

　　　　　　　　ee

に等しいと考えてよい。したがって運動量の釣揮いを考慮することにより，物体に作用する抗

力Dは

　　　　D一瞬沓．．（瑠噸幽

　　　　　　　一　oo

・な・・抗力騰を。…継・u9・d）によ・て臓す・・

　　　　C，，　一＝　2S’ee　（！＋21g－2）　i」，cl　6，　（27）

　　　　　　　一一　oo



10 木谷　勝・有江幹男
10

がえられ、る。（27）式に（！5－a）式を代入すると

　　　　C．，一・∫’．．・鈴聯・・∫…．．（・轟・阿・＞d…＋…

　　　　　　　　．GO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　oつ

となるが，qlO）はξ2について偶関数，σ｛1＞は奇関数であるから，被積分関数2ξ2gloノ＋（1［i）ぱ奇

関数となりk式の第二の積分は0である。したがって

　　　　C．　＝　2／”　O；　qlO｝dtt，　一1一　…

　　　　　　　　co
　　　　　　瓢AV4πεG　十…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28＞

となり，C／，に対してはZの一一一次の程度で0）補正は必要でないことがわかる。（28）式から（20－c＞

式の関係がえられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　結　　　雷

　　本論文の結果を要約すると次の通りである。

　　直線的に変化する速度分布をなすせん断流の巾におかれた二次元物体の後流を渦粘性係数

を用いて理論的に解析し，次の事実を明らかにした。

　　（1）後流の幅は速度の低い側により拡大され，後方に至るにしたがってその速度分布は次

第に””‘三流の場合の対称性を失って行く。

　　（2）近寄り流れに含まれる速度勾配は少なくともその一次の程度の量としては抗力に影響

をおよぼさない。
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