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2種の自己帰還性を有する原子炉の最適時間制御

小川雄一＊

Time　Optmum　Control　for　a　Reactor　with　Two
　　　　　　　　　Types　of　lntemal　Feedback

Yuichi　OGAwA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　　A　control　which　briRg　a　reactor　system　to　an　equilibrium　state　in　time　optimum

way　is　discussed．　Non－linear　integra｝　equations　containing　the　effcts　of　two　types　of

internal　feedbacl〈　and　delayed　neutrons　and　an　external　control　system　were　adopted　for

the　dynamic　equations　of　the　system．　These　equations　were　reduced　to　quasilinear

〈parametric＞　differential　equations　which　were　affected　by　the　external　control　in　the　form

of　a　combination　of　the　control　reactivity，　its　variational　speed　and　the　acceleration．

　　　Pontryagiゴs　Maximum　Prlnciple　was　applied　to　the　quasilinear　system　and　severak

modes　of　optirnum　control　patterns　（llodal，　foca｝，　saddle　and　mixed）　were　obtained　accor－

ding　to　the　nuclear　and　therma｝　properties，　the　thermal　out－put　of　the　reactor　and　the

magnitude　of　the　external　control．　Optimum　control　was　obtained　as　the　piecewise

constant　co凱rol　w油respect　to　the　new　co且trol　parameter　which　consists　of　a　lineat

combination　of　the　control　reactivity，　its　speed　and　acceleration．

1．緒 言

　　　本研究は2種の自己帰還性（瞬時的応答と緩慢な応答）と遅発中性子・の彬響を考慮した極

めて具体的な原子炉系が，出力運転状態において突発的な反応度外乱を受け，平衡出力点、より

変位した状態を，最適制御で平衡点に復帰させる問題を扱うものである。

　　　非線形の系に外部制御を加えて，系の状態を可能な限り平衡点の位置に保持する問題は

SalleとLefschetzによって扱われており，彼らは実用上の目的で，考えている系を平衡点の

近傍で線形近似し，これに外部制御系が加えられたときの安定度の問題を一般的に論じている。

　　　原．子炉の平衡点近傍の最適制御に関してはMilton　Ashの研究がある。彼は1種類の自己

帰還性のみを考慮し，また，遅発中性子の効果を無視した原子炉系が，冷却材の沸騰によって

生ずるランダムな反応度外乱をうけて変位した状態を最少期待時間で平．衡点に復帰させる制御

をダイナミックプログラミングの方法で求めている。彼の研究はSalieらと同様に平衡点の近

傍に関して線形近似されているので，その適用性は平衡点近傍の限られた領．域に局限されるが
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しかし，より広範闘の領域の問題に対しても可なりの評価を与え得ることになろう。

　　本研究は2種の自己帰還性と遅発中性子の効果を考慮した原子炉系についてその平衡点近

傍の最適制御を論ずるもので，状態変数に関しては線形近似がなされているが，外部制御の影

響が系の運動を支配する微分方程式の強制項のみならず，さらにその係数にも作用する，いわ

ゆる，準線形（パラメトリック）の方程式となっている二とに特微がある。外部制御は，しかも

制御反応度のみならず，さらに，その変化速度ならびに変化加速度の形によって系に作用して

いるが，許容される近似化のもとにおいて，問題を，制御反応度teとその変化速度Z？ならび

に変化加速度diの一次結合によって定義される新しい一つの制御va　’v，すなわち

　　　　’U　＝＝　Ze十Tl？＋Tre　Z’i

によって制御を受ける問題に帰せしめることができる。ただし，τは原子炉の熱時定数であり

また，τoは遅発中盤子の平均発生時間である。

　　このようにして得られた準線形の運動方程式に，Pontryaginの最大原理を適用して，最

適の制御が求められるが，それは，新しく定義された制御量ηについての，いわゆる，Piece－

wise　Constantの制御であるとして得られる。これは制御量vの絶対値は不変であるが，その

iE負の符号が補助変数ψ、（‘）の値が零となる時刻において切換る制御である。

　　補助変数ψ、（t）は原子炉の諸定数，運転出力値および外部制御量の絶対値の大きさ，なら

びにその符号の如何によって，節点的，渦心点的，鞍部点的あるいはそれらの混合等の種々の

態様を示す。他方，系の状態変数によって与えられる位相点は，補助変数ψ王のと同様の態様

を示し，現在，加えられている制御の符号に対応する特異点の支配に属する軌道一ヒを運行し，

制御の切換を受ける時は，他方の特異点の支配に属する軌道上を運行する。

　　最適制御のための最大切換圓数は2つの特異点の性質と初期位相点の位置によって異なる

ことがわかる。すなわち，2つの特異点が共に節点的特異点の場合は，最大切換回数は1回で

あり，共に渦心点的特異点の場合は，初期点の位置に関して，適当回の回数があり，また，2

つの特異点のうち，・一一一方面節点的で，他方が溺惑点的特異点の場合は，初期点の位覆に関して

1回か2回かのいずれかであることが得られている。いずれの場合も，位相点は平衡点を通過

する軌道の上に到来するときに最終的な切換をうけ，その後は，この軌道自身の上にのって平

衡点に到達されることになる。

　　原子炉の熱および核定数，熱出力値ならびに外部制御量を広範囲に変えて，原子炉の最適

捌御とそれによる最適軌道を種々の態様のもとに計算し代表的な鋼を國表にして示してある。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．一般理論

2．1　原子炉動特性方程式

　　2種類の自己帰還性と遅発中性子の効果が考慮され，しかも時間の関数としての外部反応

度O（t）が加えられたときの原子炉動特性方程式は下式で表せられる。
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W（t）　＝＝　一Eis’f／i？’：．o　Eino一（t）］　一／g　w（t’）　exp　（一IE：，tl）　dtt

p（t＞　＝一　o（t）＋Ew（t）＋FI：w（t’〉　exp　（一・一47gl一一）　dt’

ただし w（t）：　　原子炉i突1ミ出プコ

ρ（か　原子炉反応度

σ（t）：外部から与えられる全反応度

　β：遅発中性子発生比率

　τ：原子炉熱時定数

　τo：遅発中性子平均発生時間

　E：瞬時的自己帰還を表わす係数

　F：緩慢な自己帰還を表わす係数

（1）

（2）

93

である。

　　いま，原子炉にはすでに外部的に冷原子炉反応度ρoが与えられており，このρoに対応し

た出力平衡点に位置する原子炉系が，突発的な反応度外乱を受けて，平衡点より変位するとき，

これに外部制御反応度u〈t＞を加えて，平衡点に復帰させる問題を取り扱うが，この場合は，外

部から与えられる全反応度σ（t）は次式で表せられる。

　　　　a（t）一p，十u（t）　（3）
　　さて，（2）式内のσ（∫）に（3）式を代入し，w（t）一X2，τ頭’）一x、なる置換を施すと，（1），（2）

式はつぎの非線形微分方程式に変換される。

　　　　璽一．A璽±A塑・＋A・解1＋聖甕」二4・ω盛±A・（’U）X・劣・÷A・ω媛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　dt　rm　A，x；十A，（zt）x，

　　　　一d一．／t2一一一一一／L－xi　（s）

（1），（2＞式より（4），（5＞式への変換過程および常数んはAppendix　Aに示される。

　　つぎに，外部より加えられる反応度が冷原子炉反応度ρ。のみの場合に対する出力特異点は

　　　　　i；ip＝O，　t2p　’”：　be　Pe／（E＋TF）　（6）

として得られる。いまこの点を平衡点と呼ぶことにする。

　　さて，⑥式で示される平衡点の近傍において論議を進めるために，状態変数Xl，　x2を次

式（7）の関係によって？YbY2に変換し，新しい座標系において，平衡点が原点になるようにす

る。すなわち

　　　　Yl　＝＝　Xl，　Y2＝X2HX2p　・　（7）
つぎに，変換された系を原点の近傍で展開し高次の項を無視することにより，つぎのパラメト

リックの微分方程式が得られる。
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　　　　　一讐一互辮麟葛孕㌦＋．場甘瓢痒篤丹㌦

　　　　　　　＋書鰯油釜　　　　　　　（・）

　　　　　讐一÷〃、　　　　　　　　　（・）

ここで，常数Ct，　Z）t，　Eiおよび瓦は次式（10）～（23）によって与えられるものである。

　　　　　Ci　一L一　一一・S，．i　（m－1）　（一一Ps－O一　s－F　！）　（！0＞

　　　　　C2＝Hriii”一Bi”’　（ii＞
　　　　c・　・＝一碧青・・　　　　　　　　　　　　（・2＞

　　　　Di　＝r一　一一一〉一；itt…　（m－i）　｛一IIQ一　〈ms－t－p＋i｝　a3＞

　　　　砺一鎧（・需　　　　　　　　（・4＞

　　　　　　　　　！

　　　　D3　＝一一liii．J一　・2・T　（ls＞
　　　　　　　　　1
　　　　動＝rヂ・●・・　　　　　　　　　　　　α6＞

　　　　E，一・一lgill一　（m－i）　（i7＞
　　　　　　　一2　　　　E，　＝＝

　　　　　　　　　〈m－1）　〈18＞　　　　　　　BT

　　　　E3　＝＝：　tt－tt7一　〈ne一一llt｝一z）・T　〈ig）

　　　　　　　一2
　　　　　　　　　一（m－1）・z‘・ro　〈20）　　　　E4　＝
　　　　　　　BT

　　　　逸一一記（一・）・…　　　　　　　　（・・）

　　　　F・　＝＝訓一÷）・」Z・2・）・・　　　　　　　（22）

　　　　F4　x　iT！r　（7n－1）・a’／2p・r・　ro　（2　3）

ただし，上式において，’nzおよびSぱ

　　　　・・読・・耐過　　　　　　　（24）

である。

　　微分方程式（8），（9）は状態変tw　Yi，？」2に関しては直線近似化された方程式であるが，外部
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制御が方程式の強綱項のみならず，係数にもヂ朗・1して，いわゆる，準線形方程式とな・：）ている

ことに特微があり，またさらに，外部制御の作用が制御風毛渡とその変化速度，ならびに変化

加速度の…rm一次結合の形によって影響していることに特徴がある。

　　つぎに，（8＞，（9）式に最大原理を適用する前に，その適用を容易にするために，一般の原子

煙に許される近似化を施す。

　　すなわち，一一般の原子炉において

　　　　T／r　＝＝m．X．i」・1，　ux‘・．’　Po　（25＞
の関係が齪さ濱お・，・た，・訪報の／翻・ぽ一β／・・ので直に等庶るという特男l1

4）場合を除いては，（8），（9）の方程式の係数ぱu，17，髭に関して線形近似化され，結局，次式

〈26），（27）のようになる。

　　　　讐一一・1＋・幽嘱・・酬・、一Y・b2L・・＋・c、2・　＋・d、・i・’）・1、＋（b，・岬仰）（26）

　　　　讐号・1　　　　　　　　　（27＞
　　ここで，α¢，砺，Ci，　d，iは下式（28）～（38）によ一）て与えられる常数である。すなわち

　　　　　　　’！Zi’1　（MS　＋　1）　＋　1

　　　　碕　藷亜「　　　　　　（28）

　　　　　　　　丘

　　　　砲哺漏　　．　　　（29）

　　　　砺諦か誓熱立｝沢　　く・・）

　　　　喉筥御立｝一　　　剛

　　　　di　＝＝　’t’1th．　’T’ro’R　（32）

　　　　喉！一卦　　　　㈹

　　　　喉！一階一　　　（・4）
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ただし，

C12　””　一i－r’　｛2　（m　nv　1））　’T’　ro　’R

b3　k”T
≠奄獅п@（m　一　i）　x2i）　’　R

C3　：＝：　ltilT7　（7？1一’」li）　一Z12p’r，R

・・r葬困難・τ・τe・R

小　川　雄　一一

しかるに，

なわち

　　　　・／層・《・，’告・÷・，《傷翫

のもとにおいては，防，Ci，偽の闘にはつぎの関係が存在することがわかる。

　　　　わ、K舘．盆K＿4L
　　　　　　　　T　　　　　　　　　　　TTo
　　　　b2　：vy　！Lt　R．　一gLt

　　　　　　　Z’　TTo

　　　　b、能皇㌶d・
　　　　　　　　　TT’o　　　　　　　T

（35）

（36）

（37）

（38）

6

．L式におけるRは次式によって示されるものである1

㌦・誹1両　　　　　（39＞
　上式（28＞～（38）を見ることにより一般の原子炉において満足される下式の条件，す

（40）

（4！）

上式（4！）におけるKの偵は一般には1と等しくないが，式（28）～（38）より観察されるごと《，

…般の原子炉においては，次式

　　　　1鴬；｝　　　　　（42）

の関係があり，さらに，平衡点出力値砺，に比べて，問題としている領域の大きさのうちにあ

るYl，？Y2の値は十分小さいので，式（28＞～（38）より

　　　　b11／1《b3，　　　b2　Y2《b3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（43）

の関係が存在することが明らかである。したがって，b，，　Cl，およびd，の作用している項に基．

つく影響は他の項による影響に地べて極めて小さいことがわかる。以上の理慮により，一般の

原子炉系においてはKを1と等しくおいても論議を進めるうえに殆んど支障を来さないであ

ろう。以上の操作により，次式によって定義される新しい舗御量τ，すなわち

　　　　’v　＝＝　u十ri？十TT，zZ　（44）
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を導入する（ApPendix　B参照〉と，運動方程式（26），（27）・は次式（45），（46）のごとく，1つの制

御量7ノωのみの作用をうける準線形の：方程式に変えられることがわかる。すなわち

　　　　讐→1嗣・、÷（・、＋・、w）・y、＋b、・　　　　　（・5）

　　　　頭飾・1　　　　　　　　　（46）
を得る。

2．2　最大原理の適用

　　前章で誘導した原子炉の運動方程式（45＞，（46＞において，平衡点よりずれた位相点を最少

時間で平衡点に復帰させる問題を解くために（45），（46）式にPoRtryaginの最大原理を適用す

る。　このために，まず，状態変tw　Yi，2Y2に関する方程式（45），（46＞に対して定まる補助変数

Yt・i（t），　yl　2（t）に関する方程式を求める。

　　一般に状態変数の運動方程式が

　　　　　撃一画岡巨一・・2・　・一・n　　　、（47）

で表わされるとき，補助変数に関する方程式は次式　　　　　　　　　・

　　　　　4髪1孟L一ゑ坐％3塑幽域几……・n　　　（48）

で与えられるから，これを用いて補助変数の方程式は

　　　　　薯一一（a、＋・、・）・gfi一÷ψ・　　　　　　　（49）

　　　　　警一編蝋　　　　　　　．（・・）

として求まる。

　　つぎに，状態変数に関する：方程式’（45），（46）と，補助変数に関する方程式（49），（50）より

系のHamiltonianを求めると定義により幽

　　　　　　　　　　　ハ　　　　　H（ψゴ〃，w＞＝Σψ。f”（y，　v）

　　　　　　　　　　　v＝＿・1

　　　　　　　＝・　9「、f’＋ψ、f2

　　　　　　　畝［（ai＋biv）　yi＋（a2＋b2v）　y2＋cv］　＋gf2［・一1一　yi］　（sl）

を得る。いま，上式において，ψ1，ψ2，Yl，　Y2を閾瀕して，　wのみを制限された範囲（一M≦w

≦：M）内で変えて，Hamilton圭an　H（ψ1，ψ2，　Y1，　Y2，　v）の最大値であるN（ψ、，ψ2，　Yl，　Y2）を求め

ると，次式（52）が得られる。すなわち
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　　1V（gf　i，　gf　2，　？Jl，　2y2）　＝　Sup　（SL”1，　9’2，　tyi，　z12，　・v）

　　　　　　　　　　　一　．！fS　vK　Jt

　　　　一（gr　lal？LXI＋蜘＋÷卿）允鵬［妬（聯鰍剣　　（52）

しかるに，Pontryaginの最大原理によると，運動系のHamiltonianの値は，最適軌道の

上ではあらゆる点．しにおいて（52）式によって示される最大値でなければならないから，最適制

御は次式（53）によって与えられる。すなわち

v（t）　＝：＝　A4・・小（t）｛・1幽鞠・（t）州
（53）

ただし

呵四四（州キ・ （54）

（53）式により，最適制御は，制御量’vに関して，いわゆる“Piecewise　Constant　Control”で、

あることがわかる。これは，制御量vの絶対値は常に一定であり，正負の符号のみが次式（55）

と（56＞の条件，すなわち

　　　　yr，〈t＞　一＝：o　（ss）
および

　　　　b，？y，（t）÷b，y，（t）十b，　xO　（s6）
のいずれかを満足する時刻において，LYJ換えられることを意味するものである。　しかし，2．4

節に示すごとく，（56）式で与えられる側御切換のための直線は，一般の原子炉においては位：梢

平面上の原点の遙か遠方に存在する。したがって，原点の近傍の挙動を論じている限りでは，

（56）式の切換条件は考慮に入れる必要がなくなり，結局，最適制御ぱ（55）式の条件のみによ」’）

て正負の符号が切換えられるPiecewise　Constant　Contro1であると云える。

2．3　最適切換回数と最適軌道

　　最適制御は前述のごとく，’vに関するPiecewise　Constant　Controlであるが，この最適の

制御切換の回数および切換の時期，ならびに，それによる最適軌道について種々の検討を加え

る。最適切換は前式（55＞に明らかなごとく，補助変数ψ三（t）の値が零をよる時刻に行なわれる

故，gf　，（t）の性質を詳しく調べる必要がある。補助変数ψ1（t）の性質ぱ，　gt　，（t）とψ2（t）に関する方

程式（49），（50）の特性根によって特徴づけられる。（49），（50）式より得られる特性根は，明らか

に，原子炉の熱および核定数，運転出力値および外部制御τの絶対値とその符号の如何によ

って種々の態．様（すなわち，節点的，一心点的，鞍部点的あるいはそれらの混合）を示すことに

なる。したがって，本節の問題を解くに際しては，上記の特性根の性質にしたがった，つぎの

3つのCaseに分類した上で，それぞれ考案を進めて鴛くことが合理的であろう。すなわち
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制御十　A4の時 制御一ハ4の時

Case　1 2　　実　　－根 2　　実　　’根

Case　2 共晶複素根 共範複素．根

Case　3
共範　複　素　根

2　　実　　根

2　　実　　根

共軌複素根

上記の3つのCaseのうち，　Case　3は制御の符号の切換えによって，特性根の性質が変わる場

合であり，極めて特異なCaseであると云える。つぎに，これらの3つのCaseについて，そ

れぞれに考案を進める。

　（i）　Case　l

　　Case　lは補助変数の方程式（49），（50）の2つの特性根が，外部制御の符号の正，負の如何

に拘らず，ともに実根となる場合である。特性根ぱ（49），（50）式より

　　　　〆一一鱒・塗一》（尋つ2＋（・・＋b・・）／・　　　（57）

　　　　8一一鱒軌》（α互十bl・U　　2）2＋（・・＋・…）／・　　　（58）

の2根として得られるが，この場合は，根号の中が正であるときのみを取扱う。

　　一方，状態変数Yl，　Y2に関する方程式（すなわち，軌道の方程式）（45），（46）の特性根は

　　　　・」華府》樗つ融融ぢ；：；泥　　　　（59）

　　　　β一璽鯉．＋酒乎1漏霧；；π　　　　（・・）

として得られるが，明らかに，α1，βノとα，βとの間にぱ次式（6！）の関係がある。すなわち

　　　　a一　一B’　！　（61）　　　　B＝＝　一a’　J

すなわち，（61）式はCase　1の場合には，軌道の方程式の特性根も同様に2実根になることを

不している。

　　つぎに，Case　1に対する最適制御の切換回数を求めるために，補助変数に関する方程式

（49），（50）を，まず，外部制御の符号がいずれか一方の符号である場合，例えば，M（あるい！よ

一M）である区間に対して解き，次式

　　　　ψ1（の＝J1♂’t十ゐ6β’t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（62）

を得る。　この区間に対する補助変数ψ、は（62）式のψ，を（49）式に代入することにより，次式

（63）のごとくに得られる。すなわち
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蜘一・卜gri（ai－Ybiv〉一驚1

　　一・［一（ai十bi’v）」，〆L（・1＋ろ・・曜L妙’L脚’・］

　　一・卜・・伽一串〆・＋｛一（ai÷biv）一B’｝列

　　一・［B’・lli〆・＋賜〆／一縄〆・＋協〆・ （63）

10

上記のψ、（t）の値が0をよぎる時刻（すなわち，制御切換の時刻）は（62＞式の左辺を0とお

くことによって

　　　　　　　log　（　一　Ji／」2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（64）　　　　　to　＝＝
　　　　　　　　βLαノ

なる1価の値として得られる。

　　toの時刻において，　fwa￥は他方の符号，すな：わち一M（あるいはM）に切換るが，この切

換後の区間に対する補助変数を求める必要がある。すなわち，切換後の補助変数を，弁ωお

よびψ夢ωとすると，それらは，次式

　　　　　Q，＊（t）　：」，”’　ea’”’十」’cr　eP”t　（65）

　　　　　yt，±’　（t）　：：＝：　rB’．rlea’＊t＋rcr’“’　．Xl’　eS’”t　（66＞

で表されるが，（62），（63）式と（65），（66）式で与えられる補助変数ψ1，ψ、と轡，ψ夢とはt＝＝　to

の時刻において次式（67）で示す連続の条件

　　　　　1：［i：に綴1：：一＝　O｝　　　　　（67）

を満足しなければならない。したがって，この条件を用いて，（65），（66）式中のJrさ，」夢は下

式（68），（69）のごとくに」，，」，によって表わされる。すなわち

　　　　　」砦一みメ藩…筆）　　　　　　　　　（68）

　　　　　・夢一…諾冶集…箸　　　　　　 （69）

したがって（65）式ぱ次式になる。

　　　　　　　　　　　e“’to（βL・’L〆・・紐e’e’t．（βLαノ）e・’＊t　　　（70）　　　　　ψ鋼一Jl
　　　　　　　　　　ea”to（B’＊一crt＊）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e，9’＊’o（B”一cr”）

　　さて，（70＞式として求められた切換後の補助変数鰹ωが再び零軸をよぎるこζの有無を

確かめる。この為に前記と同様に（70）式の左辺を零とおいて，零軸をよぎる時刻癖を求める

と，つぎの関係
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　　　　　一高一。器；紫≡畿・e・｛’＊・t・＊

　　　　　　　＝e（B’”a’）to＊　（71＞
より，求めるt69は

　　　　’…撃磐一・・　　　　　　　（72）

となりtoと等しくなる。すなわち（72）式は時刻toで制御の切換が行なわれた後の補助変数ψ｛k

は再び零軸をよぎることがないことを意味するものであり，したがってCase！の場合には，

最適切換数の最大値は1であることがわかる。

　　つぎに，上記の切換えによる最適制御を，’v’（t）で示すと，17（t＞は次式（73）によって示す

ことができる。すなわち

　　　　V（t）一．M　　（制御がMである区間に対して）　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（73）
　　　　ア（t）：一M（制御が一Mである区聞に対して〉∫

　　いま，原子炉系に（73）式で示される制御，すなわち最適制御が加えられるときの，状態変

数の位相点の軌跡（最適軌道）を求める。このためには，軌道の方程式（45），（46）を，式中の

η②のかわりに，（73）式で与えられるγωでおきかえたうえで解く。方程式内のv（t）を’V（t）

でおきかえたときの系の特性根をaおよびβとすると（実際には制御がMである区間に対し

てはαとβであり，　また，制御が一Mである区間に対してはゲとβ＊であるが，これらを

代表してδ，βであらわしてある。），このaiとβとを使用して，．最適軌道上の状態変dX　？Ji，　IY2

は次式（74）で与えられる。すなわち

　　　　影「跨（eftt　一　e，et）9・・÷嵩（・e｛・一臨・

　　　　　　　　b，”ff
　　　　　　　　　　（〆一εβり　　　　　　十　　　　　　　　d－3

　　　　t」・一論晒β・脇・

　　　　　　＋五竜・÷（e・・一・et）例・

　　　　　　＋箸｛・阪圭β（謬一β醗

ただし，91。，雪、。はそれぞれ，同一制御区間に対するy、，y、の初期値である。

　　位相平面上における最適軌道は，

（76）として求まる。

　　　　「畿≡畿藩H銑…畿調峯γ

　　さて，（76）式で与えられる位相平面上の最適軌道の姿は，

（7’4）

（75）

上式（74）と（75）よりtを消｛去することによって，一ド式

　　　　　　　　　　（76）

次式（77），（78）によって与えら



102　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／J、　　）1【　　雄…　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　重2

れる2対の2本の直線を検討することによってうかがうことができる。すなわち

　　　　Z二1：　βZ11一τ・dβZt2十b3．レ【＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）

　　　　Z，：　Ny，一TdBy，十b，＝V’一＝O　（78）
これらのZ、，Z2の直線の方程式の左辺は，それぞれ，（76）式中の左右の両辺の分子に表われ

ているものである。

　　これらの薩線の役割を評価するために，いま，直線恥上に初期点（雪10，雪20）をとると，汐10

は次式の関係

　　　　Gsiio－TaM・1］t／・；r・20－i－b3V　：O　（79）
より

　　　　一一　　＿　　ろ3ア
　　　　11io＝τa’Y2e一β

として得られるが，この雪10を（75＞式中に代入するとY2として

　　　　　　　　1　　　　　　　　　（a－e13‘　一　Seti　‘）　g2e
　　　　Y2　＝　　　　　　　ct－s

　　　　　　＋毒抄一幽圃」1ゾ）

　　　　　　＋鱗｛・一量万解β〆）｝

　　　　　　一筋・〆＋1詣（・一〆〉

を得る。つぎに，同様に（80）式の9i。を（74）式に代入すると，　Y1として

　　　　影轟一（〆一・伽嵩（・〆一βeiJt）

　　　　　　・←・鋤」窪）＋一縄＠一elet）

　　　　　　一・郵〆一篇〆）

（80）

（81）

（82）

を得る。しかるに，（80）および（8！）式で与えられる〃2およびY、の値を（77）式の左辺に代入す

ると，右辺が0となることが容易に証明されるので結局，直線Ll上の任意の点（雪iO，雪20）を初

期点とする軌道は直線L、そのものであることがわかる。　同様にして，（78）式で与えられる直

線L2も軌道となることが容易に証明される。

　　つぎに，軌道の方程式（45），（46）式の特異点は次式の条件

　　　　　傷薯一・　　　　　　　　（83）

によって求められるが，これを（雪1。0，雪2。O＞とすると
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　　　　；：：：＝∵轟．曽藷｝　　　　（84）

として求られる。しかるに，前記のL1と［2の交点が実は（84）式の特異点と一致することは，

（84）式で与えられる雪、，o，　Y2，。が直線の方程式（77），（78＞の2式を共に満足していることで容易

に証明される。

　　実際は，Ll，　L2およびそれの交叉点としての特異点の組ぱ2組あり，1方の組は制御が

Mに対応し，他方の組は制御が一Mに対応するものである。

　　上記の特異点の性質は，特性根α，βの値によって定まり，つぎのように分類される。す

なわち

　　　　α＜0，　β＜0：　∫1又敏上桂斗寺異，点

　　　　α＞0，　β＞〇二発散的特異点

　　　　α＞O，　β＜0510Xα＜0，　β＞0：　鞍音1‘ノ款

　　位相点の軌道は上記0）2っの特異点のうちの現在適用されている側の特異点の皮配をうけ

て描かれていく。これらの軌道の中で，原点を通過する軌跡が2つあって，それぞれ，制御の

符号の正負に対応している。　これら，原点を通過する軌跡は，“制御の切換線”の役割をする

と共に，さらに，最適軌道の最終段階を形成するものである。すなわち，もし，位相点が1方

の制御の支配のもとに運行し，上記の“制御の切換線”上の任意の点にさしかかるときぱ，制
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
御の符号が他方の例に切換えられ，以後はこの“制御の切換線”そのものの上を運行し，原点

に到達することになる。さて，現在の系を，2つの符号のうちの，どちら側の符号の制御に属

させるかは，現在位置している位相点の場所によって定められる。この観点より，全位相面を

前記の2本の“制御の切換線”の各部分の結倉によって作られる1本の境界線で2分割するこ

とができる。もし，位相点がこれらの2つの領域の1方に存在すれば，行なうべき制御は・M

であり，この制御の支配のもとに位相点が運行して，前述の“制御の切換線”上に到達すると

突然，制御が一Mに切換えられ，“切換線”自身の上を運行して原点に到達することになる。

位相点が他の側の領域に存在する場合は，これと全く逆の経路をたどる。

　　一般に，特異点が不安定なものであれば，必ずしも，一L述の欄御によって，位相点を原点

に到達させることが可能ではない。原点に到迷可能なためには，初期位相点はある限られた領

域内に存在している必要があり，この領域以外にあれば制御は不可能になる。この限られた領

域を広めるためには，外部制御の絶対値の大きさを大にすればよい。しかし，この場合は；た

とえ位相点が制限された領域内にあって，原点への到達が可能であっても，安定して原点に留

め置くことは難しいであろう。

　（ii）　Case　2

　　Case　2は補助変数の系の特性根が外部制御の符号の正負に拘らず，共幌複素根の場合で
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ある。この場合には，特性根（57），（58）の根号内が負の場合であるので，特性根は次式のよう

に表すことができる。

　　　　　．，　．．　6’一iw’　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（85）　　　　　B’　一　6’＋ict）’　f

ただし，ここで，δノ，ωノぱ，それぞれ

　　　　　δ儀」昌々辺
　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　．r．　．．．．　．…　一　（86）
　　　　　幽》二匹興1）2迄＋励／・

である。つぎに，軌道の方程式の特性根（59），（60）は同様に次式

　　　　α篇δ一ガω1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（87）　　　　β．一δ＋どω／

で表すことができる。したがって，δ，ωとδ’，ωノとの間には次式（88）の関係があることが明

らかである。

　　　　δ＝一δ！，　　ω＝：一ωノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（88）

　　さて，補助変数の方程式（49），（50）を解いてψ、を求めると，外部制御がMである区間に

対するψ1は次式

　　　　ψ1（t）＝＝Mei’t　cos（tuit十blノ）P・Me　St　cos（一ωオ十θ〆）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（89）

として得られ，また，制御が一Mの区間に対するψ、をψikとすると，貯は次式

　　　　yt　i＊（t）　＝：：　IM”eO”’“tcos（to”rt”’‘＋ti’“）　＝：：　M＊b　e’b“’‘cos（一w“‘＋0”）　（90＞

として求められる。ただし，ここで，星印の附したものはすべて制御が一Mの区間に対する

諸量を示すもク）である。

　　つぎに，勅道は原方程式（45），（46）の趨：接の考察を加えて，現在加えられている側の網御

に対応した特異点のまわりに回転する螺線状のものであることが分る。最適制御ぱ，（89），（90＞

式から明らかな如く，軌道の最初と最後の区闘を除いて，現在の符号に対応する側の特異点の

まわりをπだけ回転し，回転角がπとなるとき，他方の符号に切換えられる鰯御であること

がわかる。制御の符号がかわると，位相点は他方の特異点び）支配を受けるようになり，回転角

がπとなると，再びもとの制御に切換えられていくことを繰返して行く。Case　1と同様に，

原点を通る軌道は“制御の切換線”であると共に，又，最終区間の軌道を形成するものであ

る。位相面は同様に2つの領域に分割されて，いずれの側の制御に属させるべきかが決定さ

れる。

　　初期点，＠1。，92。）に対する状態変tw　Yi，　Y2は（45），（46）式を解いて下式で与えられる。
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（91）

（92）

105

7ヒだし，ここで，δ，6ぱ（87）式のδ，ωにおいて，’vが“fによって置き換えられた偵である。

　（iii）　Case　3

　　Case　3は制御の切換えの際に，系の特性根が2実根と共擁複素根の場合を移動する易合

である。したがって，2つの特異点のうちの1方は節点的特異点で，他方は渦心点的特異点で

ある。位相面は初期点の紘置に関して3領域に分割される。第1の領域は，最適制御のために

まず，回心点的特異点の麦配下におくような制御を加え，つぎに切換線上でHewの切換をうけ

て，節点的特異点の皮配のもとに原点に到達させる領域である。第2の領域は，まず節点的な

特異点の麦配におくような制御を加え，つぎに！回の切換をうけて，渦心点的な特異点の山冠己

のもとに，原点に到達させる領域である。第3の領域は，第2の領域と類似しているが，しか

し，最初の切換えを受けて，二心点的特異点の支配のもとにおくが，回転角πで，幕びもとの

制御に切換え，節点的特異点の麦配のもとに原点に到達させる領域である。

2．4　切換条件式の評価

　　（56）式で与えられる直線は，位相点がこの直線ヒに到来すれば制御の切換がなされる故，

もう一つの切換条件を構成するものである。しかし，前述の如く，通常の原子炉ではこの．切換

用直線は，原点より極めて遠方に存在するので，原点の近傍を問題としている限りは考慮の必

要がなくなる。このことを示すために，直線（56＞が？Jl軸およびΨ2軸と交叉する点（？1、s，0），

（0，ILI2，，’）を求める。すなわち，？Y　ls，？Y2sは（56）式より

　　　　　擁ご鍍：響王1と　㈹

　　　　褥噸事誰毎蕉　　　（94＞

として求められる。通常の原子炉で満足される前述の条件のもとにおいては，（93＞，（94＞で与

えられるYls，？Y2sはそれぞれ，次式（95）

　　　　：1：tlilllliliiil）1　（gs）
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のごとく近似化される。しかるに，これらの値は考えている領域の大きさに比べると，遙かに

大きな値であるので，考慮の対称に入らないことが明らかである。

　　　　　　　　　　　　　　　　3．計算結果と考察

　　緒言で述べたごとく，原子炉の熱および核定数，熱出力値，外部制御の大きさ，ならびに

符号等を広範囲に変え，系の特性および最適制御，ならびに，それに伴う最適軌道を計算して

求めた。Fig．1～Fig．5は系の種々の態様のものについての代表的な例を示すものである。

　　Fig．！は2つの特異点がともに収敏的節点の場合の例を示すものである。ハッチした線は

位相点を1およびIIの2つの領域にわける境界線で，適用されるべき制御ぱ，領域1におい

ては一Mであり，IIにおいてはMである。運行する位相点がハッチした線上に到来すると，

制御の符号が他方の符号に切換り，その後は，ハッチした線EI　8の上を運行し，原点に到達す

ることが明瞭に見られる。軌道の姿はつぎのようである。すなわち，位相点ぱZ2線に略平行

な線としてL1線に近接して行き，　t！線の近傍で急に大きく方向を変え，　L、線を漸近線として

特異点に向・）てゆくことがわかる。Fig．2には，2つの特異点が発散的特異点である場合の例

を示す。前述の如く，最適制御によって，位相点を原点に到達させ得るためのある有限な領域

が存在することが見られる。Fig．3には，2つの特異点が共に収敏的な渦心点である場合の例

を示す。ハッチした線は同様に，位直面を2つの領域に分割し，行なわれるべき制御の符号を
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Fig．　1．　Switching　Boundary　and　Optinum　Trajectory　in

　　　　Phase　Space　（Two　Nodal　Singular　Points）
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決定している。Fig．4には，2つの特異点のうちの1方が収敏的節点，他方が収敏的渦心点で

ある場合のSchemaを示す。3っの領域の分割がなされ，それぞれに異なった制御方式がある

ことがみられる。Fig　5にはこの場合についての実際的な例の！つを示す。

　　以上要約すると，本研究ぱ，具体的な原子炉について，外乱によって嵐力平衡点よりつれ

た状態を，最適時間で出力平衡点へ復帰させるための制御を求め得る極めて具体的かつ実用的

な一つの研究であると考えられ，さらに，より全体的な領域（非直線の場合）に対する最適制御

への訴価を与えるものであると考えられる。

1 M一炉一納

巫 一鱒一一　ト4

、、

A

k7　‘｝嚇一三＿ギ戸　　　　　　　　　　　’1　　　　　　　　　　　1’　　　　　　　　　　　　　　　　　　7「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ii　　　　　　l

　　（図）　　　　　　防

　　　　　　　　　　1
　告・ら芳一・。・十一一・・騰一・・0，X－O・・1

Fig．　2．　Switching　Boundary　and　Optimum　Trajectory

　　　　in　Phase　Space　（1’wo　Nodal　Singular　Points）
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Fig．　3．　Switcliing　Boundary　and　Optirnum　Trajectory

　　　　in　Phase　Space　〈Two　Focal　Singular　Points）



IQ8 小川雄一
18

F董9・4． Switching　Boundary　and　Optimum　Trajectory
in　Phase　Space　（One　is　Nodal　and　the　Other

is　Focal　Singular　Point＞

旺歪謝
V　／　ダ　F　　ズ 跳

　　　　　　　　　、
@　　、　　　　　　　　　　　　　、
@　　、　　　　　　　　　　　　　、
@　　、　　　　　　　　　　　　　、
@　　、　　　　　　　　　　　　　　、
､　　＼　　　　し、　　　　、　　　　　　　　　　　　L

@㍉　　　　　　　　ヤ　、　　　　　　　　　　　　　ヒ

（一M）

／’

一　、　、

@　、

　　　　　　1　　　　　　　　　　　、
@　　　　　L　　　　　　　　　　　1’・規　　　　1　　　　｛

Q（M）　1　　⊥へ【、

’ l　　　l　　　　｝1強
1　＼
A　、、＿’

@、
@、　、

@、、

P

　ノ@！

Ar　一　’

〆　　　　　　　　　、，　　　　　　　　　　　　、　　　　　、

閨@　　　　　　　　　、’　　　　　　　　　　　　　　、

@’　　　　　　　　　　、

　　　　　告0・帰一一・。，吾一・0・争一・，二一〇・1

Fig．　s．　Switching　Boundary　and　Optimun｝　Trajectgry

　　　　　　　in　Phase　Space　（One　is　Noeal　and　the　Other

　　　　　　　is　Focal　Singular　Point）



19 2癒の自己帰還性を有する原子炉の最適時間制御 109・

参考文献
！）

2）

3）

4）

5）

6）

7）

8）

Pontryagin，　L　S．　et　al．：　“The　Mathematical　Theory　of　Optlttul　Processes”　（1962），　Wi｝ley．

Andreiev，　V．　N．　et　al．：　At．　Energ．　7，　363　（1959）．

Salle，エLa．　et　al．：“Stability　by　Liapunov’s　Direct　Method”（1961），　Academic　Press．

Ash，　M．　：　［‘Nuclear　Reactor　Kinetics”　（1965），　McGRAW－HILL．

Bellman，　R．　E．　et　al．，　“AppHed　Dynamic　Programming”　（1962），　Princeton．

小川＝日本原子力学会誌，7，6（1965＞．

Ogawa，　Y．　et　al．：　」．　Nucl．　Sci．　’1”echnol，　3，　／1　（1966）

小Jil・小沢：北大工研究報告，　No．　41（1966）．



llO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ij、　　jll　　雨戸　　一　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Appendix　A

　　〈1），（2）式の積分方程式型運動方程式は次のように（4），（5）式の微分方程式に変換される。

すなわち

　　　　　zv　（t）　＝＝　一一f一，一ti一一g・il＞一1一一　ig　w（t，）　ex，　（一一一：’li！zt’）dtt　〈！）

　　　　　p（t）　＝＝　a（t）＋2！i］zv（t）＋FS：　nv（t’）　exp（一一LI’；glt’）dt’　（L？〉

式において，（1）式より

　　　　　・（t）＋論∫1測（t’）・x・（一孟譜）dtt　　　（APP一・〉

を得，これと（2）式の右辺とを等値して

　　　　　Sg　w（t’）　exp　（一　一｛　i－i，一t’　）　dt’

　　　　　　　．＝　一！1’32ilE2－W（t）　［B－o（t）一E・w（t）一Fi：　zv（t’）　exp（一一一t一一ti一，t’　）　dt’］　（App－2＞

を得る。いま

　　　　　号一A・β一姻のω　　　　　　　（APP－3＞

とおくと，（APP－2）式は

　　　　　Si　w〈t’）exp（一一te．z，（Lt’）dt，

　　　　　　　＝＝　Aw　（t）　［D（t）一Ew　（t）一F　Sg　w（t’）　exp　（一一4：’il：t一’　）　dt’］　（App－4＞

となるが，この式¢）両辺をtで微分すると

　　　　　一一il」　S；　xor　（t’）　exp　（一？’t’　）　dt，＋．（t）

　　　　　　　一州際しE響）＋÷∫1測（・）・・p（一一与つ・・一Fω（t）］

　　　　　　　4劉D（t）一E’w・（t）一F∫：w（・）…（ギ）dtt］　（APP－5）

を得る。（APP－5）式の左辺に（APP－2）式を代入して整理すると

　　　　　∫：w（・）・xp（」≠）d・［同一÷）AFω〈細F－E（劉

　　　　　　　一・¢）（一一t－AF　　re）榔）｛み馨（‘L囲4書弁）｝

　　　　　　　＋　（H2AE）　．　（t）　一f（：’z5！IL；t）　＋　AD　（t）　一d：’　IXE）一wft）　（App－6）
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を得る。

　　（App－6）式において

　　　　　緊罷才翼瓢■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（App－7）

　　　　　∴∴∴一計L働1

とおくと，（APP－6）式は

　　　　　1：　xv　（t’）　exp　（一　一！　［’？：El－t’　）　dt’　［etv　（t）＋AF　一！l！l’d”一t（t）　］

　　　　　　　一・f・v・（t）＋G（t）・w（の＋A4書鼎・w（t）＋H’w（t）響孟〉．’＋・AD（t）豊（互

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈App－8）

となる。（App－8）式の両辺を再びtで微分すると

　　　　　ト÷∫：w（・）・xp（4）d・’＋w（t）］　［etv（細F勢判

　　　　　　　＋［∫：・・（・〉・・p（一塁）…］レ撃＋AF一空判

　　　　　　　＝一・2fw・（t）一豊磐＋G（か可溶＋4薯1孟〉・xv・（t）＋A－td／t＞・一四声

　　　　　　　＋A4霧！塗・w（・）＋Hw（μ農¢〉÷H｛響）｝2＋AD（磯！互

　　　　　　　＋AmmEL．gefift）．mE（：．z5Q（t）

を得るが，これをまとめると

　　　　　∫：w（・）・xp（∴〆）d・’卜樽町（一今F＋・）撃＋AF一勢劉

　　　　　　　一…（t）・＋｛零下＋A一時霧妙｝・・（t）・＋（・f一・AF）・w・（t）4雛

　　　　　　　＋｛G（t）＋・A4警オ）｝稽響＋H｛一E（1一￥Elt）一｝2＋Hw（t）4蕃！の一

　　　　　　　＋蜘離）　　　　　　（APP－9．）

を得る。（APP－9）式において



i12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　小　　川　．雄　　一

　　　　　　＿……e．7一＿＿工一上＿一1．勲ぞ．＿J

　　　　　　　T　TkTo　r／　R

　　　　　　一一嬰一＋e一÷一？・響婦

　　　　　・f－AF一一一誓3τ洗N

　　　　　謂しΩ

とおくと

　　　　　　t　．．，　／　t－tt

　　　　　　o　　’　＋　x　r

　　　　　　　　　　　　　　　甥の＋A…《i謬互　　　　聖μ

　　　　　　　　iAD（t）≠の響磯　曙

となる。（APP－11）式の両辺に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　4裂’〉・w（t）÷Hw（の一顧盆＋AD（t＞鰯の

となり，積分の項は消去される。（App－12）式の積を分解してまとめると

　　　　　　4譜！　　　　　　　　　　　　　4書薯）

　　　　　　　　　　♂ωω　　　　　　　　　4測ω

　　　　　　　　　　　dt　j　IA““lJ（　dt

　　　　　　　　　dw　（t）
　　　　　　　　十
　　　　　　　　　　dt

　　　　　　　　　　d’iev（t））2r　A　ntA　r，　A　i）nf．i　i　n　A27r　dD（t）

　　　　　　　　　　　dt　｝1　AUIUILl“AuKuy　1“tk一　dt

　　　　　　　　　4ωω　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dD（の
　　　　　　　　十
　　　　　　　　　　flt　LV　LUI　L　V　kVl　A　AA”　kU／UlL．N一．　tU／t一一一v　dt

　　　　　　　　＋AF礪鮭÷A・F　4劣1孟LAμ書1’）

　　　　　　　　＋w2（t）

を得る。

　　いま，（App－13）式において

　　　　　　　　　　　　　roE

　　　　　　　　　　　　　B

　　　　　　　1訓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（App－10）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝

∫頭・）・xp（　）d・［義酬一面＋AF‘劉

　　＝・一一・ω・（の＋｛　　　｝酬Nω¢）

　　一一　｛G　（t）　＋　2A　一gg：tl＃Ilit）m｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（App－11）

　　　　　　　　　　｛　＋AF響の｝練・て，（APP－8）式の関係を適用すると

［f．2（t）＋G（t）　．（t）＋A　＝dftlll！gL（t）　．．（t）÷HT．（t）　一t”d－t一（g？一＋AD（t＞　一gig’　z5Q－wit）　］

　　・［嫡＋・響〉細論）1　　　　（APP一・2）

　　　　［（fAF一　eH）　w2　（t）　＋　｛AF　G（t）　一e　AD（t）　＋　A2F　一E（itl｝e）一it）　｝　ze，　（t）］

　　　｛一fiLvd．＃t2一）　｝，3　［HTAF］　＋　｛m4，ag2（EZ－t）　｝2w　（t）　［　一　m＋　eH＋　NAF］

　　　　　　　w（t＞2　［一　ff＋eN－eAF－H」］　＋w（t）3　［一f」一eZ］

　　＋｛｝2卜AD（t）・・＋・AFG（の＋・A・F　］

　　　　　　　・w（t）　［一G（t）　i一　AD（t）　」＋　eG（t）÷2Ae

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］

　　　　　　卜G（嗣・響＋・響÷・A　一！t’1；Z！g；ll　）　］　（APP一・3）

HAF　一一　（一2－Ili’；lt－E　）・｛li’L　F　一：　一2　一！1’i　ltl　2＝　A｛　（App－14）

22



　　　　　2．腫の自己妬｝f駐｛生を有する三票二r炉の∫二曲日寺1薪if樋復1

－HI÷eH－i－AJAF

一（一・．劉（計ζ）・．箔F．＋（寄や・ず…（一・劉

　＋（一38斗ヂ）・彦一F

一←一二一一．三聖」ガ・・）Ω蝿

イア÷e八L‘・AF一田

…（÷一響．）儲一1り一τガ．鴫・そ．）．・τ疹況・（一一響

一C∴一．D酌2《一・．㌔β．）（一）IC寄謄）ず．

　一（一詣一重召・一脈一÷．籍．一1一｝．警）Ω司≦

一fJ－e2

　”“’　一　（1　ny　tLo］　一　’Y／／　il’）　〈pt）　’；”’　（　i一　1　）”：L＆．E”一’一（（’　i’　一’1’）’…：’一’£）E’1’｝2

　一．凄（E＋・F）C三一）Ω一・曳

一蜘・＋孟FG（の＋・・1・F4髪処

一一一ｼ＋蝋計1）・ヂ
＋ヂ（一）　”．1it’i　｛po＋t‘（t）｝＋2　（’　T．oO’）2F（→・響・・

一［C・搾＋・・惣・，り＋（一・毒．聖）姻一・．．汐・鰯’！

（App－15＞

L3，：ii．，．wwF．．．）

（App－16）

（App－i7）

］（2　一一　AC，

　（App－！8＞

113

一G（t）　f一　AD（t）　」｛一　eG　（t）＋・A・4四聖F一一響

　＋A・F響しみノー響

一ゐ｛・・榔）｝（計．ξり・…二一智一

＋（・嘉・号）一…：”bE．一．（一〉毒｛・・÷・・（の｝

＋・．
W・（1　　1し。　　　し）・…ず一（一〉喉’）＋一二一1’　zt　（t）｝

一［｛砦一（÷睾ラ＋1偶＋1（一瞬り・・（の

一．
P．・響一音・一勇劉Ω一Al

｛β一・　綱｝（一）÷（÷そ）一響

（App－！9）
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とおき‘

の置換を蕎なうと，（APP－！3）式は

　　　　　　　　　　　　　　ノ」、　　ノ1【　　屑叢　　一一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　24

－G（t）　」一・gl，J．4髪1⇔÷ひ喉‘Σ舶一望オ）

　　　結｛・・＋姻｝（一）↓侵．一1）・響一音・

　　　　（’）　1一　（・一／6…一一1＞・一rk－F　（一）．ds．；，t，〉．．

　　　÷Q塁）・lr（一）毒・．響烈＋c濡…Dτが・謬．（一）4整

　　　一晶晶（”1　’o’H　1　）“｛H’　b”　’1　（”／’，”一　1）｝　”（‘）

　　　＋｛一IC二一動整．＋｛一1《・一辛）｝d劉一夙（APP－2・）

fAF一　el／

　　　一（E　TeFpJ　3）・響．一儲一の・吊F（一）・．票

　　　一ぐ号一．誓・磐．τ捗星）9　一・　A6　　　　（APP－2・）

A　FG　（t）　一　eA　D　（t）　＋　A2F　一｛（itlilSQt　t）

　　一薯一（一）ρ学LG森一ポ）・r弩｛β一・・一（t）｝

　　．　（．．：　e．．）　2．　F．　（　rm　）　42‘　S‘’

　　：：：：［｛一・＋．？一悠一聖．｝＋（1　roS　T・）・・（弓・4劉（2・一・　A6（APP－22＞

また，次式

xv（t）＝」v2，　T－E（」i－lit〈一！）一　一＝　：vi　（App－23）

砦1

堂［（π畿）四二飽†幽・鋼瞭（学渥趣1ぞi糊鰻
　　　　　　　　　　　　　　　ぎ陣昇λ6あ；1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（App－24）

に帰せしめられる。

　　さて，（App－24）式において，さらに，つぎの関係，すなわち

　　　　　占・薪一・言・！；：．．　＝　A，
（App－25）
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・6．・幽一器．灘（・E＋・・F）・・…A・

．6…・A6一鼻「髭（・E＋・・F）＋妻一（E＋・F）一A・

．ゐ一・飴凄（E÷・F）（・一却嗣・

…6・穿一号＋2｛｝（！＿丑9．．t　　　s）一21・聖・（の

　　一2壱・｛1酬の一A・（・・）

透・Al尋一・劣÷剃・÷紛一雲一（2　十　．．t．．P．．　　　r）か・ω

　　一塁・毒・綱÷一ゐ．・・τ・（t…一　A・（・・）

6・剛）「鼻．（・一．，z”eM）一一嵐（レ晋）u（の

　　「嘉（・一｛め力石（・一｛り・・醐一三

6＋号一ゐ・聖（？．，E十TF）一一　A・

6．Al詞＋聖（1＿ム　　　　s）一青聖・・（t）一二・聖蒔姻

dx，

（App－26）

（App－27）

（App－28）

〈App－29）

（App－30）

（App－31）

（App－32）

（App弓3＞
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を導入すると，吟pp－24）式は

　　　　　　　　　五1擁輔・塵・±4・興国＋A・X；÷A・＠〉遺＋4蔓（u）　xlx2　＋A7　（u〉瞳

　　　　　　dt　一　A，x3＋A，（zt）x，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（App－34）

となる。一ヒ式は誘導しようとする（4）式と合致し，かくて誘導の目的が達せられた。（5）式は

（App－23）式の関係から容易に求められる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Appendix　B

　　制御反応度lt，および，その変化速度27，ならびに，変化加速度廊の！次結．含によ・って表

される新しい1つの制御量’r・，，すなわち

　　　　’t・，　＝　u　十　ri7　十　rTeii．

を導入したいぎさつは，つぎのごとくである。すなわち，もし，．Er一記の3つの制御パラメター

tt，～；，　i（’ ｪ亘に独立なものであると仮定できるならば，最適鋤御は比較的容易に求まり，それ

は，3つの次光によ・）て表される捌御領域の頂点間を移行する制御であるとして得られるであ

ろう。しかし，上記のような仮定を設けることは明らかに許されないので，このような制御方

式は適当とされない。

　　つぎに，3つのパラメターのうちdiのみを制御パラメターとし，　Zt，　z？は鰯御ilによって

支配をうける状態変数とみなす方法が考えられる。しかし，この方法では，状態変数の次元数

が従来のものを加えて，著しく高められ，問題を不必要に複雑にし，実際の制御方式として適

当でないと考えられる。

　　以．ヒの理由嬉より，前述の’vを制御パラメターとする制御方式を採用した。この翻身方式

においては，z．，の値は，’v≦Mのように制限されているが，　u，77，滋に対してぱ，直接の制限

を行なっていないように見える。しかし，t｛，〆，　ttlの絶対値は，その全制御過程中，　Mに依存

してきまる網限値，璃，ル為，Atf3の中に，それぞれ，制限されてしまうことを示すことができ

る。又，逆に，A4，，1｝’f2，ハ4§を与えるとき，　tt，〆，1？・の絶対値をこれらの値の中に制限するよ

うなMを定めることもできる。これらの事実は，．1二記の制御方式が実現可能性を有するもの

であることを示している。

　　以下に，これらの諸制御パラメーターの有隈性を示し，さらに，A4と，　M，，　A42，　A43と

の間の関係式を導くことを進める。

　　（53）式より明らかなごとく，最適制御は，制御パラメーター’vに関して，その絶文す値がM

であるところの，“Piecewise　Constant　Control”であるので，制御過程中におけるu，　z2，12の

変化の模様は次式

　　　　z’eτIZ十τz？十u＝＝1）4　　（制御がMに対して）

　　　　τo謡÷τ〃÷z4＝一A4（制御｝が一Mに対して）

を解くことによって知ることができる。上式の特性根は

　　　　ki　at　一”tt／L’b”’　（i＋do）

　　　　k2　＝＝　nt　ti”　〈1－do）

ただし

　　　　d。尋両三1－

　　　　　　　　　　L

（App－35）

（App－36＞

（App－37＞

（App－38）

（App－39）
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として得られるが，（25）式の条件より，明らかに両根は負の実根であることがわかる。

　　いま

　　　　　u，（O）　：・・：　et．e，　e7（O）　＝＝’・　u6　（App－40）

として（APP－35）式，および，（APP－36）式を解くと，次式が得られる。すなわち

　　　　　七一童諜瓦・・’μ倉螺1五幽M　　（APP－4・）

　　　　　鋼一一・μ低い》・’穐舗綴…璽〆・・　　（A・P一・2）

を得る。ただし，上式において，A4は（APP－35）式の解に対しては十A4，（APP－36）式の解に

対しては一Mを採用するものである。つぎに（APP－41）式と（App－42）式においてtを消去す

ると，tt，　z7を座標とする位相平面上における綱御軌道の式

　　　　　［繕縄三射㌧卜鮭亀辮rr　　　（A・圃

を得る。

　　簡単な証明によ！），（APP－43）式の両辺の大括弧内の分子より得られる。次の2直線

　　　　　i？　十　k，（ハ’1　一　u）＝一＝0：　L，

　　　　　27＋k2（M一の＝：0：　L，

は互に，（APP－43）式の平衡点（IM，0＞において交叉し，また，　LI，　L2自身が軌道の一部である

a2

1

s

／r

g
l一一一一一一一一一

1
1t

il

N

c，t

　　　　　　　　　　　l

Fig．　6．　Trajectory　of　Controi　Parameters　in　Phase

　　　　Space　（u，　t’t）　（for　Fixecl　Value　of　’z，）
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ことがわかる。

　　Fig．6に，初期点（Uo，，t6）を種々に変えたときの制御軌道を画いてある。図中において，

実線で画かれた軌道群は鋤御がMに対応するものであり，また，点線で画かれたものは綱御

が一Mに対応するものである。（25）式の条件より，（A4，0）および（一M，0）の2つの平衡点は

収敏型の節点であることがわかる。また，図において，太い実線と点線で画かれた2本の線は

それぞれ，制御がMと一Mに支配されていて，しかも相手方の平衡点（一M，0），（M，0）を

初期点とする特定の軌道であり，（APP－43）式より，下式として得られる。すなわち

　　　　　［”＋纂炉竿［’7＋雛〃）r　　　　（APP－44）

　　最適制御ぱ，最初は無制御の状態より出発するので，制御軌道はFig．　6の位相面の原点よ

り出発される。したがって，位相点が平衡点に到達する以前か，あるいは以後かにかかわらず，

最：適制御切換をうけて，制御軌道が変えられることがあっても，軌道ぱ常に，（APP－44＞式で

与えられる図法の太い線で示される卵形の領域内にとちこめられることがわかる。この事実は

制御パラメーター，u，22の値は常に有界であって，そ0）制限値M，およびM，の値はMの値

によって決定されることを意味するものである。この故に，U，？？の絶対値の最大値M1，ハ4，

の値は太線の軌道上の点において得られることが明らかである。tをパラメーターとした太線

の軌道の式は，（App－41），（App－42）式において，初期値を

　　　　uo　＝　一．tM，　u6　＝：　O

とすることによって，次式のごとくに得られる。

　　　　・一骨［（・一d・）即題幅）♂・1洲＋肩　　（APP一・5）

　　　　〃離1一・端α←㌦・｝押／　　　　（A・P－46）

さらに，これより，露はつぎのようになる。

　　　　di　m　一ttM．F，一　［a＋d，）　e一’　2k　‘i’i’tto）‘Ha－d，〉　e”2：1’1　（i”“to）t］　（App－47）

以上の3式より，u，　z2の絶対値の最大値，　M1，鵡を求めると

　　　　Mi　：＝M　（App－48＞
　　　　瞼饗儲：）挿》熟＋》1票差：｝　　（A・P－49）

を得る。同様にして，この軌道上におけるiiの最大値M≦を求めると，それは，（一M，0）の

点において得られ，その値は

　　　　Ms　一＝　4M＝一　（App－so）
　　　　　　　　LLO
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として求められる。しかし，（APP－50）式で示される値は必ずしも考えられる領域内の最大値

を示すものでばない。　したがって，毒の有界性と，その絶対値の最大値Mを求めることを進

める。

　　πの有界性を示すために，まず，制御がM「である側に対して考察を進め，（APP－35）式よ

り得られる27の値，すなわち

　　　　　・騰［M一（・細］　　　　　　（A・P－5・）

の絶対値を最大にする条件を求める。いま

　　　　　一（w？　1一　u）　一h　（App－52）
とおくと，（APP－51）式は次式

　　　　　dr’．一一：L．　（M－i－h）　（App－s3）
　　　　　　　rro

のごとくなる。したがって，問題は，Fig．7に示すごとき，（u，21）平面内において，　hをパラ

メーターとした次の直線群

　　　　　｛ーユ　　　　　　　　　　　 （APP－54）

　　　　　　　　r　　　T

のなかで，太線で包まれた卵形の領域を通るもののうち，ltの値を最大値hm。、とする直線を

求めることに帰する。この直線は，図に示される，太い点線の軌道に接する直線であり，また

この接点において，itlの値はその最大値

　　　　　M3　’”　’on．，．’mu1．，i．iErm’　（IVf＋hmax）　（App－55）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a

hmax

：r

一ゐ

眉職　　一N＼
、＼　　　　　　ゐ
@＼　　　｝一τ　　、　　　、　　　、　　　　、　　　　　、

〃＼ ~　1　　　　　　ノ

　痘職一　τ

　　　　　！@　　　！　　　　’≒、　一　＿　一　一

Fig．　7．

hmat

Determ，nation　of　the　Point　where　Acceieration

ti　has　its　Maximum　Value
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となることが図式によって求められる。解析的にiliの最大値を求めるには，（App－45），（App－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
46），（APP－47）式を使用し，太い点線軌遊．i’1：において，匂配が直線の匂配一．に等しくなる時
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丁
刻t3を求め，このt3を（APP－45＞，（APP－46）式に代入して，接点におけるlt．，2？を求める。す

なわち，太い点線の軌道に対する匂配は

　　　　　．霊・一号．二三纏｝庶壁‘　　　　（A・P－56）
　　　　　　　　　　　騙し0

　　　　　　　　　　　1
であるので，これを一　　と．等値して
　　　　　　　　　　　r

　　　　　≦鶴諾四号；3　　　　　　（APP－57）

を得る。したがって．h式よりt3は

　　　　　t3＝’t－t，　log［s］一…1‘d－O－logls］　（App－ss）

となる。

　　ただし，［5】は

　　　　　［・］諾蠕に舞　　　　　　　（APP－59）

である。（ApP－58＞で与えられるt3を（ApP－45），（ApP－46＞式に代入して接点（lt，，7．7，）を求め

　ると

　　　　　偽一㎜1卜（・一・・）・［・1一期＋・）［司一M　　（A・P－60）

　　　　　癖響．1試一国．㌧諭］　　　　　（A・P一・・）

を得る。これらのtt。，77b’を（APP－52＞式に代入すると，ノz、。。。は

　　　　　々maゴ黒一（τ2総÷㊨

　　　　　　　　一・逗留国．．泌一．弱国罵1＋A・f　　（A・P－62）

　として求まる。故に，麗の最大値A4，は（App－55）よリ

　　　　ト焉［・・．些訥】．．㌔壽一課r司…　　　App－63＞

　となる。

　　Fig．8に制御パラメーターの変動の過程が，　ltと廊を座標軸とする平面上ξこ示されてい

る。謀の値は，U．，9？と同様に有限な領域内に制恨されていることが児られる。

　　つぎに，若し前記の直線（App－54）が有限な太い点線の軟道の途中では接しない揚合は，そ
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の軌道：の端の点（A4，0）において，　卵形の鎮域

に接する直線が選ばれる。この場合は，ijの最

大値は，（A4，0）点において得られて，（APP－50）

式で示すM｛となる。

　　制御が一Mである側に対しても，Mに対

すると同様の結果が得られる。

　　以上を要約すると，糊御パラメーター’Vを

有’界な：領域（一ハ4≦・v　S：ル4）に制限すると，tt，，

17，廊の値はそれらの絶対値が，それぞれ，M

の値に対して決められる制限値璃，A4，，　A，！，の

以内にあるように｛i司限され，また，逆に，ll，

Z7，πの絶対飽の制限値して，それぞれ，　A4，，

ハ42，ルちを与えると，　’vに対する郷限僖ハ4ヵミ

決められる。　この事実は’Vをパラメーターと

する制御方式が実現可能であることを示して

いる。

　　個別パラメーターVに対する制限値2Mの

麓は次に示す不等式のすべてを満足するように

決定される。

．一’
’一’

T1i・i

y／x
　ii
　　　　　　’x

二k響藝こ二・「

　　　i　ii　ji’X　ii
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　　　x
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x
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N
i
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