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自由端に剛体を有する片持梁の振動に関する研究

　酒　　井　　良　　男＊

　張木武士＊
　　1⊥l　　ii碕　　　　　芋谷＊

（B臓泊143脅三5月3！　日受還の

A　Study　on　Vibration　of　a　Cantilever　Beam　with

　　　　　　　　　a　Rigid・Mass　at　the　Free　End

Yoshio　SAI〈AI

Takeshi　AOK：工

Yutaka　YAMAZAK1

（Receivecl　May　31，　1968）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　NVith　regard　to　vibration　of　a　cantilever　beam　with　a　rigid－mass　at　the　free　end，　we

found　some　difference　between　practical　periods　and　bending　theorゾs　periods．　Especially

case　of　second　and　third　mode　periods　this　effect　is　very　remarl〈able．

　　　With　respect　to　this　point　a　theoretical　equation　was　introdnced　in　addition　to　the

bending　theory　of　beams　considering　the　effects　of　moment　of　intertia　and　secondary

stress　of　bending　caused　by　the　vertical　／force　assuming　that　the　beam　has　not　small

deformation．　Model　testing　of　the　above　was　carried　out．　The　values　of　theory　and

test　were　in　good　agreement．　We　suggest　that　these　considerations　are　indispensable

when　we　calculate　the　high　mode　periods，　in　top－heavy　structures．

§1．　序

　　　筆者は20数年前より此の闇題に興味を持ち乍ら果し得なかったが，昭和30年度阿部1無ll三雄

謁の卒業論文において，梁部分に対して種々なる大きさの質点を有する場合の曲げ理論につい

て，その周期の変化を述べた。しかし或る大きさの剛体を付けた時はその周期につき実験値と

理論値とが一一致しないこと，特に2次，3次の二期においてこの影響が著しい。

　　　これらの理論については古くティモシェンコがその名．著工業振動学において，剛体の慣性

モーメンi・及び勢断力の影響を考慮した場．合の式が示してある。本実験の場．．合には勢’断力の影

響は小さいので省略した。それよりも梁が相当変形した時の剛体の鉛直方向力による2次的曲

＊建築工．学科
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げ応力による影響が大であることが分った。この応力を簡単に以下2次応力の影響と仮称する。

　　即ち本論交は普通曲げ理論に加うるに剛体慣性モーメント及び2次応力の影響を考慮した

理論式を求め，停る模型実験にこれを適用した場合の理論値と実験値を比較検討したもので

ある。

　　この結果より高架水槽，高架高速道路などトップヘビーの構造物岬ち置換バネ常数に比

し，項都の重量や慣性モーメントの大きい構造物では固有周期の算出に当り（特に1次ぱ勿論

2次3次等について）慣性モーメン1・及び2次応力の影響を十分考慮する必要があることを7Jく

した。

　　　　　　　　　　　　　　　　§2．　理論式とその解

2．1　理論式

　　梁の曲げ理論によれば周知の如く，擁み曲線と曲げモーメント減との関係は（1）式で表

わされる。

　　　　　揚一一募／｛・＋傷）2｝書　　　　　　　　　（・）

　　今（吻／ぬ）2が！に比べて無視出来る場合は（2＞式となり一一一A般にこの式が用いられている

［（1）式の解についてはTaylor級数の展開と摂動法によf）て解くことができることは既に筆者

が示してある。猶今回の実験においてほ（2＞式で充分であるので敢えて（1）式を用いなかった。1

　　　　　謬レ礫　　　　　　　　　　（・）

　　又梁断面の曲げ剛性EJが・一・・一様な場合には下式が成立する。

　　　　　募一一協饗…謝　　　　　　　 （・）

　　’tVは一般に荷重に相当するものであるがwにつき次の3つの場合を考える。

　i）運動体の慣性力

　　慣性力を考えると

　　　　　　　　　ハ　　　　　…一一・・隈

　　ここにρは線密度，αは断面積　（第1図参照）

　亙i）剛体の慣性モーメントfGを考慮した場合

　　　　D」ト聯L・・．、銑．

従・て肪一門聾・

故に　　　’w2－0

（4）

（5）

（6）

（7）

1彪

M8

9a
E　J一

fし

　e

第1図
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　iii）剛体の鉛直方向力による2次応力の場合

　　　　s）〕i3・＝M9（？」　1，　一　2LX）

　　　　　　　　　ら　
従・て鮭M・募

　　　　　　　　　ら　
故に　咋吻一経

　　以上を綜合すれば下の（11＞式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　ら　　　　　”週・・＋砺＋襯一一ρ・誰一＋Mσ器難

　　依って（3）及び（11）式より，剛体の慣性モーメント及び2

次応力の影響を考慮した理論式（12）を得る。

　　　　　券＋器誰一悪象一・　（・2）

但・仁撫麟籍ll翻
2・2　境界条件

　　境界条件としては次の4つの式で与えられる。（第！図参照）

x＝o； 薄ｶll

　　・；　＝h・撫一一つ子器鑑

　　　　　　　雰一一器離・＋砦一艦

2．3　理論解

ノ

第2図

理論式（工2＞を（13）～（16）の境界条件を考慮して解くと次の如くなる。

解・一
oA　（cos　m2x－cos　h　7nix）＋B（・・一藷・・・・…）｝…ω’

ここに．

　　A　＝　一．um．．．．um－ww．一，．．．．一．．um．．rR一”hrm一．mhmm．．一ww．一mufi．．一…．．一．．．

B＝

周期式

一蜘…21・練・・1・励÷需痂場（…2s・・酬紬h・励＞

　　　　　　　　　　　　　R
・細・・、・柳・・2S・・幅備畜痂・1（・i・m2h－1一…伽、h）

Rは原始条件かう定まる定数である。

〈8）

（9）

（10）

（！1）

／

11

（13）

．（14）

（15）

（！6）

（17）

（！8）
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　　　　丁÷一．爺》齋

ここで’rZLb　7Zt2は次の2式の交点として求められる。

　　　　・・一，傷・痂万、・

　　　　　　　え
　　　　？」2　一rm　一一一一一一

　　　　　　　pt

　即ち　？Jl一腕

　但し　λ＝（mt十m2’〉（1十cos’i？z2hcosh〃tlh）十ノn1〃12（mi一〃il）sin〃～21zsin〃エ11z

　　　　　　　一斗／ρct×〃31ηzl（〃遅＋励（・12t1・c・s〃z21以sin勧z、／z＋ノil・，　sin〃z2hc・shntih＞

　　　　　　　一（Mg／EJ）2

｛〃畷［・・／・・X・m？〃b2a｛・〃・1〃1・・（・・s1〃・h×・G・・〃1／　・）＋（・ng一〃紬・…h

　　×　sin　lz　7n2h］　一　（7n2i　＋　7n：）　（・in2　cos　？n2h　×　sin　h　ntih　一　ini　sin　nt2h　cos　h　7nih）］

〈！9）

（20）

（21）

（22）

（23）

（24）

4

式は一一・見複雑であるがGraphic　Solutionに依るか電子計算機に依れば容易に求めることがで

きる。

　　　　　　　　　　　　　　　　§3．　模型実験

　　以一ヒの理論式と実際とを比較するため第3図の如き板バネと重錘とを組み合わせた．模型実

験を行ない理論周期式の結果と実測周期との比

較を行なった。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r
3．1　模型実験　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「　　’一

　　板．・ネ及び麟の詳糊次の亥、，くであ、．　　　［i

（第3図参照）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　バネ；鋼板O．95　mm厚

　　取付アングル；黄銅3．Omm厚

　　止めビス；3．O　mmip

　　穴径；全て5．Omm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R

　　EJ　＝＝　8．247　×　105　gr　・　wt　・　cm2

薫錘icl（mm＞…重量（9・）泌（9…m・）

一

猛
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　　第1表　　　｛笈　バ　ネ　の　響ミ　諺：llJチ翔　．IVi馨乏
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ナ。、無；τ
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　　．．．Cs．．．e．．，s．．）．，．，．，，，．．．．，
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第2表 板バネの理論周期表
　　　　　　　　　　　E＝2．31×106kg／cm3とした場合

弱’　カ［1　弔苛　重

igr一・一w－t．）．．．．

1＠

　1質点系と．し

ての解
　　　　tS－tc），．，．，，，，，，，，，．．．w．

O，0504

陣藩臣露出蒲田鷹野㎞）

e

i次
2

3

4

o．ese4

0．eo7g

o．eo2g

O．0014

o，eso4
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0．0029

0．ee！4
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0．OO14
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0．OOI4

40

1次
12

3
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290
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2

3
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0．0028
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470
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3．2　実験による実測周期

　　上述模型を次の3つの場合につき実験を行ない夫々の周期を測定したのが第1表である。

表中ナット有り，ナット無しとあるのは付加荷重を板バネに取り付ける際あの回転中心が取

り付け中心と一致する如く考慮した場合がナットを入れた場合である。この影響は高次周期に

おいて差が出ていることに注EIされたい。

　i）板バネを水平に保持し，上下に振動させた場合

　ii）板バネを鉛薩に保持し，付加錘を一ヒにつけて水平に娠動させた場合（compressionが板

　　　バネにかかる。）

　iii）板バネを鉛直逆さに保持し，付加錘をつけて水平振動させた場合（tensionが板バネに

　　　かかる。）

3．3　理論式による周期

　　模型につき夫々の諸元を用いて次の5種類につき理論周期を求めた。

　i＞　1質点系としての解；丁匹》δノ5

　　　　δ；水平重力による質点の変位　（cm）

　ii）弾性棒端に質点カミあるとしての曲げ振動解

　iii）　ii）に回転慣性を加えた場合

　iv＞iii）に引張による2次応力を加えた場合

　v）iii）に圧縮による2次応力を加えた場合

以上の結果を表示したのが第2表板バネ理論周期表である。

　　第2表より次の結果を得た。

　　！．質点重壁Mσは当然乍ら1次の園有周期に大なる影響を及ぼす。故に1質点として計

算してもi）～iii）の場合には殆んど同一の結果を得た。

　　2．しかし圧縮状態と引張状態との1次の間有周期につき付加重量2k9を例にとれぽ，

前者は後者の1．5倍ものびている点が二丁される。

　　3．しかるに2次の周期に対しては殆んど付加重量の影響は表われない。

　　4．逆にZθは1次1湖有周期に1よ殆んど影響を与えないが，

　　5．2次，3次，4次の固有周期特に2次の周期に対してlaの影響は大きくんが大きい付

加重量2kgの場合には実に6～7倍に周期がのびることが分かった。

3．4　実験周期と理論周期との比較

　　以上の結果を！次～4次周期別に周期とイ樋”加重螢の関係グラフを示したのが第4図～第7

図である。

　　又実験値を（圧縮状態）＋（引張状態）で同時に示したが，非常に本理論式が実験他と一致し

ていることを示している。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　§4，　結

　　本論文は高架水槽や高架高速道路などトップヘビーの構造物においてはその回転慣性及び

鉛直方向力による2次的曲げ応力の影響が大であることを示した。即ち従来の式で計算した瀾

期は特に2次，3次周期において短く，場合によっては数分の！となっている。構造物の巨大

化に伴い地震応答に対し2次，3次の周期が聞題になる場合が考えられるので，特にかかる構

造物の高次周期算出に対して注意を促すものである。

　　現在筆者らはこれらの強制振動応答の解析を進めているが，その結果は後日に譲ることと

する。本研究は筆者の文部省特定研究の一部をなすものである。

　　猶本実験に対しては長能正武助手，＝…浦重幸技官の協力を得たことを付記して感謝の意を

表します。


