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最適制御問題の数値解法

一二例題からの検討一

　　久　f呆　田　　　　言嚢→繰

　　三　浦　良　一　’；÷

（昭和43年11月22日受理）

Numerical　Selution　of　Optimal　Control　Problems

　　　　　　　　一　Consicleration　／from　two　examples　一

　　　　Yuzuru　KuBo”rA

　　　　Ry6ichi　eivlluRA

（Received　Nevember　22，　1968）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　This　paper　extends　the　variable　metric　minimization　methocl　of　1）avidon　to　optimai

control　problems．　The　technique　is　directly　applicable　to　unconstrained　and　control　variable

constrainecl　problems，　because　it　carries　out　the　problem　formulation　by　the　Maximum

Principle．　lf　terminal　conditions　and　inequality　constraints　of　state　variables　are　presented，

problem　must　be　converted　to　an　unconstrained　form　；　e．　g．　by　penalty　functions．

　　　Two　point　boundary　problems　must　be　finaliy　solved　to　formulate　optimai　control

problems　by　the　M．　P．　But　this　is　usually　diflicult．　Hence　the　problems　were　treatecl　by

extremum　seeking　methods　of　Hamiltonian　functions．　Consequently，　it　becomes　a　pro，　blem

of　extremum　seeking　methods　in　functional　space　carried　out　in　such　a　way　as　to　obtain

gradients　by　solving　the　initial　value　problems．　According　to　the　two　examples　presented，

the　authors　compared止e　present　method　wlth　I）avidon’s　method　and　the　Modi丘ed　Steepest

l）escent　method．

　　　　A　good　approximate　soiution　was　obtainecl　by　iterative　calculations，

二 三

　　　近年，著しく発展した最適制御の理三百は一部の特殊な問1題を除いてぱ一応体系化されてき

ており，まとまってきた．ように思われる。

　　　しかしそれを解いて，実際に．解をうるという段階でぱ十分であるとはいえない。
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　　最適制御問題を古典変分法，最大原理等で定式化するとすれば最終的には，境界値問題を

処理しなければならないという困難な開題に遭避垂する。なぜならば境界値岡題自体が簡単な場

合をのぞいては解析解を求めることが出来ず数値解法となるからであり，この数値解も，特に

非線形系や不安定な系では良い近以解を得ることは大変である。そこで境界値問題にせずに解

こうとすることが研究されてきている。最適覇御告題では，ある評価の最大（最小）を目標に

している点に注目して，評価関数自体の定式化にして繰り返し計算で解くことにより，境界値

悶題をさけるのであるn従ってこれは極値探索問題となるから，結局は探索法の収束のはやさ

によって計算の能率が決定される。

　　数空間での極値探索法では種々の試行法が提案され，その収束性が諭じられているが，グ

ラジ。、ントを利用する方法では，二次の収束性をもったDavidon1）の方法が，変数の多少にか

かわらず良いとのことであり，筆者らの経験でも同じ結果である。最適制御問題としては関数

空間での最大（最小）を必要とするので，必ずしも数空間での結論があてはまる訳ではないが，

少なくともグラジェントを利用しない方法では非常に収束が悪くなるであろうn従って従来ま

での研究のほとんどすべてが，グラジ＝ントを利用した繰り返し計算法であり，グラジェンb

も容易に解析的に求まるので不都合はない∩

　　一般にこの問題は微分方程式の拘束条件をもつ関数空間極値問題であるので，いかに拘束

条件を含んだ一一一・本の式にするかによって，その計算方式が異なってくる。Hsieh2）のように関

数解析により積分にも・っていく方法，Bryson　ancl　Denham3）やKeHey4）のごとく，ラグランジ

ュ乗数に関した条件方程式系を用いる場合などがあるが，系が線形に限ぎられたり，制御変数

や状態変数に制限がある場合には複雑となる．従って本研究では制御変数に制限がある場合で

も同一の式になる最大原理ので定式化し，Davidonの方法によりハミルト＝一アン関数の極値を

初期値問題を解くことによって求めて，最適制御問題の数値解を求めてみた。結局は極値探索

法の関数空間への応用であるが，状態変数に制限がある場合でも評価関数にPenalty　function

を加えることによって容易に解ける。

　　二つの例題によって，修正最急降下法を適用した場合の比較を行なって検討してみた。

　　　　　　　　　　　　　　　1．問題の設定

　　系の動kl方程式はn個の連立微分力程式で記述されるものとする。

　　　　x＝：f（x，　u，　t）

初期条件が

　　　　x（lo）＝C

このような系で，次の評価関数ノを

　　　　ノ＝φ〈x（tノ＞＞

（1）

（L）

〈3）
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最小にするような制御変数U伽ベクトル）を決定する。従って，圏定された始点Cと自由

な終点（時刻t。，tfは閲定）をもつ最適出1題となる。ただし，　x：状態変数＠ベクトル）とす

る○

　　　　　　　　　　　　　　　2．　計算手順の決定

　　問題は関数空間で（！），（2）式の微分方程式の拘束条件のもとに（3）式の汎関数を最小にす

ることであるから，それを一本にするにはラグランジュの未定乗数を使ってもよいが，ここ

では出来るだけ簡単で一般性を持った形で定式化するために最大原理的なノブ法でハミルトニア

ンHとして導入することにする。従ってHを最大にするUを求める問題に変わる。いわば

蝦：小一一最大illl題とな：る。

　　　　　　れ　　　　H＝Σλ4｝（x，u，　t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　i　・．．　1

こ口でλは1Z個の補助変数で次の微分方程式を満足しなければならなく，また境界条件は終

点時刻ちでの値として与えられる。

　　　　トか詮　（i，＝！，　L，　一・・一・一，　n）　（5）

境界：条件は

　　　　・i（トーtOP．、　i，，。＝ef　　　　　　　　　　（・）

結局，求める極偵関数のグラジェントgは

　　　　　　　　∂」厚
　　　　　　　　　　　　　i＝1，2，　・・・…　，　17¢　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　　　　9i（碗＝
　　　　　　　　∂砺

このグラジェントを使って（3）式が蝦：小になるようなuを繰り返し計算で求める訳である。従

って9を求めるには順時閥で（1），（2）式を解き，逆時間で（5），（6）式を解けばよいことにな

り，いずれも常微分方程式の初期値問題に帰着されたことになる。

　　さてgを使ってノの最小籐を求めるのに数空間での極値探索に効果のあるDavidonの

方法をこの関数空間への極値1舞忌索に応用して解く方法を考えてみよう。

　　まず任意の推定制御変数鞠から始めて

　　　　u。＝任意　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圃　　（8）

　　　　90＝9（UB）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　　　PO＝一・4090　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

Poの方向での歳小値を与えるαを求める。即．ら

　　　　α＝α‘mil▽価＋αP‘）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

とすると次の近似値は
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　　　　ui，．，＝ui．十cri．Pi　（12）
　　　　A，，．，　＝＝　A，十　Y，一　Z，　（13）
ただし

　　　　、4。＝単位行列

　　　　Yi　＝＝　（AuiAut’）／（Aut’Ags）

　　　　Zt＝（AiA，．gi，C），gi’Ai）f（Agi’Ait｛tsgi）

　　　　Aui　＝ui．　，．　1一　lti

　　　　zt＞ts．gi＝＝gi÷i－gi

　　　　A，y，　Z；m正方行列

添字’は転位ベクトルを表わし，ベクトル同志の積は積分を意味しており，iは繰り返しの回

数を示している。

　　ここで（！1）式で方向Pでの最小値を1劇妾，評価関数に入れて求めているが当然H関数

の最大値として求めても良い筈である。しかしながら，1圓の繰り返しごとにH関数を求め

ることは，X及び1を求める必要があり，直接ノに入れて計算すればXだけの計舞ですむ

ので計図量が半分ですむことになる。さらにこのことによって最小一最大閣題が最小一最小問

題としても扱え便利である。従って（8＞から（13）式までの繰り返し計算は最小値を求めるア

ルゴリズムとしてあるし，λの境界条件もそのように与えてある。

　　次に：二つの例題によって種々の検討を行なってみよう。

　　　　　　　　　　　　　　　3．計　　算　　例

　例　題　1．

　　外力（制御関数）κに従う機械系で，次の一次微分方程式で記述される系を考える。　この

系で位置はんで示される。

　　　　．k＝一κ十z‘　　　x（0）＝κり　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

さらに次の積分評晒関数ノを最小にするκを求める問題とする。

　　　　　　ダ　　　　ノー∫1幽々融　　　　　　　　　　（・5）

これは（3）式で与えた評価関数の形と異なるが，評価関数自身を（n＋1）番目の状態変数とし

て追加してやることによって同様に扱うことができる。従って

　　　　幣∫。α芸＋々・の〃

　　　　£2篇κ1÷んz〆　　　　κ2（0＞＝＝　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！6）

　　　　H・＝11（一xl十zt．）十λ2（婿十ku2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

　　　　λ，＝λ一21L，xl　　　λ，（T）・・O
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　　　　Z，，　＝＝O　1，（T）　＝＝　一！

　　　　9一誓一λ、＋2たλ、・・

よって，λ2＝一1，定数をle＝e．Ol，　T＝！とすると，グラジェントを求めるべき式として

　　　　；ic＝一x十zt　x（O）　＝！　（18）
　　　　，Z　＝R十　2x　，1　（1）＝O　（！9）
　　　　．cr　一一1一　O．OLz，t　（20）
ここで，最大原理では9篇0としてやり（20）式からtcを消去して（18），（19）式による2点境

界偵問題となるが，連立微分方程式となっており，境界櫨の与えられかたに注意を要する。こ

の場合は一・一一一次の簡単な線形の系であるから解析解も求まるし，重ね合わせ法による数値解も高

精度でえられる。Fig．！にDavidonの

方法と修正最急降下法での評価関数ノの

変化の様子を示してあり，Table！に各

繰り返し回ごとの欄御変数zcの値を最適

解とともに示し，Fig．2には5匝旧のu

の時間変化を重ね合わせ法での数値解と・

をあわせて示してある。

　　この例題1からいえることは最初の

推定制御変数にの場合にかぎらず，特

に定まった初圃の推定は行なわず，　tt＝

0から始めている）から1回目の近似解

で非常に大きな評価関数値での変化がみ

られることである。さらに21州三1以降で

も｛岡三変数で蝦：適解から離れているのに

ノではさほどの変化がないことである。

また比較のために用いた修jl三最急降…ド法

では，方向決定での（10），（13）式におけ

　　　　　　　　　　Table　1

150

髪140

，g一　130

5・

盤

8
婁

。　110

も

霊

　100タ

120V・

90
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A　Modified　Steepest

　Descent

＠　Optimal　value

　　　　　　　　800L－L／一4一一一一一pt一一一2　3　4　5

　　　　　　　　　　　　　Number　of　iterations

　　　　　　　Fig．　1　Behavior　of　objcc，tive　．1’，　example　one

Behavior　of　control　variable　x｛，　example　ene
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o
o O．　2 O．　4 O．　6 O．8

一2

一4

コ　一6

一8

一IO

Davidon’　s　methoct

KSuperposition

一丁『一一一一

一一繭一

　　　　　　　　　1，”ig．　2　Control　variable　zt　after　5　iterations，　exainple　one

るll多正係数ともいうべきA行列を常に単衡マf列としてやることによって得られる方法なので

通常の意味での断続的な最適降下法とは（11＞式でσ）最急方向での極値を求めるので異なるもの

であり，DavidOnの方法でも．初回は／1行列を単≦ン1行列とするため第！回Elの探索方向は同じ

であり，従って1回口の近似解は同じ値となる。この修正最急降下法もかなり．効果のある方法

であるが，回数を重ねるに従って収束速度がDavidc）11の方法より悪くなるのは数空間での場

合と同様である。簡単な例にもかかわらず5回もの繰り返しでこの程度しか評f［lli関数はともか

く制御変数が・一一一致しないのは，数空間と異なるところで，Fig．2でもわかる通り，入力が急激

に変化する最適解をもつためと思われる。従ってFig．3のgが最終的にはすべての時点で0

となるべきであるのにその所でまだ十分に0にならず10…．．2程度であることからでも菖えるし，

まだまだUの値が変化する可能性を含んでいることになる。

4

2

こ　o：
豪：

？

　一　2：

一4

O．’Q O．　4 at
O．6 O．　8 1．0

Fig．　3　Gradient　trajectories　g，　example　one
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　例　題　2．

　　次のような非線形の系でFig．4に示されるブμックダイヤグラムの意味をもつものと考

える。

tt）teriuniu

／
8 Xl 1 X2 為

u チ 1十D 1十D 1十D

Fig．　ti　Block　diagram　of　example　two

　　　　．1ii＝　一1／li　arctall　（u）一；ul

　　　　κ2篇κ1『κ2

　　　　．V3　＝　．IT2　一　．1／’3

次の評価関数ノを最小にするリ

　　　　ノ：Sl「〔ぐ㌻）㌦1伽・〕dt

従って，」厚関数及びλ方程式は

　　　　　　　（2

　　　　，a　1，　as　zi－z，，

　　　　ズ・一・・一・3一・1λ・（告

　　　　13　＝　R2　一　22t・af3

　　　　A，＝o

i，12111，｝i／il一．，li16g．｝

　　　　iFLI’　：　2i［　一1・；1・i…一　arctan　（u）　一　．x’i］　＋　Z2　（xL　一　；v2）　＋　，13　（x2　一　．x’3）　＋　，1，［（　’ttt一）2’　＋　；rz　＋　lezt，2］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，（T）＝＝O

　　　　　　　　　　　　　）2i－i．　．／t／．　z，（T）　：＝　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　l，（T）＝（）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z，（T）　＝1

最小一最小聞題としてやるので2，（T）＝1としている。グラジェントgは

　　　　・一誓一撫…、kll

ここで系のarctan（te）はiZt．1；≦1，

（21）

（22，）

（23，）

（24）

（25）

　　　　　　　　　　　　　　　　さらに評価関数中の（x2／V）21は状態変数κ2をκ2≦Uな

る制限を意味しているが，前者の湖御変数の綱限は無理して系を非線形にしてまで入れなくと

も，その制限範闘内でのtt’で∬関数の最小値を求めればよいことであるが，このように系に

読み入れるとその意味から少しずれた問題となっている。状態変数のll｝［」限でいわゆる　penalty

functiOn　として評価関数に入れると1の大小によって条件がきつくなったり弱くなったりす

る。ここではこの条件の異なる二種の例について次の諸定数で検討してみた。

　　　　（a＞　le＝O．O，！　V＝：O．5　T＝：3　m＝2

　　　　0））　le＝o．ol　v＝o．s　T＝3　m＝lo

この場合には勿論，解析解も重ね合わせ法の近似解を求めることは掲来ない。Fig．5に二つの方
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　　　　　　　　　　　　Fig．　6　Control　variable　u，　exaniple　two　（a）一（b＞

法での評価関数ノの減少の様子を示し，Table　2に3圓までの繰り返し各回のu，の値を表わ

し，Fig．6にはuの3回臓の近似解を示してある。そのグラジェントがFig．7に示してあるが

この値からしてかなりの近似解がわずか3嗣でえられていることがわかる。（b）の例では1＝
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Fig．　7　Gradient　trajecteries　g，　example　two　（a）一（b）

10なのでかなりきつい条件と思

われるが，その場合の状態変数及

び補助変数の変化の様子を　Fig．

8，Fig．9に示したが，これで明

らかなごとくλ1，　λ2については

不安定性の様子があり，　特に痙

については普通の二点境界縫問題

の数値解法ではうまく求めること

は，順時間方向でやる以上発散し

たりして無理であるが，この方法

のように逆時間方向で解く場合に

は，状態純血式が安定ならば必ず

安定なのでこのような場合にも容

易に計算ができる。またγ≦0．5

を意図したのであるが，これは本

質：白田な制限を1意i朱してはいないこ

とに注意を要する。

　　この例題2の結果から，まず

例題1での結果と同様に最初から

第！回目の近似解での評価関数で

非常に大きな梢異があることであ

る。これは推定制御変数を用いて

いないことに起評するのである

が，回数にしてわずか1～2回な

＃
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Fig．　8　State：variable：x，　example　two　（b）
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Fig．　9　Auxiliary　variable　R，　example　two　（b）

ので，ある特定の推定値をえらぶ必要性のある聞題ではない。修正最急降下法は5圓までの近

似解を求めて比較してみたが，ほとんど差がなくわずかにDavidonの方法が勝…っているにす

ぎない。
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　　　　　　　　　　　　　　　　4．検　　　討

　　馬韓わずか2例の適用例ではあるが，関数空解での極値探索法の適用に関して考慮すべき

Ml題が種々あるので，個々のものについて検討を加えてみょうり

　（i）方向決定と一次元探索精度

　　Davidonの方法では結局，極値探索の骨筆は（10＞式の方向決定と（1！）式のその方向での

一次元部分極値探索である。後者さえ正確に行なわれれば，数空間では二次の収束性をもち，

少なくとも線形の系である例題！では，関数空間でもそのことがいえれば2　li，ilで最適制御変数

値に収束する筈であるが，しかし結果は5洞でもまだ最適f直にはまだだいぶへだたりがある。

これは一次元探索精度に関連することであり，例題ではすべての場合io．一2の精度で計算した

ので，このような結果となった訳である。特にこの例題では，急激に短時間で変化する解であ

るから，なおさらこの精度を高めなければならない。このことは例題2からみても明らかであ

り，このようにゆるやかに変化する解では，非線形でしかもきつい条件を加えた評佃iをもった

系であっても，わずか3囲で良い近似解がえられ，あまり精度は問題となっていない。むしろ

方向決定でのこの方法の特徴はこの例題のような1制御入力ではなく多入力で発揮されると思

われる。

　　一次元探索の精度をあげなければならない悶題では方向の決定回数よりも，一次元探索に

時間がかかるということになり，数空間での一一次元探索で有力なFibOnacciの数列を使っても

まだ不一卜分で，町歩座標内挿の考えを導入して，数回で部分狸汁を決定する必要があるが，精

度が保証できないのでさらに今後検討を要する問題である。

　（ii）記憶容量

　　電子計算機で計算するので記憶させねばならない容量が，重要な課題であるが，最大限で

（2n　＋　4m）×分割数となり，多入出力の系ではかなりの一億を必要とするが，これは最大限での

必要容量であり，大層の問題はこ孔ほど必要でないのが普通である。

　（iii）微分：方程式解法の精度

　　本例題ではいずれもRunge－Kutta法で数値解を求めたが，分割数によって精度は変わる

が部分極値探索の精度に見合ったもので十分であると考える。

　（iv）分割数の問題

　　記憶容量とも関係するが，長時間後の評侮を要する場合は，分解などの方法で分けて計算

する必要があるが，その他の場でヤはそれほどの問題はない／）

　（v）計算停止の判定

　　例えば，グラジェントの二乗積分値などで与えたりすればよいが，これは評価値の変動で

判定するよりは良い近似解をうることができるが，絶澱近似度評価はできない。

　（vi）他方法との比較
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　　本例では修正最急降下法としか比較してないが，普通の意味での最急降下法とはくらべて

みるまでもなくDavidon法の方が良い。修正蝦：急降下法とでは評価関数値ではわずかに良い

だけであるが，これは全く当然で，実際には多鋼御変数の場合には相当の差異があるものと思

う。また本例のような1綱御入力系でも方向値に修正係数がかかっているだけ，一次元探索で

は，精度を上げるのに計算回数が少なくてすむことは，重要な長所であると思われる。

5．結 言

　　以上種々の問題点で検討を加えたごとく，一応最：適制御ll：ll題の解法にDavidon法が効率

良く使えることがわかったが，一次元探索方法でぱ，まだ検討の余地を残している。これさえ

もう少し改良できれば，十分収東の速い繰り返し計篠法として関数空闘に適用できるものと考

える。

　　例題計算はすべて，FACOM　231計算機によった。最後にF1頃御援助をいただいている

精密工学科自動湖頭研究室の皆様に謝意を表する。
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