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線型システムの係数め推定について

　　石川　治＊
　　安　田　一　次＊

（1．1召斥［：143壬i三12月4E｛受皿g

Estimation　of　the　Linear　System　Parameters

　　　Osamu　ISHII〈AWA

　　　Ichiji　YAsuDA

（Received　December　4，　1968）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　The　object　of　this　paper　is　to　estimate　linear　system　parameters（coe伍cients）from

given　sampled　data．

　　　This　procedure　consists　of　two　stages．　The　first　stage　is　the　estimation　of　the　para－

meters　in　the　higher　order　difference　equation　from　given　sampled　responses．　ln　this

case，　for　process　noise　and　error　of　measurement　included　in　the　data，　the　method　of

least　squares　is　applied，　and　a　cornpensation　method　for　linear　dependence　induced　sampled

data　matrix　was　also　discussed．

　　　The　second　stage　is　parameter　conversion　of　difference　equation　to　differential　equa－

tion，　in　which　the　formula　of　derivative　function　is　approximately　used．
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136 石川　治・安閏一次 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　まえがき

　　線型システムの伝達関数やあるいは運動方程武の係数を推定する，いわゆる同定（lden－

tification）の手法については既に数多くの研究がなされている。

　　それらを大別すると，適当な入力に対する実際のシステムの応答とモデルシステムの応答

との出力差を小さくするように，最大傾斜法その他を用いてモデルのパラメータを最適方向へ

修正していく繰り返し計算法1＞と，ある適当な入力に対するシステムの応答の一連のデータか

ら一一一回の計算で各パラメータを算定しようとする確定的な計算法2＞とに別けられる。

　　そのどちらについてもそれぞれ長短があるが，計算法の簡便さと，ナンライン推定への可

能性とから，後者に属する，システムの応答の適当な期間のサンプル値からそのシステムの高

階微分方程式の各係数を直接決定する方法を考察した。考え方は数学的には極めて平易な誘導

によっているが，現在のところ，システムへの入力はステップに限定されている。

　　さらに，サンプルされたデータにある種の特定な雑音や誤差を含む場合についても解析を

加え，HYBRID計算機でシミュレートした有効数字の少ないデータを用いても，データの選

び方によってはかなり有効であることを確かめた。

　　また，ごく近接したサンプル値どうしが一次結舎に近いところがらくる計算過程での一種

の情報落ちに対する改善法についても検討して，計算精度の向上がみられたので，計算例も含

めて，その計算法を報告する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　一般的計算法

2．1　あらすじ

　　（1）システムのステップ応答（実際に用いるのは，ステップ入力とそれに対するシステム

0）出力との偏差応答）の適当な個数の一定周期サンプル値から，そのシステムの高階定差方程

式の係数を決定する。

　　（2）（1＞で求めた係数から，システムの行列形連立階差方程式

　　　　灘．、、司職

のn×n係数行列Pを近似計算する。ただしX・は7Z次元状態変数ベクトルで，

　　　　灘・一｛嫉，雌，…，覇｝ノ

ここで

　　　　嫉コ∬（kT）

x2求@一：　dxl・／dt　＝　d（x（kT））／dt

畷一媚団・
o躍）｝／d・・
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および，Tはサンプル周期であり，ノは転置を表わす。

　　（3＞連立定差方程式為・、．1飾P涛を連立微分方程式笈②一孟X②に変換する。　ここでA

もπ×π正方行列で，また・は時闘微分を表わす。

　　（4）連立微分方程式の係数行列A．が求まれば，システムの高階微分方程式はよく知られ

た方法で容易に求められる。

2．2　高階定連方程式の係数の算出（（1）について）

　　この報告で最も主要な部分はこの過程であるが，データに雑音や誤差を含む場合の処理，

あるいは計算の際の情報落ちの改善の記述は後の章に独立させ，ここでは雑音，誤差も含まず，

情報落ちも生じないとして産金に理論的な解析のみにとどめる。

　　いま，同定対象のシステムのステップ入力に対する偏差応答のサンプル値を」じ底ん一〇，1，2，

…）とすると，そのシステムが2z階であれば1ケずつ離れたサンプル値に対して次のようなπ

階定差方程式が成り立つ。

　　　　Xk．，t＋Pi　Zrig．，．7L一．、＋P2　Xk．、，、2＋…＋P，い1　Vk．，汁Pπη一〇　　　　　　（1）

係数が時間について不変であるならば，さらに1ケずつずらしたサンプル値に対しても同様に

して，

　　　　晦ト，、．i．　1十　i）1　Xk．e．n十…十P，い1飾．t．2十1）πκんu＝O

　　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）t
　　　　」C　lt　・÷　2it　1十Pl　Ch．，．2，、2十…十P，、一1諏．卜，詩P，、η＋，、．1　＝＝　O

が成り立つ。従ってサンプル億職の適当な個数があれば（1）および（1）’式から

　　　　　臼一理1；蔓1藻；l／〔∴1［［［：〕　（2）

が成り立つ。ここで行列の肩の一1は逆行列をとることを意味する。（2）式から明らかなよう

に，’lz階のシステムではサンプル値娩が2nケ以上あれば，係数P1，　P2，…，P，、を理論的には

求めることができる。

2．3　連立定差方程式への変換（（2）について）

　　（1）式のような高階定差方程式で記述されるシステムを，サンプル値系の状態空間において

表わす際にはしばしばその状態変数を

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　3　　　　2　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　¢ん＝：：Clg，　XZ・＝　C7，　一t一　1，　Z7：＝∬ん÷1，

ととることが行なわれる3＞。

　　しかしこの報告では，連立定差方程式の係数行列Pを連立微分方程式の係数行列Aへ変

換することを前提としているので，サンプル値系の状態変数ベクトル

　　　　　Xl、　＝：｛爵，畷，…，雌｝！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
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と，連続系の状態変数ベクトル

　　　　　熟眠・（以嚇…，が（・）｝’　　　　　　　　　　（4）

とが等しく対応しなければならない。すなわち

　　　　　雌一¢1（kT），雌一露2（んη，

なる状態変数についての連立定差方程式を必要とする。

　　そこでいま，サンプル周期Tを充分に小さくすると，導関数の公式から近似的に，

　　　　　一麺デ坐一虫夏＋穿∬（璽＝璽蕩堕一『饒亙　　　　　（5）

とおけることを用いると，

　　　　　戯÷1＝姦十丁爵

　　　　　礁・7戯＋丁重　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　　　　　雌蕊＝a　k‘一i十丁雌

が直ちに得られ，残る雌÷1がなんらかの形で轟，雌，…，雌の関数として表わされると，連立

定差方程式は完成し，係数行列Pが求まることになる。

　　まずXk＝　xしとおき，（1）式を雌についての定差方程式

　　　　　rL＋7、十・Pl　l］）c＋n＿1十…　十P？、＿1∬髪＋1彗一！）π躍箆＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

として，左辺の各項毎に展開する。

　　　　　戯＋，、コ媒＋？、一1十丁誠÷，、一1

　　　　　　　　一段。，、…2＋2丁媒。，、一2＋T2畷．、．n一一2

　　　　　　　　一嫉＋畷＋修）T・嫉＋…＋（∴）T・…1娠

　　　　　　　　　　＋…＋（n－1ア1－2）艶4路㍗…・・発・・

　　　　xk＋71－1　－　x％＋（n－1）　T灘髪＋（n51）　T2κ晃一ト…　　一ト（二r二1）　Ti…1ココ実

　　　　　　　　　　＋…＋（n－1n－2）Tn一・・鴛一・＋㍗一・雌

　　　　　vl・　一d＝域十丁畷

これらを（7＞式に代入し各項の孫数を整理すると（ただし，．Po－！＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　クよ　　　　x｝tの係数畿1十P1十P2十…十／）n一一1十P，，　＝＝Σ／）」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ蹴0

　　　　娠の係数＝・nT十P］（n－！）T十P2（n－2）T十…十P，，．1T

（8）
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　　　　　　クこ　ま
　　　　＝＝TΣ（η一ブ＞Pゴ

　　　　　　ゴ蔦G

駒係類∴）T’．．1嘘二1）T・一・＋…＋劃一（；＝艶．・

　　　　一例憐’（72　一ji－1）P・

伽係数・・　”rn－1
o（n一・）＋P，｝

雌＋1の係数＝Tn『’1

（9）

13’X

従って

　　　　礁・一¶赤ゑ串＋｛駐日（㌃りP・｝蕨

　　　　　　＋・叶｛魂嬉1（7Z　一7i－1）P・P発＋叶佳乱（ll＝鋼剛＋飼樹司

　　　　　　一薫｛瀦写署1（nvi－1）串一＠一・＋P，）雌　　　　（・・）

となり，覇＋1も2．2で求めた係数P，，P，，…，P，、を用いて表わすことができて，連立定差方程

式商瀬瓢P涛の係数行列Pが得られる。具体的にはPは次のような行列である。

P一

1，　T，　O，　O，　一・

e，　1，　T，　o，　一一

〇，　O，　1，　T，

o，　o，　o，　o，

一了㍊灘1償）・　）・

　　　（1　＄i　．S　n一　1）

　o

　o

　o

　T

一（n－！十Pi）

（11）

2．4　連立定心方程式から連立微分方程式への変換（（3），（4）について）

　　連立微分方程式X－AXが与えられたとき，それに対応するサンプル周期Tによる連立

定差方程式を澱・。1瓢P灘・とすると，それぞれの係数行列AとPとの闘に，

　　　　p－exp（AT）一＝1＋TA．＋一Zl’i：ilk2f12＋一tttii3ilf！llE一＋・・t　．，　（12）

なる関係があることはよく知られている4）。ただし■は単位行列である。

　　いまの場合には逆に2．3でPが近似的に得られたわけであるからそれからAを求めるた

めには

　　　　幽｝1・gP一歩｛（P－1）一（≒1）k＋（Pi」L…｝　　（・3）

なる対数行列のべき級数展開を行なえばよい5）。
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　　しかし，（12）式のような指数関数のべき級数は必ず収束するが，（13）式のような対数関数

の場合には必ずしも収束せず，収束のための条件としてPの各要素は次の関係を満足しなけ

れぽならない。

　　　　　05P，，＄2　　　　　｛一、≦P、」≦、，排ブ炉・・2・・・・…　　　　　（・4）

　　さて以上のようにしてAが求まると，同定対象のシステムのノZ階微分方程式

　　　　雛＋・1碧許＋艦書＋…＋・，、．・｛釜悔一・　　　（・5）

の係tw　ab　a2，…，α，tは比較的容易に計算でき，一方別の聞題として，　Aの固有値を求めること

によりシステムの特性根の位置を知ることもできて，その意味でシステムの同定が完了する。

2．5　高階定差方程式から高階微分方程式への直接の変換

　　2．2で得られた児階定差方程式の係数P，，P2，…，P，、から2．3，2．4の方法とは別に，行列

のべき級数展開を行なうことなしに近似の精度は一段下がるが，直接7Z階微分方程式の係数

a1，α2，…，a，tを代数的に求めることも可能である。

　　そのためにまず

　　　　　　　1　AA　H－1　　xん＝　　　躍ん

　　2　　4賜
　xz一　＝　m’一ZZJt’一’umnv　＝

　　3　d2xk
　　xUk　n一　me－lllZ2”’”　＝＝：

鋭一器無一

　　n　d’LMIxk
　晦コー認・百一＝　　　　　　　T・・ヨ

　　　　　　　　　媒糀一nx』、．汁・、＋（一1）？1継　n．n　一　tln　vk　一

　xz：uz　rm一万搭｝　　　　　　T・・

＝＝　X7s

　　1　　　　－1
　認な．÷．1一¢ん

壷蠕二垂＿姦・2二勉匙±辺茎一

　　　T　T2
　嫉＋，、．　．i一（n　一の戯，＋，、づ一1＋…＋（一1）7t．ゴ妨，

　　　　　　　　　Tn－」

　戯・，、．r＠こ1）嫉…一・＋…＋（一1）目病

（16＞式を

　　　　　4診＋・1砦擦＋冷雨＋…＋・細雨＋噛一・

に代入して両辺にTnを掛けて整理すると

　　左辺

　　　　＝戯糀一nx｝・．ln一一1十…十（一1）π嫉

（！6＞

（17）

＋　aiT（　vL＋n－i一（n－1）　vl，．，．．2＋…＋（一　！）’t　’i　」vki

十・
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一i一　a」　7”a’　（…（一1）2n”o’T’i（i，Zt　：！］i）　：1，　．＋．．nt＋・一・＋（一1）’tmS’　c｝：）

十　一一一一一一

一i一　a，，　．．　i　T’‘　一i　（（　一　1）2　tr　｝，　．i．　i　＋　（　一　1）i　x｝，）

＋　an　T”　（（一　1）e　xl／

”＝

@1］lr＋n（（一1）2n）

纏・一・｛（一・）一ノ・＋（一・）一α1・｝

十　一一一一一＋

＋　i］｝stn一一i（（一1）2’L－i（izlLt　i）＋（一1）2’t一’i－i（II［tl．　）a，iT＋一・・）

十　一一一一一一

＋　xLi　（（一　1）’t＋in＋（一　1）’b　（n　一　1）　aiT＋　…　＋（一　1）2　a．．．iT”一’　i）

＋　xl一　（（一　1）”＋（一　！）”一i　ai　T＋　…＋（一　1）i　a．．iT”　umi＋（一　1）e　a．　T’t）

　　＝o

⑦式と（18）式との間に未定係数法を用いると，

　　　J）i　一一　（一2）2’t”in＋（一1）2n”2aiT

　　　　　　　　　　71　X．，　4m．　．／71－1

　　　　　　　　　　フz－2　　　　　　　　n－2

　　　　　　　　　　’n　N．．　“，．．　．，hz－！

　　　　　　　　　　n－i／”　’　kn－i

　　　　　　　　　　　／z　一Y

　　　　　　　　　　　7Z－Z

　　　　　　　　　　　　　　　n－1　　J’．　．．i　一＝　（一　1）n’i’i

　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　n－1　　　．1）n　＝　：　（一　！）n

　　　　　　　　　　　　　　　o

　　Ga－P

　　　　　　　　　　　IZ　　P，　＝　1，）．，一（一1）2，t－i

　　　　　　　　　　　IZ－i

ろ＋蝋）＋（一1）2，v－3（）角田＋（一・）・n一一4（

Pi　＝＝　（ww　1）2’t”i
in’1－Z　i）＋（一　1）2’tri’1（IIIz！’　）　a’1T＋’”

：．　＋（一　i）2n”i’”　j’

@（izZ　：」zl）aj一　T”＋　’”

　　　　　（7！i）＋（一1＞n（7ZI1）a，T＋…＋（一1）2（1）

　　　　（　’o’　）＋（一　1）n－i（”6i）　a，T＋　…＋（一　1）o（g）

これらは行列形でまとめて表わすことができ

ここでη次ベクトルPの第i要素は

　　　　　　　　　　　　（n’li）

71×IZ行列Gの’i行ブ列要素は

llz　1　：　）　t12　7”2

a．．．1CZ”，，．．1

tl．　T”

（18）

（19）

（20）

（21）

141
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　　　　一P∴（n一ブn－z）∵：：：二1

従っていま求めたいπ階微分方程式の係数ベクトルα・＝＝｛al，α2，…，αn｝ノは

　　　　a　＝＝　G”iP

として求まる。なお，（20）式は具体的には次式のような形である。

（一i）2n’r2
iII：1）7’　，

（一！）2n－3
ilitllll｝）7”　，　（一1）2n－4（

（一・）2n－i－1
i難ゴ）T・（一・）・・t一・一・（

（一・bのT・（一・蝋

（“1）n－i
i’i51）T　，　（一1）n一一2（

×

a）

a2

αゴ

an－1

Cln

　　　　　　o

　　　　　　　z：：

　　　　　　　究＝l

　　　　　　　n12

　　　　　　　ns2

Pi　一く一　1）2’t－i　（．　Lt　1

P2一（一1）2’t－2
i．112

pi一（一1）2’tUi
i．　ll　i

P．一1一（一1）”’＋’1

i　li　）

P．一（一1）”
i’o’）

，　o，　・一・，

）T2・い・

）　T2　，　，””．．，．　，

）T2　，　”．．…”，

）T2　，　”．．”．一，

　　　　　　　　　　3。　簡単な実例での近似の精度の比較

前章において，π階定差方程式の係数PI，．P2，…

o

o

o

o

（一i）o ig）Tn

（22）

（23）

（24）

8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，P，。からπ階微分方程式の係数α1，　C12，…，

a，tを近似的に求めるための2通りの計箪法を述べたが，この章では，具体的に簡単な2階のシ

ステムについてその計算法の有効性と，2者の精度の比較を行なう。

　　次式で表わされるシステムを考える。

　　　　窪一＋・審姻一・　　　　　　　　（25）

このシステムの係数は明らかに
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　　　　ai　＝＝　2，　a2　＝＝1

である。ここでx　・・　x1とおくことにより

　　　　a11　．．，　x2

　　　　罐2篇一xi　一　2x2

なる形の連立微分方程式が得られ，その係数行列は

　　　　A＝［veO，1　一’，］

である。これから指数行列のべき級数展開により，連立定差方程式の係数行列Pは

　　　　P　・exp・（AT）一［角：：角：Hf認ll：199：。：灘劉

となる。ただしサンプル周期ぱT・一〇．Ol　secとした。

　　この係数行列Pから2階定差方程式の係tw，P，，P2を求めると，

　　　　　Pi　一　一　（Pii十P，，）　＝　一1．980099666　　　　｛

　　　　　P2　＝　P］iP，，一P，，P，，　：＝＝　O．98019s672

（26）

（27）

（28）

（29）

（30）
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　　実際にはP1，．P2はサンプル億から前章2，2の方法で求めるわけであるが，ここでは君，P，，

…，P，、からαユ，a2，…，a，tを求める近似計算法の数値解析を行なうことがEl的であるので，君，P2

には（30）式の理論的真値を用いる。

　　さてここで，a］，a2を前章に述べた2通りの方法で近似計罰してみる。

　（1）2．3，2．4の方法の例

　　（11）式を2階のシステムに適用すると，

　　　　Jp一＝［一（1＋pi＋p，）fTl　p（17＋”p，）］　（31）

となる。これに（30）式のP，，　P，を代入すると，

　　　　P”［一〇．ooiggoo61　o．gsg60gig666］　（32i

さらに（13）式に従って行列Pをべき級数展開すると，連立微分方程式の係数行列Aは

　　　　五「溢め・P一じ1：1：：］一［21器ll、：11器，］　（33）

故に2階の微分方程式の係数は

　　　　　tli　＝＝　一　（a・ii＋a22）　：：：：　2．0000010　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）
　　　　　ct2＝＝allα2ガーa］2α2】ua　O．9999927
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となる。

　（2）2．5の方法の例

　　（23）式を2階のシステムに適用すると，

　　　　　じIH∴：∴］．．’［an＝［（君慌伺

となるからこれに（30）式のPbP2の値を入れると，

　　　　f　ai　：1．9900334

　　　　｛　a2　＝＝　o．ggoo6

となる。

（35）

（36）

10

　　例題のシステムの真の係数（26）式と，2通りの方法で求めた近似値（34）および（36）式を比

較して明らかなように，2．3，2．4の計算法によると極めて高精度での係数の変換を可能とし，

一方，2，5の方法によっても1％程度の誤差で変換することができ，しかも計算の手続きはは

るかに簡単であるといえる。

　　　　　　　　　　　　　4．　雑音および測定誤差を含む場合

　　高階定差方程式の係数が精確に求まった後，それを用いて高階微分方程式の係数へ変換す

るための計算法は具体例を前章に示したようにかなり精度が良く有効であることが確かめられ

たが，一般の場合，この推定法で最も重要であり，かつ困難な部分はサンプルされたデータか

ら定差方程式の係数を求める過程である。

　　実際の問題として2．2に示したような単純な理論的誘導を実用に際し強く阻害する最大の

原因として次の2点が指摘される。

　　（1）システムに信号として入れた入力の他に，外乱やランダムなパラメータ変動等の雑音

を生じたり，アナPグ量のシステムの応答をサンプルデータとして読み取る際に測定誤差を伴

うこと。

　　（2）サンプル周期を小さくとることによって，（2）式のサンプル値行列の各行要素間が非常

に一次結合に近くなり，逆行列演算の際に著しい桁落ちが生じ，求めるべき係数の縞度を非常

に劣下させること。

　　（2）については次の章にゆずり，この章でぱ（1）のサンプルデータに雑音，誤差を含む場合

における処理の一方面を述べる。

　　よく知られているように入力Ulvを含むサンプル値系の7Z階定差方程式は次式で表わさ

れる。

　　　　Xk．n－i－Pl　Z；1：．、．，、一、＋　1）2　Xk．，，、．．2＋…＋P，、．．．、：C・、i．、＋．P，、為

　　　　　　　＝＝9…UL一÷，t．一il－92Uk＋7t－2一ト…　一ト9n－1Uk．1．1十q7tUL・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）



11　　　　　　　　　　　　　　線型システムの係数の推定について　　　　　　　　　　　　　　145

ここでいまの場合zekはシステムの雑音とする。一万応答XL・の測定の際に誤差Vkを含むもの

とすると，測定値篇は次式で表わされる。

　　　　　Z±　：＝　Xk　一1一　“Vk

〈37），（38）式を測定値Zh．　1こ関するπ階定差方程式に書き直すと，

　　　　　　Zk　．i．　，，　一1一　1）1　Zk　．，．，，　．，，．　1　＋　1）2　Zim，　．．．．　2　一F　・　・　・　＋　P，，一．　1　Zl，　．，，　1　＋　P，，　Zk

　　　　　一ηん、つ、＋P1鞠柳．、＋P2四ん．，い2＋…＋P，、．、’Vん．t．1÷P，、Vk

　　　　　　　　十　 91Uk・｝．n＿＿1十　92　Ulc．f，7t－2十噛・・十　 9？，＿1US・→．1十　 9n　Uk

となる。ここで雑音砺，誤差’Vkの項をすべてまとめてτv・L・で表わすと（39）式は

　　　　　乙，煙乙十！）1Z辰？t一．1十．1）2　Zk　，．，．？乙＿2十…十P？占＿1Zk－t－1十P，，　ZL・＝WL．　．i．，こ

となる6）。

（38）

（39＞

（40）

　　従って2，2と同じ考え方でサンプル値を！ケずつずらすことによりll本の連立方程式が得

られるから，それらを行列形で表わすと，

　　　　　〔ゑ∴〕磁撫ヨllJ劃∴（・・）

（4！＞式を記号を用いて次のように表わす。

　　　　　Zk　＝　Sk　¢十肌　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4！＞ノ

ここで，

　　　　　一謄／・・樹礁鷹l／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（42）
　　　　　s・　・・〔ゑllll　lll　llll／

　　さて雑音，誤差の項Wkは平均が0で，分散に対する時間についての重みが一様であるも

のとする。いま一連のサンプル値Zんから¢を推定することが目的であるから，ここで評価関

数として次の工乗誤差

　　　　　　　げ
　　　　　」一Σ［Zk一＆φ］2
　　　　　　　k＝O

　　　　　　　ゴ
　　　　　　＝＝Σ［Zk－Sk　¢］’　［Zk－8んφ｝

　　　　　　　ん瓢0

　　　　　　鴇｛（乙計肱・・一・＋…鴨乙ア
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を考え，

すると，

　　　　　識r蔦｛一・z・（z／g・n＋　1）1・…．・＋…＋肱）

　　　　　　　　　　　　一・乙・・．．・（Zk一÷一2n…1＋“1）1　Z．k，2n　2＋’”＋Pn　Zk・i－n－1）｝

　　　　　　　　　＝・・一一一・凶。ぺ’［z・，・一一・SA：　¢］

　　　　　　　　　　　　　　・引

　　　　　　　　　　　　　　zん．，．，、．11

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
以下同．様にして

　　　　　織＝鍛／　例

　　φの推定値軌を得るために，（44）式を行列形にまとめて0とおくと，

となるから，故に

　　　　　ご　　　　　　　　　　　　げ
　　　　　Σ｛Sk｝2¢o＝ΣSk　z、c
　　　　　ん・＝O　　　　　　　　k＝e

　　　　　　　　　　げ
従ってtのある値でΣ｛＆｝2が正則となれば逆行列が存在するから，
　　　　　　　　　k＝0

　　　　　φ・一［凶。｛S・一｝弓一1陪8商1

数の推定値囑を求めることができる。

　　　　　　　　　　　5．　サンプル値行列における桁落ちの改善法

　　　　　　　　　　　　　石川　治・安田一次　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12

　　　　＋（Zk．．，、、．、＋Pl　z左．，．，、＋…＋P，、　z胴）2

　　　　十．．．，r

　　　　＋（ZK：．2，、．玉＋／）1　Z／，，．2，、．一2＋…＋P，，．　Zk　，　，，1＞2｝　　　　（43）

これを最小にするようにφを推定する。そのためにφの各要素について」を偏微分

　　　　　　t

（44＞

（45）

（46）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

かくして，先に仮定したような性質の雑音，誤差を含むデータの場合には定差方程式の係

　　雑音，誤差を含まない（2）式においても，また，雑音，誤差を最小二乗法的に考慮した（47＞

式の場合にも，逆行列演箕を必要とするサンプル値行列（たとえば（42）式の＆）は，後の計算
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で導関数の公式を近似的に用いる必要からサンプル周期を充分小さくとると，必然的に隣り合

う行要素間が非常に一次糸i！冷に近くなってそのため行列の状態指数が大きくなり，いわゆる性

質の悪い行列7）となる。それ故，著しい桁落ちが生じて行列式の値が0に近くなり，求める逆

得列の精度は極めて劣下する。これは…種．の情報落ちといえる。

　　従って，データの有する情報をもらさずに捕えるために，…連のサンプルデータをより有

効に結びつけて行列演算の精度を高める必要性が生ずる。それは計算上のテクニックともいえ

るが，限られたサンプルデータからシステムを同定するこの種の問題ではかなり重要な側面を

なすものであって，以下にその一一手法を述べる。

　　いま，サンプル周期Tでサンプルしたデータを用いるとき，Tが充分小さければ，シス

テムの特性根の位置によって柔軟性を持たせる意味で，求めようとする係数についてのサンプ

ル周期をITとする。ここで1　・・　！，2，…（整数）は任意に選べるものとする。すなわち

　　　　　Zk　一÷’7ti十PI　Zk　一i・　（n…1）t十’”十！）n　ZL’　rmum　Wk一÷一nl　（48）

とおくことにより，Pb　1）2，…，P，、はITというサンプル周期に対応するサンプル値系高階定差

方程式の係数となる。

　　一一i方連立化するとき，隣り舎う方程式のサンプル値の番号たの間隔を1より大きく任意に

離しても定係数のシステムでは問題はないから，ある適当なサンプル値間隔S（S＝　！，2，…（整数））

を選んで（41）式に対応するサンプル値による行列形の連立方程式を書き換える。

　　　　　！総1∴1這∴∴晒し：無二

ここで再び記号を導入して，

　　　　一幅∵囲垂

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（50）

　　　　一一〔∴ヨ1∴1一

とおくと，前章と全く同様にして，

　　　　di（i，s），e　＝＝：　［　L＃．．o　｛S｛t，s），ig｝2］”i　［　ite．．e　S（i，s），k　Zu，s），k］　（51）

　　ただし本研究の同定計算はすべて計箕機の使用を前提としているので，（51）式をより計算

機向きに書き直し，途中の計算を省略して結果だけ示すと，
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ZR

　　　　　　　R：012345678910｝日2［314
　　　　　　　　　ト州　s＝1

　　　　　　　　　一一　s＝io
　　　　　　　　　　　　　　図一1サンプ，レ値間隔・

　　　　｛s（z・s’　ik’2　＝　”t／£一　i　［　．，z，lt／lill”li’：1，1’li（’／r，，，　］　［　．，F．i’1111’il；i’L’／1．（，，，

　　　　　一礼総一一

となる。

　　以上の操作を具体的に示すために，

t

t－kT

（52）

（53）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2階のシステムを考え，係数に対するサンプル周期を

データのサンプル周期に等しくとるすなわち1＝1。いま仮りにs－！とすると，（50）式のサン

プル値行列は々＝0として

　　　　se，i），o　＝＝　II　：1　lli　ll　（s4）

．となり，図一！に示したような応答データの場合，［Zo，　Z三】と［Z】，Z2］とは明らかに一次結合に近

く（傾きが殆んど等しい）逆行列の精度が劣下する。

　　一：方例えば，s＝10ととると同様にサンプル値行列は

　　　　s，，，，，，，，＝＝　［．Z，II　．Zi］　（ss）

となり，［Zo，　Z］］と［Zlo，　Zi　i】とは傾きが相当違って逆行列の精度が向上することが容易に推察

されるであろう。

　　しかしながら，1や5の選び方は画一的でなく，システムの特性一応答の速度や振動の周

期等一によってそれぞれの場合に適宜，最適となるように選ぶ必要があり，今後に検討を要す

る点である。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　6．　計算例と検討

　　以上に述べた線型システムの係数の推定法の最も主要な部分であるサンプルデータから高

階定差方程式の係数を求める計算の収束状況をみるために，（51）式に従って実際に求めた計算

例を以下に示す。

　　対象としたシステムはいずれも2階のシステムで，データとしては，与えられたシステム

の微分方程式をR－K－G法7）で精密に計箪した。すなわち雑音，誤差が非常に小さい（有効数

字9桁の範囲で）とみなせるデータと，HYBRID計算機でシミュレートした，アナPグ部の雑

音を含み，かつAD変換器による読み取り誤差をも含むデータ（有効数字おおむね3桁）を用

いた。HYBRID計算機によるデータの場合には誤差の問題の他に，　AD変換器自体の応答時

間（立上り時間）やAD変換器の走査時間も含めてAD変換されたディジタル値をメモリに一

時ストアさせるための時間等の問題も当然考えなければならないが，それらは100μs以内にお

さまるのでデータのサンプル周期を10msととったのに対し充分小さく無視し得るものと考え

考察から省いた。

　　図中の一点鎖線は各係数の三値を示している。またデータ番号はそれぞれ次を意味する。

データ1　rk：÷2ai十x＝＝O，　T＝・　O．Ol　sec．　HYBRID計算機データ

　　1・・IO（IT・・O．10　sec．〉の場合

　　　　　勲｛毎翻oo

1・・　5（IT＝＝　005　sec．）の場合

　　　二値｛角＝読：：75

1二　1（IT＝O．Ol　sec．〉の場合

　　　　真値｛㌫よllo1

データ2　a・十i5一トv＝・O，　T　＝一　O．01　sec．

　　1＝！0（IT一・O．IO　sec．）の場合

　　　　空値｛㌫あlloo

HYBRID計算機データ

Zに5（IT＝0．05　sec．）の場合

真値｛鉱端75
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1＝1（IT…　O．01　sec．）の場合

　　　　　i　一Pi　＝＝　一　1．9899

　　勲硫。。．99。。
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データ3rk：＋2a’／十x・＝O，　T＝O．01　sec．　R－K：一G法による厳密解データ

　　1・・！（IT・・　O．Ol　sec．〉の場合0）み，皆皆はデータ1の場合と同じ

なおP2の収束状況も一部のせてあるが，それらから明らかなように，　P2と君の動きは殆ん

ど等しく他の多くの例では省略した。

　　当然考えられたことであるが，これらの計算例でより明らかにされたように，係数の収束

性はZや∫の選び方にかなり依存している。一一一i般にいえることは，係数に対するサンプル周期

ITはシステムの応答速度との関門であまり小さくとっても無意味であろう。またサンプル値

間隔Sについては応答曲線の傾きの差ができるだけ大きくなるような間隔を選ぶべきである。

　　いまのところ，収束計箪をデータのどの程度のレベルまで行なうかについて理論的な解析

の段階まで達していないが，応答の絶対値が小さくなると相対的に誤差が増大するから，実際

の場合には適当なところで計算を終えなければならない。

　　なお間に合わなかったが，思下より高階のシステムについても計鋒中なので，今後機会が

あったら報告したい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　7．　結　　　び

　　以上に述べてきたように本研究は数学的には平易な誘導によっており，しかもその実際の

計算過程はディジタル計算機の最も得意とするものばかりである。

　　計算例から明らかなとうり，サンプルデータの活用のしかた1こ収束性がかなり依存してい

るが，適当な選択によっては非常に高精度の同定が可能であることがわかった。結局この問題

はある限られたデータから，必要とする情報をいかにして確実に捕え得るかという意味での関

心事であり，今後も解析を進めていくつもりである。

　　さらに同定問題の残された重要な課題としては，システムの正確な階数の推定問題，特定

な入力信号によらずプロセスの日常の入繊力データからシステムの係数を推定するいわゆる動

特性の岡定問題等があげられる。それらについての考察は追って報告する予定である。

　　まえがきでも触れたように，システムの同定問題はかなりの方法が発表され，そろそろ整

理される段階まできているようにも思われるが，なおこの問題は，いろいろな性質の雑音，誤

．差を含む測定値の適確な統計的処理法の開発と，オンライン短時闇同定と適応制御との密接な

関連という面において大変重要な分野であるものと思う。

　　計算に使用した電子計算機は，ディジタル計算機は，北大計算センターNEAC　2203　G，

HYBRID計算機は北大汎用シミュレータ室HIDAS　2000である。

　　なお，本報告は一部先に発表したもの8＞・9）に，新たな解析と計算例を加えてまとめたもの
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である。

　　終りに，［，1頃有益な御指導，御助言を頂いています電気工学科村田助教授，大学院在学中

本研究の基礎となるべく御指導頂いた，電子－学科仲丸教授，栃内助教授に深く謝意を表しま

す。またいろいろと御検討と激励を頂いています，電気工学科河含助手をはじめ，電気回路，

電磁気講座の皆様にも厚くお礼申し上げます。
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