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密度流の研究悌3報）
　　一単一理想流体のoutflowと密度流との比較一

　　柏村正和＊
（1．1召禾臼431i：薯三11月　28　日受退｛1，）

　　　　　　　　　　Studies　on　Density　Current　（III）

一A　Comparative　Study　of　the　Outflow　Pattern　of　the　Density

　　　　　　　　　Current　with　a　Single　ldeal　Fluid　Flow一

Masal〈azu　KASHIWAMURA

（Received　November　28，　1968＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　As　described　in　the　previous　paper，　there　are　five　flow　patterns　of　a　fiuid，　when　it

passes　through　an　outlet　into　a　heavier　fluid．　The　example　can　be　found　at　a　river

mouth．

　　　　The　first　pattern，　which　is　called　A　pattern，　appears　in　a　condition　where　the　density

difference　of　the　two　fiuids　is　large　and　a　velocity　of　the　lighter　fluid　is　small　while　the

breadth　of　the　outlet　is　long．　The　last，　called　E　pattern，　on　the　other　hand，　occurs　in

a　reverse　condition，　and　it　gives　approximately　the　same　feature　with　a　turbulent　jet．

　　　　The　A　pattern　has　stable　stream　lines，　which　extend　over　the　heavier　fluid　while

spreading　gradually　with　the　distance　from　the　outlet，　and　eventually　stretch　in　radial

directions．　lt　seems　to　resemble　a　fiow　pattern　of　a　single　ideal　fluid　which　issues　from

an　outlet．

　　　　This　paper　describes　the　extent　of　conformity　between　the　A　pattern　flow　and　the

ideal　fiuid　flow．　The　velocity　and　the　stream　lines　of　the　ideal　fiow　have　been　calculated

with　conformal　representation，　while　the　A　pattern　was　obtained　through　the　experiment．

　　　　As　a　result，　it　appears　that　the　stream　lines　of　the　two　flows　offer　an　approximate

resemblance　with　the　each　other　except　for　a　point　where　the　A　pattern　flow　spreads

over　more　rapidly　after　passing　through　the　outlet．　lt　appears，　however，　that　there　are

differences　between　the　two　flows　in　velocity．　The　most　remarkable　difference　is　that

the　velocity　along　the　center　line　decreases　gradually　in　the　ideal　flow　but，　in　the

A　pattern　fiow，　accelerates　temporarily　at　the　outlet．　The　cause　has　been　discussed　by

emphasizing　that　a　depth　of　the　lighter　fiuid　plays　an　important　part　in　the　motion　of

the　A　pattern　fiow．

＊　工業力学第二講座
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　　　　　　　　　　　　　　　　　i．序　　　文

　　自由表面を持ち半無限空1二1当1に拡がる液体の立直iに向かって，それより軽い流体が水平に流

出する場含，その流体が前者の上をどのように拡がっていくかという問題については第2報に

述べたとおりであるが1），その後実験の充足によりfiow　patternの分類を示す図はさらに詳細

なものが得られ，その都度報告してきた2）’“’1）。その成果を要約するならば，つぎのとおりで

ある。

　　軽い流体のoutfiowは大体において5個のpatternに分けられる。流出速度が微小で工流

体の密度差の大きいときに観測される密度流｝杓性格の強いA型と，逆に流出速度が早く，かつ

密度差の少ない時に現われやすい噴流的性格をもつE型とを両極端として，その間の遷移状態

に応じて生ずるB，C，　D型をあわせたものがそれである。これらの各型は0・一（レεげ摺びと，

R一一bU／レの二つの無次元量によって図．しに示づ旨ことができ，それは七一1に示すとおりである。

ここにりは流出水の動粘性係数，εは．．ヒ下二流体の密／隻：の比を！から引いたもの，gは重力加

速度，びはoutletにおける平均流出速度，　bはGutletの幅である。

　　図一1から明らかなように，0とRが大きい場合には流線の安定な密度流的A型となり，

逆に両者が小さければ流線の乱れた噴流的E型になる傾向を見出すことができる。A型のpat－

temを示す…つの例を図一2に示す。この写真から容易に想／象さるように，軽い流体はoutlet

を出ると重い流体の上にα）りあげて四方へ拡がっていくが，その流線の形状は一見して単一理

想流体のpotential　flowの流線と似ているのではないかと思わせるものがある。

　　AからEの各pattemを数学的に誘導することは現在の段階では難題であってまだ見通

しはたたないが，しかし乱流の要素のない最も解析可能に近いことを感じさせるA型について
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　　　　　　　　　　　　　　図一2　密度流的A型flow　pattern．

は理論的解決の希望が一番濃厚に思われる。

　　本論文では以上の観点から，さしあたってA型と類似のpatternを持つと予想される単

一流体のoutflowを理論的に求めて実験的に得られたA型流と比較し，その相違点を指摘して

A型patternを理解する第一歩としたいと考えるものである。

　　　　　　　　　　　　　　2．　単一理想流体のoutflow

　　図一3に示すようにx＞0の半無限空間に向かってx－0なる直線に直角に流出する自由表

面を持つ理想流体の定常流を考える。流れは二次元的とし，従って深さは至るところで一定と

する。非回転運動を仮定するならばただちに次式を得る。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y

　　　　　ll霧勾　　（・）

　　ここにφは速度potential，ψは流れ関数である。

　　（1）式はφとψについてのCauchy－Riemannの偏微分

方程式であり，従って複素potentia1，　w一φ＋ψは，　x－

x十勿に対し正則であってwとπは相互に等角写像性を

有する。

　　等角写像によって流線を得るために，まずこの流れが

露軸に対して対称であることに注目してyの下側だけを考

／

7fiiiilXx一．
o

x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図一3　自由表面を持つ半無限
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　流体に流入する流れ

えることとし，境界を図一4のようにとりなおす。この図の境界がt面の実軸とつぎのような

Schwarz－Christoffel変換によって対応するものとする。
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　　垣函の実悪と2面の境界の対応が図一5のようになるものとすれば，

　　　　a，　＝　一1　b一＝o　I

　　　　・一一・七一β一・∫

にとればよい。従って

　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　髪A雨晒

　　これを積分して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　…　A｛・幽め・・：鍋｝｛ξ｝｝＋B

を得る。’と之の各面の対応はつぎの表のごとくになる。

　　　　　　ま一．二・・＿二・．二秘一t．．辻2　＋∞

（2）

（3）

（4）

（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　．ゐ　　　　　　．∂
　　　　　　　粘　　i。。　　　z2『　一〇。＋　i　’2’T　一。。　　＋○。

　　　　　　　　］

　　この表から（5）式のA，Bを定めることができる。（t＋1）1！2は本来21iHl関数であるが，単に

符号が異なるだけであり，それを考慮すれぽ（5）式のAは符号が異なって出るだけであってA

を正として扱った上，上表を満足する方の（t＋1）v2を川いればよい。この結果

　　　　ll■　　　　　　（・）

を得る。故に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　絡←㈹極器齢　　　　（・）
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　　三一3においてx→一・。では流線はすべてx軸に平肴であり，かつ等流と考えなければな

らないが，このような流れは’面上では

　　　　　wx・17zlogt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

で与えられる。この流れはオ面では原点から放射状に流出し，流速は原点からの距離のみの関

数で，距離に反比例する。また原点からの流出流量をQとすれぽ，班はm需Ω／2πで与えられ

る。故に（8）式をあらためて

　　　　　　　　た
　　　　　t＝＝：：～すω　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

として表わし，これを（7）式に代入すれば，これが求める流れを表現する式になるであろう。

すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　引・（か＋・）．1．＋1。9、（婆ぞ”±一D．；一1　　　　　　　　　　　（e’　’t2一　’”　＋　1）um2”　＋　1｝　　（・・）

　　計算を容易にするために，2me／b　・・　2t，2π”／Ω＝wノとし，これに応じて2πκ／ゐ＝〆，2π留う

＝・　？y’，2πφ／（2罵φ！，2πψ／Q＝・　gbノと一9h　2”し幹ま

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　。’・。2（e’・’　＋　・）一i”＋1。9（〆’土よ）二『ゴ　　　　　　　 （・・）

　　　　　　　　　　　　　　　（e？v’十1）丁十1

　　さらに之ノを実部と虚都に分けて表わすと次式のようになる。

　　　　　1＝：：：：∴熱簾蜀藷■　　（・？一）

ここに．

　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　ほ　　　　　7一　・・（e2　ip　’　＋　2e‘P　’　c・sψノ＋1）”4

　　　　　・一法・・n…1三王雛ゴ

である。

　　g／’＝・Oは〆軸に沿う流れを表わし，ψLπはφ’＜0の領域でぱy’＝1に沿い，φノ＞0では

v’・・o（？y’＞1）に沿う流れである。従ってψノについて。からπまでの間をπ／8ごとに区切って

計算を行なった。またφ！は一5から十4まで0．2ごとにとった。電子計算機による計算結果

は表一1に示すとおりである。

　　さらに表一1を図上で示すと図一6のごとくになる。これによれば流線は．一1：流でぱ等閥隔平

行で，また速度potential線の間隔も一一様であることから等流であることが判るが，　outletに

近付くに従って前方の水路の拡がりを予知して流速流向に変化を生ずる。ψノー0の流線上では

流速が次第に単調減少を示し，また流線間隔は単調に土曽加する。一方ψノーπにそっては流線間
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表一1 φ’，ψノに対応
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　　　　5

ψ怯陰π

．Tノ

2．589

2．338
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1，903
1．7！5

1．545

1．390

1，249

1，120

1．002

O．895

0，796

0．705

0．621

0．543

？y’

3．947

3．578

3，245

2．945

2．675

2．431
2，2！1

2．0！4

1．836
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1．409

1．296

1．196
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　　　　3
ψノ＝可π

O．470
0．40！

O．336
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0．L12

　O．！53
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－O，264
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0．631
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0．629
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O．628
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O．626
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1．18！
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0．77！

O．690

O．616

0．548

0．485

0．427

0．373

O．322

0．273

0．L27

0．182

0．137

　O，09！

　O，044
－O，005

－O．056

－O．109

一〇．！64

－O．220

－O．278
－O，337

－O．S96

一〇．456

－O．517

－O．579

－O．64！

一〇．703

一〇．765

－O．828
－O．89．　1

－O．954
－1．016

一1．079

－1．143

－1．206
－！．269

－！．333

一1．396

IJ　t

4．385

3．976

3，606

3，273

2．972

2，701

2．457

2．238

2．041

1．865

1．707

1．566
！．441

！．331

1．234

1．！49

1．076

1．014
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O．885
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0．758．

O．757
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0，753
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0．75！

O．751

O．751

　　　　7
ψ’＝百π

Xノ

O．909

0．821

0．741

0．668

0．602

O．543

0．488

0，438

0，393

0．352

O．314

0．279

0．247

0．217

0．189

O．163

0．138

0．1！4

e．089

0．063

　O，035

　0．OOI

－O．037

－O．081

－O．128

一〇．179

－O．232

－O．287

－O．344
－O．402

一〇．4ca！

一〇，521

－O，582

－O．643

－O．705

一〇．767

－O．829

－O．892

－O．955

－1．017

一1．080

－1．143
－！．207

－1，270
－！．333

一1．397

？」ノ

4．655

4．L21

3．829

3．475

3，155

2．868

2．609

2，376

2．167

1．980

！．8！3

！．664

1．531

1．415

1，312

！．224

1．148

1．084

1，031

0，991

O，961

0，940

0．925
0．｛　14

0．906

O．900

0．895

0．891

0．888

0．885

O，884
0，88？“

O，88！

O．880

0．879

O．878

0．878

0．877

0．877

0．876

O，876

0．876

0，876

0，876

0．876

O，875

ψノ＝π

ぼノ

。．ooo

o．ooo

o，ooo

o．ooo

o．ooo

o．ooo

o．eoo

o．ooo
OJOOO
o，ooo

o．ooo
OJOOO

o．ooo

o．ooo

o．ooo

o．ooo

o．ooo

o．ooo

o．ooo

o，ooo

？yノ

　o，ooo

－O．018

－O．051

－O．090
－O．136

一〇．！84

－O．L37
－O．29！

一〇，341

－O．404

一〇，463

－O．523

－O．583

－O．644
－O．706

一〇．768

－O，830

－O．892

－O．955

－1．017

一1．080

－1．143
－1．207
－！．270

－1．333

一1．397

4．747

4．304
3．9．　04

3．543

3．2！7

2．924

2．660

2．423

2．210

2．019

1．848

！．697

1．562

1．443

1．339

1，249

1．172

1．108

1．057

1．019

1．000
！．ooo

1．oeo

1．oeo

1．000

！．oeo

1．000

1．000

1．eoo

1．000

1．000
！，000

1．000

1．000

1．000

1，000

1．000

1．000

1．000
！，000

1，000

1．000

1．000

1．OOO
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1．000
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　　　　　　－1　O　1　2　3　4　5
　　　　　　　　　　　図一6　表一！から作國した流線と速度potent三al線

隔は逆にせまくなり，また速度potential線の間隔も小さくなり，流速は急激に加速される。

流嵐後の流線はやがて放射状となり，流速はψノの全域で減少し，φノ→。。では0に近づく。

　　この辺の状況は1♂別／4之｝の値から察することができる。すなわち（10）式と（1！）式とから

　　　　　審書（釦一1一号（e・v’＋・）一壱

　　　　　　　＝　S一（（ee’　cos　gt’＋1）2＋（e“’　sin　gi’）2）’一／’i”exp（一i－i　…tan”i　一z．］i，，・：’1：一6－S一，inci，¢＋’　i’）　（13）

故に流速の絶対値をqとすれば

　　　　　・一隈ト薯｛（e・・　t…ip・＋・）2＋（・・’S副一『1一

　　　　　　　＝＝：　一？一（e2e’＋1＋2ee’　cos　sb’）一’｝i”　（14）

　　この式から水路の上流部では，φ’→一・。とおけるから流速はψノの値に無関係にg一Ω／う

となって一定であり，逆に流出後はφノが次第に大きくなるがφノ→・。とすればやはりψノに関

係なくq　・Oとなることが判る。またそのときの流向は（13＞式のexponential　termにおいて

φノD。。とおけば得られるが，各流線ぱ究極約にx軸とψ72の角度をなし直線的に放射状に拡

がっていくことが理解できる。

　　g5’　・＝　Oはoutletの点である。流速はq・・＝（Q／b）・｛2（1＋cosψノ）｝一1／4で与えられ，流線によっ
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て流速はかなり異なり，ψ壕0で最もおそくg・・一（1ハ〆2＞2／bであるが，ψノが大きくなるに従っ

て大となりψ！篇πでは無限大になることが示される。

　　このような流線のpatternと流速の分布が密度流型二層流の流出pattemと比較したとき

に，どのような相異あるいはどのような一致を示すかという点がこ¢）論文の中心であり節をあ

らためて述べてみたい。

鳳 、　、

・こま
、 、
、

、

、

、

㌔＼

s

N

s

x

N

N

N

t

s

x噸

図一7　単一埋想流体と実験から得られたA型密度流との流線の比較
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　　　　　　　　　　　　　3．　密度流的ひろがりとの比較

　　はじめに述べたように，例えば海面に河川が静かに流出するような場合，密度差のために

淡水が塩水の上へのりあげてひろがるが，その流れかたは大体5つのpatternに分けられる。

そのうちで流速がおそく密度差が大きいときに現れやすいA型と称するもの（図一2の写真参

照）は流線の形状が一一一見して前節に述べた単一理想流体の流出pattemと似ている。

　　いま両者を図上で比較すると図一7のとおりになる。点線はA型密度流の流線である。こ

の流線は水槽実験に功εわれたA型密度流の写真の一…一つを転写したものであるが，残りの写真の

流線もほぼ類似の形状を示している。実線ぱ前節の計算による単一流体の流線である。

　　両者はたしかに似てはいるが，若干の相違が見出さオ／しる。顕著な点ぱ密度流の方がひろが

り方が大きいことであって，ことに両側に向かうに従って流線の不一致の度舎が大きくなる。

また密度流ではoutletを出る際に’1貫性を持って少し前方に出てから急速に左右にひろがって

いるようである。流線形状の相違としては以上のようなものであって，その他では憩えば流線

が次第に放射状に直線的になっていく傾向など，かなり似た面が多い。しかし流速の点では両

考の性質上の相違からみて当然とは思われるが，かなり異なる点がある。点線で示した密度流

では平面的に流速分布を得ることは，流速自体がごく微弱であるために測定が現在の段階では

不可能であって，わずかに流心に沿っての二，三の測定がやっと得られた段階であるが，その

資料と，あるいは実際の河口における表面流の実測結果とから一流体の流速分布とのちがいを

指摘することができる。根本的な相違点としてぱ，密度流ではoutletで流れが加速される事を

あげることができる。これは室内実験でも野外観測でもたしかめられていることであるが，そ

の原囚は表層の軽い流体が流出するにあたっては急激にその厚みを減ずることによって生ずる

ものと考えられる。さらに密度流では沖へひろがって行く場合の流速の減少の仕方が一流体よ

りかなりおそいことも注目される点である。

　　このように流線形状は多少似ているが流速分布にばかなり相違点がある。この点について

多少議論を試みよう。

　　現実の流れで粘性や渦動料i性を無視することば不適当であることが多いが，この悶題のよ

うに一様水路から無限に広い領域に流出するような過渡状態に限ってぱ，しばしばそれらを無

視した力学的挙動が卓越するので，今はこれらを無視して取り扱ってみる。このように考えた

：工科の定常流では下層は静止しているものとして扱えるから上層の軽い流体の運動方程式と連

続方程式だけを考えれば充分であろう。

　　運動方程式と連続方程式はつぎのように与えられる。

　　　　（Y。ff）ヲートεσ71z；0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15＞

　　　　7・（hV）　＝＝O　〈！6＞
ここにhは表層の厚さ，γは表層の流速ベクFルであり，εは上下二層の密度比を！から引い
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たものである。

　　非回転運動を仮定すれば7×y－Oであるから（15）式左辺第1項は

　　　　（V・V）　V－7，t一　Y2一　Yx　（g　x　Yi）一7，t　V2　（17）

となる。

　　故に（15）式は積分されてつぎのとおりになる。すなわち

　　　　一一li一一一　g2＋egh　＝：　const．　（！8）

ここにg判y1である。この式は理想流体の二溜流について，　Bernoulliの式と1司様の表現で

ある。

　　この式から，outletを出て表層厚hが減少するに従って流れは加速される事情を知ること

ができる。hは流れに従って次第に減少し，遂には0になるから（18）式により流速gは本来加

速されてある一定値に収束するはずであるが，現実には粘性，渦動粘性によってたえずエネルギ

ーを失なうのでoutletで一時加速されてもその後次第に減速し遂には0になると考えられる。

　　このように密度流の特性には上層の淡水厚が大きな役割を果たしているのであって，しか

も（16）式の連続方程式の中にも淡水厚1zが入っていることが問題の解析を困難にしているよう

に思われる。

　　（！6＞式から流れ関数に相当するscalar畏ψがつぎの形で存在することが判る。

　　　　勧一鞭　／　　　　　（、9）
　　　　h・．　．．，　一…gg一一　j

　　さらに非回転運動であるから，V＝＝＝　7（Pなる速度poteiltial　U2が存在するので（19）式とあわ

せて考えると

となり，Cauchy－Riemannの式と類似な表現を得る。しかしhが存在するために特別な場合

を除いては正則性を有する複素potentialを定義できないのでこの問題に等角写像法を適用す

る試みは今の所難しいと思われる。ただしφとψは

　　　　勢募＋｛診一1銑一・　　　　　　　（・・）

を満足しているので，それぞれの等価線が常セこ直交することは一流体の速度potentialと流れ

関数の場合と同様である。
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4．　結 論

　　密度流的性格の強いA型outfiow　patternと，単一理想流体のpatternとを比較した。そ

の結果，密度流の：方がひろがり方がやや強く，outletを出てしばらくしてから急速にひろがる

ことが見出された。その他の点では流線はかなりよく傾向が合っている。

　　流速分布には相違点がいくつか見出されたが，とくに流心に沿っての流れでt＃・一流体では

次第に減少するのに対し，密度流ではoutletの付近で一時加速されたのち減少するのが特微的

である。これは，密度流では上層流の厚さが密接に運動に関与しているためと考えられる。

　　上層流の厚さを考慮に入れた密度流のoutfiow　patternについての理論解はまだ求められ

ていない。これは今後の問題に属するものであって，実験資料の充足と相まって発展させてい

きたい。

　　この論文中の数傭計算に当っては工業数学講座加地郁夫教授に多大の御援助をいただい

た。ここrづ享く御礼申し上げる。
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