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圧力勾配を伴う流動場における軸対称後流の一特性

　　福迫尚一郎＊
　　ズく　　谷　　　　Il券＊

　　有‘　江　　彗吟　　男＊

G昭禾【．143勾三Il月　30　日受」］，1｛）

A　Contribution　to　the　Spreading　of　an　Axisymmetric

　　　　　Wake　with　Streamwise　Pressure　Gradient

　　Shoichiro　FuKusAKo

　　Masaru　KIYA

　　Mil〈io　ARIE

（Received　November　30，　1968＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstrac亡

　　　A　Similar　solution　of　axisymmetric　laminar　or　turbulent　wal〈e　of　a　body　placed　in

a　fiow　with　streamwise　pressure　gradient　was　obtained　on　the　assumption　that　the　ve－

locity　outside　the　wake　is　proportional　to　xl’．

　　　It　was　shown　that　the　width　of　the　laminar　and　turbulent　wakes　increases　in　pro－

portion　to　xSi’i’）！2，　and　x£i’3i’）！3，　respectively．　On　the　other　hand，　the　maximum　velocity－

defect　in　the　wake　decreases　in　proportion　to　xi’（i“P）　and　xl’2，’3　in　laminar　and　turbulent

wakes，　respectively．

　　　However，　the　velocity　profile　in　the　wake　shows　an　equivalent　form　with　that　in　the

wake　without　a　pressure　gradient　for　both　laminar　and　turbulent　cases．

1，　緒 言

　　　狭まりおよび拡がり流れのような圧力勾配を伴う流れは流体工学においてしばしば見られ

るものである。かかる流れの中におかれた．単一物体の後流に関しては，流れが二次元の場合，

Yasuhara＆Goto1）らの研究がある。取近，　Kuo＆Baldwin2＞らは，柄門板の乱流後流に関し

て実験を行ない，物体よりはるか後方の後流が1軸対称の形状になることを確かめている。した

がって，軸対称に近い三次元物体のはるか後方の後流もほとんどの場合，軸対称性を仮定して

論ずることができるものと期待される。

　　　本報告は圧力勾配を伴った非圧縮性流体の流動場における軸対称定常後流流れを層流およ

び乱流の場合について取り扱い，相似解の存在を仮定して後流の速度分布，垂直方向幅および

＊　機械工学二’il卜　？fi己．体二［二学第一群趨坐
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軸心上の速度欠損量を求めたものである。一例として，後流外部の速度が螺，すなわち圧力が

婿Pに比例して変化するとき，後流の幅および軸心しの速度欠損量がClのいかなる関数となる

べきかを明らかにしてある。　これらの解は，圧力勾配がないときのSchlichtillg5＞の解をp－0

なる特別の揚合として含んでいる。
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上ヒ　でダll定　菱女二

　　後流内の流れにおいては，主流方向の流れの変化が，これと直角方向の変化に比較して極

めて小さいため十分な精度を持って境界層近似を適用することができる。従来の後流に関する

解析はほとんどこの線に沿って行なわれており，圧力勾配のある後流の問題も境界層方程式に

もとづいて論ずることが可能なものと考えられる。

　　軸対称定常層流流れに対する境界層方程式および連続の方程式は，

　　　　Ul．雰1．＋u2・1驚・一三．盟電離（　　OtZtlx2砺）

　　　　　6　．　．　o’
　　　　颪幅）＋砺（x・z‘・）一＝　O

である。ただし，x、は主流方向，　x2はこれと直角方向の座標を意味する。

　　いま後流内の速度欠損量Ztを

　　　　U（．T！，　U2）　＝：：：　Ul（Cl）一Ul（Xl，　1］2）　．

なる形で導入し，

と仮定する。

　　　　研訟＋・鷺燭蕩磁器（為熟

（！）

（2）

（3）

　　uはU，に比較して極めて小さくその二次以上の高次の項は無視しうるもの

したがって（3）式を（1）および（2）式に代入すれば次式が得られる。

　　一．．一i－i－1一　（・c，　ui）＋一　b一．1’liE一　（　c，　zt，）　＝一　o

U，はx1のみの関数であるから，（5）式は

（4）

（5）
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　　　　　：2　rO：　tt2　＝＝：　O

なる境界条件のもとに積分できて

　　　　・1、一ム．盤1．・、　　　　　　　　（・）
　　　　　　　　　　　1

となる。さらに（6）式を（4）式に代入すると，

　　　　　四一＋畷一三需磯一・俵激礫）　　（・）

となる。いま新らしい変数ξを

　　　　　ξ一煮ア　　　　　　　　　　（・）

によって定義し，速度欠損量Ztが

　　　　u（x．　．r“一）　＝一　w（v，）　F（tt）　（9）

なる形に書けるものとする。ただし，頭苅）は後流の軸心上の速度欠損量の尺度であり，h（v、）

は後流の幅の尺度である。

　　（8＞および（9）式を（7）式に代入すると

　　　　　鐸虚器陰雲一＋謬盟）ξ要畔孟（U，・v）F＝＝＝・（・・）

となる。（10＞式がξに関する常微分方程式であるためには，（10）式の左辺第3項および第4項

の係数は定数でなければならない。しかるに，これらの定数はどのように選んでも一般性が失

われることはないから，いま

　　　　　一概盈＋州際四一・　　　　　　　　　（・・〉

　　　　　一S／　一；　一d4．一￥　（U，　zJ）　一＝　一2　（12）

とおくと，（10）式は

　　　　　鐸＋（，一＋一1，t）一dd－e．・一＋2F＝一〇　a3）

となる。境界条件は

　　　　　’1．：，1，1一．dt”（F’ll’i）’：，O／　（i‘）

である。境界条件（14）式を満足する（13＞式の解は

　　　　　F（c：）　一＝　exp　（一　一一i一一　g’　2）　（15）
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である。（11＞および（12）式を

　　　　灘1コ露Q：σ1岡謡Uo，　h（x1）．・　ho，　v（Xl）＝て，o

なる境界条件のもとに積分すると［Prabhu3＞】

　　　　ll（Ci）一癖個＝：鴛＋ぜ

　　　　咽珊卿四阿誠｛∫1：缶幽圖司

となる。いま後流外部の平均点度し「iが岬に比例するものとして

　　　　嗣嵩。気γ

（！6）

（17）

（18）

（！9）

4

とおく。（19）式を（17）式および（18）式に代入して定数項が消えるように積分の下限Xoを選ぶと

　　　　h　（．Tl）鴫畷）（1　”　P’！2　　　　　　　（・・）

　　　　幅）一畷）…回　　　　　　　（・・）

となる。ただし

　　　　q一匹r　　　　　　　　（22）
である。したがって，軸対称層流後流の幅ぱx｛1．v）／2に，軸心上の速度欠損量は釘（1切に比例

して変化することがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　　3．乱流後流

　　軸対称，非圧縮性定常後流流れに対する基礎方程式は，一般に

　　　　畷＋磯曲鷺．＋細細（励　　　　（23）

　　　　訟（卿鳶（…2）・・　　　　　　（24）

と書ける。ただし，島および撹2は軸方向および半径方向の平均速度成分，τは勇断応力であ

る。いま粘性項が無視できるような十分大きなReynolds数の流れを取り扱うものとすれば，

勢断応力は

　　　　　　　　アブ　　　　τ＝一S）　u｛　zt2

となる。したがって，2‘｛厩の関数形が既知であるか，あるいはその平均速度との関数関係が既

知であれぽ（23）および（24）式は解析的に取り扱うことが可能である。いまPrandtlの混合距離

理論を適用すると，勇断応力τは次のように表わされる。
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　　　　　。＿ρε辺塑．

　　　　　　　　OfiX2

ただし，εは渦拡散係数であって，圧力勾配のない後流の場合下記の二つの形が採用されてお

り，実測値ともよく一致する結果を与える。

　　　　　c一　＝＝　K，H（x，）　V（x，）　（25）
　　　　　s　一：：　i21－i　一／／；一1　（26）

したがって，圧力勾配を伴った後流の場合にも，これらの仮定を適用して解を求めることが適

当であると考えられる。

　3ユ　ε　＝・IK1　H（Xi）Y（Xl）の場合

　　V（Xl）は後流軸心上の速度欠損量の尺度であり，H（Z；1）は後流幅の尺度である。またK，は

比例定数である。

　　いま速度欠．損量πを

　　　　’i｛（κ1，κ2）＝pt乙ノ「】（Xl）一拡1（X】，X2＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

なる形で導入し，（27）式を（23）および（24）式に代入し滋の二次以上の高次の項を無視すると，

　　　　　礁＋・」訟一吉鷺礁嵩H怯島＋瓦磯諺　（28）

が得られ，る。層流の場合と同ように

　　　　　a（x，，　一〇）一　“V（x，）　F（rp）　（29）

　　　　　η一が勤　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

とおく。ただし，F（η）は速度欠損量分布であり，ηは相似変数である。

　　（29）および（30）式を（28）式に代入すると

　　　　　募・＋÷霧÷C瀞鷹一＋．彦量器）・髪男一一轟嬬一（u，v）F一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

となる。相似解が存在するためには，（3！＞式はηに関する常微分方程式でなければならない。

したがって，（31）式の左辺第3項および第4項は定数でなければならない。しかるに，これら

の定数はどのように選んでも一般性が失われることはないから

　　　　　煮ア霧＋二階一懇司　　　　　、（32）

　　　　　一側畑一・　　　　　　　（33）

とおくと，（31）式は
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　　　　－g，112．，，F．，．＋（　　　1ep　十　　　T／）un4d｛．．＋？一F．．．o　（34）

となる。境界条件は

　　　　∴霧1一　　　　．（35）

である。（35）式の境界条件を満足する（36）式の解は

　　　　Fce）＝exp　（　　！一2．η2）　（36）

であって，これは層流の場合と同じ形である。

　　（32）および（33）式を境界条件

　　　　xi＝xo　：　Ui（x］）　＝Uo，　H（xi）＝Ho，　V（xi）＝Ve　（37）

のもとに解くと［Prabhu3）］

　　　　嗣イ罰・K，　U」　・’2H8　V，　Si：C渉「）㌔苅＋ザ　　　（38）

　　　　胴イ絵）匿・（銑）1’i2∫二：（亡）㌦・鵬・／・］一’　2”3　　（39）

となる。（19）式を（38）および（39）式に代入し，［］内の定数Pt　H9およびVe．3！2が消えるよう

に積分の下限Xoを選ぶものとすれば

　　　　H（Xl）轟璃C卸騨　　　　　　　（・・）

　　　　v（　rci）＝Cv　vo　（’tti　’）　”2’／3　（41）

となる。ただし，C．，　C7は定数であって

　　　　吋四丁…罐r（圃・）　　　　（・2＞

　　　　C■ザ鵠「Vo　XiUo　Ho］ψキ・／・）　　　　　（43）

である。後流の幅は。！l．2’）・”3に比伽1して変化するが，軸心上の速度欠損量が圧力勾配の影響を

受けないという結果は興味ある事実である。

　3．2　ε＝　12　1∂tiユ／∂x，　iの場合

　　1はPrandtlの混合距離であって，　Clのみの関数であるものとすれば，　x2の正の値に対し

て，常に∂al／∂x2＞0であるから

　　　　，一＝1・塾、

　　　　　　　o“x2
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とおくことができる。したがって，（28）式に相当する方程式ぱ，この場合

　　　　　磯＋・器一一盤磯一一発鵬）2一・磯一舞

となる。（44）式に次のごとき相似解を仮定する。

　　　　　i｛，　（x，，　O　一＝　V（x，）　F（（　）

　　　　　．　　　　X2
　　　　　9一＝　一R一（謂デ

　　（45）および（46）式を（44）式に代入すると

　　　　　一雅謬＋最C劉2

　　　　　　　一董轟（ひ1鷺＋去H盤）ζ｛罪＋・＄”2’1’”i一一孟（u，v）F一・

となり，前述した柑似解存在の条件から

　　　　　薪（u，一斗＋吉H鷺）一・　・

　　　　　轟・孟（U，V）：＝＝　一2

とおくと，（47）式は

　　　　　密毛写＋最！誓）2一ζ要一・F一＝・

となる。境界条件は

　　　　　ζ一〇・器。｝

　　　　　C　＝＝＝　！　；　F（C）　一：：　O　j

である。境界条件（5！）式を満足する（50＞式¢）解は

　　　　　F（C）　＝：．　…1．．．　（1一（3f2）2

であり，圧力勾配のない後流の解と同一である。

　　Prandtlの混合距離1を後流の幅に比例するものと仮定して

　　　　　1（xi）　＝＝　AilL］1（xi＞

代入し，．境界条件（37）式のもとに積分すると

　　　　　H（・1）一（款一）1／2［・縄呵1：（亡）㌦＋珊r

　　　　　v（蝋暮）［・姻1：噺）dXl÷躍

（44）

（45）

（46）

（47）

（47）

（49）

（50）

（51）

（52）

75

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（53）

とおく。ただし，／11は実験によって決められるべき定数である。（53）式を（48＞および（49）式に

（54）

（55）
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となる。後流外部の平均速度が岬に比例するときば，これらの両式ぱ

　　　　H（塵咄（粛）（1．3P）！3

　　　　嘱一隅。無）．2／3

となる。ただし，DXt’，　D　Fは定数であって

　　　　砺一［薦r鷹r（幽・）

　　　　・・一トL儲L器］（・・　・・／・／

〈56）

（57）

（58）

〈59）

8

である。HおよびVのXlに対する関係はこれら二つの仮定において完全に一一致している。

また，（36）式および（52）式で与えられる速度欠損量分布はほとんど同一の形状を与える。PコO

のとき，（56）および（57）式は

　　　　H（：vi）　N　xl！3　，　V（xi＞　N　xi　2／3

となり，圧力勾配がない場合の後流の解【Schlichting5）1と一一一致している。

　　　　　　　　　　　　　　　　4．結　　　論

　　圧力勾配を伴う軸対称物体の後流に関して境界層理論にもとつく理論的解析を行ない，次

の結果を得た。

　　（1）層流および乱流後流の速：度欠損量：分布は圧力勾配に無関係であって，層流の場合exp

｛一（！／2）ξ2｝，乱流の場合exp｛一（！／2）η2｝または（2／9）（1一ζ3／2）2である。

　　（2）後流外部の平均速度がcl）に比例して変化する場合，後流の幅は層流のとき畷1．v）・’2，

乱流のときxli一．3v）ノ3に比例して変化する。一一方，後流の軸心一ヒの速度欠損量ぱ，層流のとき

・τf（1．1．1）），乱流のときVf．2／3に比例して変化する。したがって乱流後流の軸心上の速度欠損量は

圧力勾配の影響を受けない。
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