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Abstract

　　　This　paper　is　concerned　with　the　azimuthal－velocity－prebunching　effect　on

electron－wave　interactions　in　CEF－type　devices　in　a　special　case　where　b＝＝O，　d＝＝O，

2：＝＝O，　P，c“＝20，　and　C　：O．05．

　　　The　small－signal　forward－wave　output　power　was　given　by

　　　　　　　P（0）　＝＝　t’lt］”　（；．，　lro2－Qoei　（O）／・；・，

and　the　equivalent　conductance　G．q　was　yielded　by

　　　　　　　応需鳶麦一［・（一・麦vβでφ一醜鉛φ）2＋・…優φ］・

　　　The　term　of　cosh（V’BL“C”ip／2）　is　du6　to　the　growing　and　decreasing　waves　in　the

device　and　the　terms　of　cos（V”2” nIP，C）　and　sin（V“2”¢IP．C）　are　due　to　the　character－

istic　ripple　in　the　CEF－type　focusing　systems．　The’ripple　effect　on　the　equivalent

conductance　in　the　azimuthal－velocity－prebunching　case　is　larger　than　that　on　the

equivalent　resistance　in　the　radial－current　prebunching　case．
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1．　lntroduction

　　　　Recently，　NunR　and　Rowei）’2）　have　presented　analyses　of　the　centrifugal－

electrostatic　focusing　or　CEF－type　devices，　in　which　the　centrifugal　force　of　the

electrons　in　the　interaction　region　is　balanced　by　an　equal　and　opposite　radial

electric　field，　as　shown　in　Fig．　i．　More　recently，　Sakuraba　and　Rowe3）T4）T5）　have

shown　that　certain　types　of　photodemodulators　may　make　effective　use　of　CEF一
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type　electron　beams．　A　review　of　the　literature　reveais　that　the　prebunching

effects　in　CEF－type．　systems　have　received　relatively　litt1e　analytical．，　attention6）’7）．

　　　　This　paper　deais　with　the　azimuthal－velocity－prebunching　effect　on　electron－

wave　lnteractions　ln　CEF－type　forward－wave　devices．　The　derivation　will　be　based

・on　Sakuraba　and　Rowe’s　analysis　for　forward一　and　backward－wave　CEF－type

devices，　which　treats　the　electron一　wave　interagtion　problem　from　a　viewpoint　of

the　equivalent　circuit　analysis．　The　equivalerit　conductance　of　demodulating　output

will　be　expressed　in　terms　of　the．growing　wave，　the　decreasing　wave　and　the

・characteristic　rippling．
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Fig．　1．　Model　for　analysis　o’f　CEF－type　forNKrard－wave　dev’ices．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z．　The　Electronic　Equations

　　　　The　equations　of　motion　for　an　electron　revolving　about　the　center　of　the

CEF－type　forward－wave　device　from　the　Lagrange　function　fo／r　a　slngle・　partlcle

　　　　　　ゲー・〃2一一・［E、・＋鯛，　　　　　　　　（・）

　　　　　　27’tj十7AF．　：：＝　一ny．E）e，　（2i＞
where

　　　　E．　＝：　radial　r－f　electric　field　intensity，

　　　　E（r）　＝＝　static　radial　electric　field　intensity　which　balaRces　the　centrifugal　force

　　　　　　　　　　of　the　electron　at　radius　r，

　　　　E，　：＝　azimuthal　r－f　electric　fie1d　intensity，

　　　　rp　＝　magnitude　of　the　electron’s　charge－to－mass　ratio．

The　dots　appearing　above　the　quantities　in　the　foregoing　equatiQns　signify　the

total　time　clerivation　of　these　terms．　The　azimuthal　velocity　and　radial　depe・ndence

can　be　expressed　in　tems　of　their　unperturbed　values　by　means．　of　the　relations

　　　　　　フー＝7b＋乃，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
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　　　　　　」一一確聞ρ・＋ρ1・　　　　　　　（・）

where

　　　　7も＝radius　of　the　center－o｛一the．beam　radlus，

　　　　r，．＝rad量al　perturbation　func圭ton，

　　　　go　＝unperturbed　spatiai　angular　velocity　of　an　electron　at　radkユs　7b，

　　　　9，＝az量muthal　velocity　perturbation　function．

　　　　It　is　important　to　observe　that　whi玉eプ1　and　9，　depend　on　the　spatial　angle

θ，and　on　time，　both　of　these　functions　must　be　independent　of　radiai　variations．

This　condition．　follows呈n　the　wake　of　the　Eulerian　fiuid　hypothesis　and　prohibits

the　crossing　of　electron　trajectories．　The　requirement　of　zero　rate　of　change　of

9，with　respect　toプresults　from　the　Brillou三n　flow　assumption　which　asserts

that　the　spatial　anguiar　ve｝oc三ty　of　all　particles　in　the　eiectron　stream　must　rema三n．

mvarlant．

　　　　The　az圭muthal　velocity　and　radiai　perturbation　function　a．re　thus　dependent

only　onθand　t，　thus　when　employ三ng　the　usual　procedure　for　partial　d遜eren．

tiation，　the　equations　of　motion　becorne

　　　　　　（ρ・＋9，）［（ρ・＋91）一瓢｝＋（畜）C駕・）＋調＋［肇＋（劉（静）

　　　　　　　　　　　＋（9・＋9，）轟1一圃（9・＋91ト漁船・（・）

　　　　　　・（ρ・＋9，）［（9・＋9r）一か客・1＋（・調［（9・＋91）誰＋一劉一一・E・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

The　last　term　of　Eq．（5）results　from　the　cond三tion　in　wh三ch　the　radia1　electr三c

force　at　ブjust　ba｝ances　the　centrifugal　force　of　the　electron　at　the　same　radius，

so　that　the　particle　possesses　a　stable　motion　in　the　interaction　space．　This　con．

dition凱ay　be　described　mathematically　as

　　　　　　一ηE（。）一一盛＿二巫r砿）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ　　rln（フψ⇒

　　　　　　　　　　　　　　　。w」迎2，　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7も＋フつ

．where

　　　　ve，＝azimuthai　component　of　the　equiiibrium　veiocity　of　the　electron　at

　　　　　　　　　radiUS　プ
　　　　　　　　　　　　　　　　ラ

　　　　Vc＝potential　of　the　circuit　measured　relative　to　the　cathode，

　　　　Vs＝potentia｝of　the　sole　electrode　measured　relative　to　the　cathode，

　　　　7㌔　＝radius　of　the　circuit，

　　　　為　＝radius　of　the　soie．

Equations（5）and（6）may　be　wr三tten　in　a　form　for　which　derivatives　do　not

apPear　by　noting　that　afl∂θ＝一ブβプ，　and∂〃∂t＝ブ（げ，　where∫designates　a　function
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of　e　and　time．　The　一」’ o　and　」’tu　operators　are　a　consequence　of　the　character一一

lstlc　vanatlon

　　　　　　e」’（wt　’一　P，e＞

that　is　found　to　apply　to　all　field　components　in　a　cold　circuit．　lt　is　important　to

observe，　however，　that　the　cold－circuit　circular　propagation　constant　Po　is　replaced

by　the　propagation　constant　P　which　holds　in　the　presence　of　an　energy－carrying

electron　beam．

　　　　Subject　to　these　transformations　Eqs．　（5）　and　（6）　can　be　written

　　　　　　7’i　［（一eo　＋　9i）（iga）　一　9ei32　一　2’9，　i92）　“　（e　（90i3　一　（o　＋　2S？iP）一　2．9，（9，　÷　S？，）一　9？］

　　　　　　　　　　　　　一91　re　（290÷9i）＝：　一rpE．，　（8）

　　　　　　2ri（9，＋P一，）［・一β（9・＋9，）］＋編＋・⇒［・一β（9・＋・el）トノηE・，　（9）

where　7’i／re　is　assumed　to　be　very　much　less　than　unity．

　　　　The　azimuthal　current　equation　has　the　from

　　　　　　1［e　＝＝　（To＋T！）（7－o＋i’i）（90　ri一　9i）＝一21b＋Te，　（！0）

where

　　　　　　－Je＝9e7’eTe，　（11）
　　　　　　ie－9、τ。ハ÷7もτ、91＋9。7もτ、＋τ。アー，9，＋9。ノ’1τ、÷ノも91τ1＋プlg、τ1，　　　（12）

where

　　　　ro　＝＝　d－c　component　of　ring　charge　density　due　to　the　steady　motion　of　the

　　　　　　　beam，

　　　　Ti　：＝：a－c　component　of　ring　charge　clensity　clue　to　the　space－charge　bunching

　　　　　　　of　the　beam．

The　ring　charge　density　of　the　beam　may　be　expressecl　as

　　　　　　T：＝＝　pho　（13）
where

　　　　p　＝＝＝　volume　charge　density　of　the　beam，

　　　　h　＝＝　height　of　the　beam　parallel　to　the　z－axis，

　　　　a　＝＝　raclial　width　of　the　beam．

　　　　The　radial　current　equation　is　given　by

　　　　　　4一（・・＋τ1）誘（・三一（・・＋τ1）［（9・＋9，）器…＋制

　　　　　　　　　　＝＝　．i71　（（OTo　ww　PS20Te　ww　i3Togi　一t一　（tiTi　一PS2eTi－fgS2iTi）　，　（lzl）

A　comparison　of　Eqs．　（12）　and　（14）　reveals　that　the　azimuthal　current　has　a　steady

component　given　by　！o，　in　addition　to　the　a－c　component　given　by　i，，　whereas

the　radial　current　contains　only　the　alternating　component．　This　is　a　direct　con－

sequence　of　the　fact　that　the　steady　radial　motion　of　the　beam，　resulting　from
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interaction　with　the　circuit　wave，　cannot　be　accounted　for　by　the　present　analysis．

The　steady　component　of　azimuthal　current，　on　the　other　hand，　exists　because

the　eiectron　beam　is　assumed　to　enter　the　interaction　region　with　an　initial　11near

tangential　velocity　of　vo　at　radius　re．　The　negative　sign　accompanying　lo　in　Eqs．

（10）　and　（11）　is　necessitated　by　the　gnfortunate　notion　that　a　current　fiow　is

positive　in　the　direction　opposite　to　that　of　election　movement．

　　　　The　continuity　equation　has　the　well－known　from

7仏4、＋zゐ）一
”：1’一t’　（To　＋　Ti）　，

6t
（！5）

where
　　　　l．．　＝＝　unit　radial　vector，

　　　　le　nt　unit　azimuthal　vector．

　　　　In　cylindrical　coordinates　the continuity　equation　becomes

芳転＋審一＋畑焼）器・一癖・・ （16）

because　the　time　rate　of　change　of　the　steady　component　of　ring　charge　density

To　is　zero．　Furthermore，　the　second　term　in　the　left　member　of　the　above　equation．

is　also　zero　in　view　of　the　requirement　that　follows　from　the　Eulerian　fluid　hypo－

thesis．　Accordingly，　the　continuity　equation　assumes　the　general　form

　　　　　　濤万［・・（・一β‘2・）＋・・（・一・P‘2・）一β・・9，一β9司

　　　　　　　　一∴［…（9・＋・9，〉＋・…9，÷9・τ1（醐＋…ρ1τ・＋…ρ1τ1トωτ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

where　the　appropriate　dfferential　operators，　and　the　substitutions　for　io　and　z］．

from　Eqs．　（！2）　and　（！4），　have　beeR　employed．

　　　　While　the　above　expressions　satisfy　the　Brillouin　flow　and　the　Eulerian　fluilcl

hypothesis　described　earlier，　they　must　be　simplfied　further　in　order　to　keep　the

inathematical　development　within　reasonable　bounds　of　complexity．　This　is　accom－

plishecl　through　the　use　of　the　small－signal　assumption　which　imposes　the　condition

that　all　a－c　quantities　are　small　in　pyoportlon　to　the　cl－c　or　steacly　quantities，　ancl

that　squares　ancl　proclucts　of　perturbation　fuRctions　may　be　neglectecl　in　comparison

to　the　first　power　of　these　terms．　Within　the　scope　of　these　limitations　the　equa－

tions　of　motion　and　the　contlnuity　equation　take　the　form

rigg　［（i9，ve　P）2　＋　2］　＋　S？，（27－09，）　＝＝：　ry！t”．　，

2r，s2ぎ（β、一β）＋9。91ノも（β，一β〉一ブηE。，

プ1（i・・　ww・β）＋ρ1瞭）＋τ壬ノb（面一・・

（18）

（19）

（20）

where
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　　　　　　P．＝一一‘AO一，　electrical　radian／spatial　radiaR．　（21）
　　　　　　　　　　　90

The　quantity　B，　is　an　analogue　of　the　linear　electron　phase　constant，　which　may

’be　considered　as　the　circular　propagation　constant　of　a　disturbance　traveling　with

’the　same　azimuthal　velocity　as　the　electron　stream．

　　　　The　perturbation　functions　ri，9i，　and　Ti　are　obtained　from　the　solution　of

Eqs．　（18），　（！9）　and　（20），　by　means　of　Cramer’s　rule．　The　determlnant　of　the

homogeneous　system　of　these　equations　d．　is　found　to　be

　　　　　　4一卑ゴ［（β、一β）・一・1．　　　　　　（22）
　　　　　　　　　　　　　　　らO

Following　the　customary　procedure，　the　perturbation　functions　are　readily　computecl

　　　　　　・・一一響（Be一β）［卵一β）一ブ・E〃］・　　　　（23）

　　　　　　9i　＝＝　1．／．t／一：1－tU’11rg’（P．　一　P）　［2E．（P　一　P．）　＋］’Eo　（（Pe　一　P）2　＋　2）］，　（24）

　　　　　　τ1一響（3。・一β）［一礪鴫（（Pe一β）β＋・）｝　　　（25）

URcler　the　small－signal　assumption　the　a－c　components　of　azimutha｝　and　radial

・curreBt，　given　by　Eqs．　（1．？．）　and　（13），　becorne

　　　　　　ie　＝＝　90To7”i＋7’oTogi＋S？07’oTi，　（26）

　　　　　　i・r　＝＝：　JiToS？07Ai　（3eum　19）・　’　（27）

　　　　Equations　（23），　（24＞　and　（25）　may　be　used　in　conjunction　with　Eqs．　（26）　ancl

，（27）　to　obtain　the　azimuthal　and　radial　ballistic　equations，

　　　　　　i・一9。（1論「聯諺誉静攣1矧・　　（28）

　　　　　　ir一一割讐三二EOI・　　　　（29）

If　we　app1y　the　small－signal　approximation　to　the　contlnuity　equation，　the　expres一

．sion　for　the　a－c　component　of　ring　charge　density　Ti　takes　the　form

　　　　　　…［濃碗毒1・　　　　　　（・・）

By’Isubstituting　Eqs．　（28）　and　（29）　into　Eq．　（30），　the　ring　charge　density　may　be

・explicity　written　in　terms　of　the　r－f　fie｝ds

　　　　　　τ1南1，、畿一βP盈欝箋鯉1・　　（・・）
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　　　　　　　　　　　　　　　　3．　The　Forward・Wave　Circuit　Equation

　　　　In　a　recent　book　Roweg）　has　treated　the　problem　of　a　sheet　beam　passing

parallel　to　the　face　of　a　biperiodic　structure．　Exprtssed　in　cylindrical　coordinates，

the　genera｝　equation　for　a　lossless　anisotropic　transmission　line　takes　the　form

　　　　　　象（一1）謬＋偽り一常一（・＋舞一急：1）罪

　　　　　　　　　　　　一一・，・Z・，・）幣或　　　　　（32）

where

　　　　V　一一　r－f　voltage　on．　the　biperiodic　structure，　which　is　a　function　of　2，　0　and　t，

　　　　k．　＝　coupling　factor　between　the　ribbon　beam　ancl　the　biperiodic　circuit，

　　　　vo，o：＝　linear　tangential　phase　ve｝ocity　of　the　azimuthal－directed　wave　at　the

　　　　　　　　　surface　of　the　r－f　circuit
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　ve，i＝axial　component　of　the　wave　phase　ve｝ocity　at　the　surface　of　the　r－f

　　　　　　　　　clrcult
　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　Zo，e　＝：：　azimutha｝　component　of　the　circuit　impedance　at　the　surface　of　the　slow一一

　　　　　　　　　wave　structu’re，

　　　　Ze，i　＝＝　axla｝　component　of　the　clrcuit　impedance　at　the　surface　of　the　slow－

　　　　　　　　　wave　structure．

The　approximation　for　E．／Ee，　evaluated　at　the　radius　of　the　cen．ter－of－the－beam

electron，　is　replaced　by　一jl．O，　according　to　the　Nunn　ancl　Rowe’si）’2）　discussion．．

The　azimuthal　r－f　electric　field　intensity　Ee　at　the　center－of－the－beam　radius　ro　is

related　to　the　scalar　r－f　vo｝tage　V，　which　is　a　function　of　x，　0，　and　t，　by　means・

of　the　expression

　　　　　　E。＿L塗（姻一ブβた、，．K．　　　　　　　（33）
　　　　　　　　　　　　　アb　∂θ　　　　　　　2b

The　magnitude　of　the　effective　interaction　impedaBce　K　at　the　center－of－the－beam

radlus　ro　defined　as

　　　　　　K一…塩聖．　　　　　　　　　　（34）
　　　　　　　　　　　　　　2も

The　electromagnetic　analysis　presented　by　Nunn　ancl　Rowei）　may　be　used　to　show

that

　　　　　　ve，o＝ca　r．　I　Po，　vo，i．＝tu／r，　（35）

　　　　　　B，・　：（v／S？o，　（36）
where　r　is　the　axial　propagation　constant　of　the　r－f　wave　in　the　presence　and

absence　of　electrons．　Therefore，　the　general　circuit　equation　app｝icable　to　forwarcl一一

wave　clevices　may　be　written

　　　　　　E・斗驚雷τ卜　　　　．　（37）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　The　Determinantal　Equation

　　　　The　basic　relations　necessary　for　the　derivation　of　the　determiRantal　equation

are　the　ballistic　equation，　given　by　Eq．　（3！），　and　the　circuit　equation　obtained

above．　Turning　first　to　a　consideration　of　Eqs．　（31）　ancl　（33）　and　／l，　fE．f：一j！．O，

the　azim度hal　r－f　electric丘eld　intensity　must　be　replaced　by　the　voltage　V．　Since

the　circuit　fields　have　been　assttmed　to　be　excited　primarily　by　the　clrcular　motion

of　the　electron　beam，　the　azimuthal　r－f　electric　field　in£ensity　at　the　center　of　the

beam　is　related　to　the　circuit　voltage　according　to　the　expression　Eq．　（33）．　The

ring　charge　density　and　circuit　voltage　can　be　eliminatecl　from　Eqs．　（31），　（33）　and

〈37）　so　as　to　obtain　the　secular　equation

　　　　　　・七納C無）（pP．一P）臨扉f轟無1　　（38）

The　quantity　C　is　the　gain　parameter　whose　mathematical　definition　is

　　　　　　C・丘二昼．一坐，　　　　　　　　　（39）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Vo　　　　　　　　　　　　　goro

in　which　K　is　the　magnitude　of　the　effective　azimuthal　interaction　impedance　pre－

scribed　by　Eq．　（34）．　Theyefore　the　secular　equation　may　be　written

　　　　　　論新論β鵠轟2］一L　　　（・・）

It　is　appropriate　at　this　point　to　introduce　the　incremental　propagation　constants

following　the　method　of　Nunn　and　Rowei）．　Thus，　the　expression　for　the　circular

propagation　constants　in　the　presence　ancl　in　the　absence　of　the　electron　beam

are　defined　as

　　　　　　P＝：Pe（1－FjCa）・　Po＝P．，　（41）
where

　　　　5　＝＝　incremental　propagation　constant　（mathematically　defined　below）．　lt　was

assumed　that　the　spatial　angular　velocities　of　the　circuit　wave　and　the　electron

beam　at　raclius　ro　are　in　synchronism　and　the　loss　parameter　is　zero．　The　in－

cremental　propagation　constant　6　is　defined　as

　　　　　　6－x＋］’y，　（42）
where

　　　　x＝：　real　part　of　the　incremental　propagation　constant，

　　　　y　＝＝　imaginary　part　of　the　incremental　propagation　constant．

It　follows　that

　　　　　　e一　」’PO＝e”　j’tSee（1一（／’？／）efieCV’　a：．　（43）

An　examination　of　this　expression　shows　that　a　positive　value　of　．x　yields　an

exponentially　increasing　function　of　the　spatial　angle　0，　associated　with　growing

waves．　A　negative　value　of　x　is　associated　with　waves　whose　amplittudes　expo一
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nentially　decay　with　increasing　spatial　angle，　while　a　zero　value　of　x　indicates

the　presence　of　unattenuated　waves．　Upon　setting　x　epual　to　zero，　the　remaining

exponential　in　Eq．　（43）　leacls　to

．，．te．．．ww．．　＝　unLpt．rm　（1　一　Cy）　，

∫2レy正　　　　　　　90

（44）

where　9ivi　is　the　spatial　angular　velocity　of　r－f　wave　in　the　presence　of　the　beam．

This　relation　follows　directly　from　Eq．　（36）　ancl　from　the　fact　that　the　circular

propagation　constant　in　the　presence　of　the　beam　is　equal　to　’ 狽?ｅ　left　member　of

the　above　equation．　lnasmuch　as　Cy　＜＜　1，　the　spatial　angular　velocity　of　the　wave

in　the　presence　of　the　beam　becomes

9mi　＝　90（1　一ium　Cy）． （45）

It　is　apparent　from　a　stucly　of　this　expression　that　y＞O　for　a　w’ave　whose　spatial

angular　velocity　exceecls　that　of　an　electron　at　radius　re，　while　y〈O　for　a　wave

whose　spatia｝　angular　velocity　is　less　than　that　of　an　electron　at　radius　r．　This

condition　in　whlch　y　is　exactly　equa｝　to　zero　describes　the　case　of　synchronism

between　the　wave　and　electron　spatial　angular　velocities　at　radius　ro．　The　expres－

sions　for　the　circular　propagation　constants，　given　by　Eqs．　（41）　and　（42），　may　now

be　substituted　into　Eq．　（40）　to　obtain，

（・＋燗［（一ブβIC3）δ5＋（一2βIC2）δ4＋ブαβIC3－2）δ3

＋2（6ZC3－2）62　＋jC2（”　ggZ・　＋　Pe　＋　2）　O“　＋　C（Pe　＋　2）］　＝：　O　・
（46）

This　is　the　general　determinantal　equation　for　CEF－type　traveling－wave　devices　in

the　case　where　the　spatial　angular　velocities　of　the　circuit　wave　and　the　electron

beam　at　raclius　re　are　in　synchronism　ancl　the　space　charge　parameter　is　zero．

　　　　An　extremely　wide　range　of　digital　computer　results　given　by　NunR　and　Rowe’）

have　shown　that，　under　all　circumstances　applicabie　to　both　forwarcl一　ancl　backward－

wave　devices，　the　two　incremental　propagation　constants　are　accurately　given　by

　　　　　　6，一」’2／C，　（47）
　　　　　　6，一7’IC．　（48）
　　　　Equation　（47）　shows　that　the　wave　associated　with　the　incrernental　propa－

gation　constant　S6　possesses　an　azimuthal　phase　de｝ay　that　numerically　increases

in　the　direction　opposite　to　the　remaining　four　waves　exhibiting　azimuthal　propa－

gation．　This　wave，　vLrhich　arises　on　the　r－f　circuit　from　the　charge一一induction

fields　of　the　electron　beam，　is　identified　as　the　backward　wave．　lt　is　especially

cautioned　not　to　regard　the　source　of　this　wave　as　arising　from　reflections　occuring

．at　a　mismatched　output　transducer．　The　wave　actually　results　from　the　negative

azimuthai　propagation　predicted　by　the　seconcl　solution　of　the　one　dimensional

wave　equation．　lt　therefore　appears　regardless　of　the　state　of　the　output　match，

although　reflections　may　contribute　additional　components．　Equation　（48）　irnplies

that　the　wave　associated　with　tlae　incremental　propagation　constant　S．．　possesses
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no　azimuthal｝y－orien．ted　propagation　and　is　thus　constrained　to　exhibit　only　radial．

motion，　if　any．

　　　　Al出ough　Eq．（46＞is　the　general　expression　for　the　smalレsignal　equation，　its

significance　can　be　more　readily　appreciated　through　the　introduction　of　appropriate

simplifications．　ln　particular，　it　will　be　assumed　that

　　　　　　β。会ゴ20，　　and　　　CAご0．05．

Upon　making　the　assumptioR　the　expressions　for　incremental　propagation　constants

take　the　appropriate　form

　　　　　　・・，・知・・席㍉論　　　　　（49）

　　　　　　・…幻暢…威）・　　　　　（・・）

The　real　part　of　the　incremen．tal　propagation　constant　xi，　which　is　greater　than

zero，　is　associated　with　the　wave　that　exponentially　increases　with　increasing　spatial

angle，　while　x2　is　associated　with　the　exponentially　decreasing　wave．　The　imagi一・

nary　parts　of　the　incremental　propagation　constant　yi，　and　y2　possess　the　same

value．　lnasmuch　as　Eq．　（45）　reveals　that　y　is　positive　for　a　wave　whose　spatial

angular　velocity　is　greater　than　the　unperturbed　velocity　of　the　electyon　stream，

and　negative　for　a　wave　whose　spatial　angular　velocity　is　less　than　that　of　the

beam，　it　fol｝ows　that　yi　and　y2　are　slow　space－charge　waves．　By　the　same

reasoning，　y3　is　a　fast　an．d　y4　is　a　slow　space－charge　wave．　The　o“，　and　62　waves

are　clue　to　the　interaction　between　a　synchronous　space－charge　wave　and　a　forward

wave．　The　o“3　and　04　waves　are　due　to　the　characteristic　ripple　in　the　CEF－type

focusing　system．　The　electron　motion　in　radial　and　linear　tangential　perturbations

is　a　combination　of　c三rcular　Inotion　with　an　angular　velocity　go　and　a　simple

harmonic　motion　in　a　radial　direction　of　angular　frequency　V－2’一90．　The　spatial

angle　corresponding　to　one　period　in　radial　and　linear　tangential　perturbing　iBfiu一・

ences　is　the　characteristlc　rippling　angle．　The　circular　propagation　constant　for

the　characteristic　ripple，　which　ls　the　ratio　of　angular　frequency　of　simple　harmonic

motion　in　the　radial　direction　to　angular　velocity　of　circular　motion，　is　equal

to　V7一

　　　　　　5。The　De皿odulating　Output　and　the　Equivalent　Conductance

　　　　In　order　to　investigate　the　demodulating　characteristics　of　the　CEF－type　devices

it　is　necessary　to　determine　the　initial　wave　amp｝itude　set　up　at　the　input　boundary．

Since　the　solution　of　the　determinantal　equation　involves　six　roots，　each　of　which

may　possess　real　and　imaginary　parts，　a　total　of　six　waves　are　excited　by　an　energy－

carrylng　electron　beam．　Only　four　of　these　waves　are　fouRd　to　be　important，

however，　as　a　careful　examination　of　the　numerical　results　indicates．

　　　　It　is　therefore　essential　to　prescribe　only　four　independent　conditions　which

must　be　satisfied．　at　the　input．　These　are：
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　　　　Stated　mathematically，

　　　　　　る

　　　　　　Σ1ろ、一〇，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5！＞
　　　　　　？己＝．・1

　　　　　　　る

　　　　　　Σ窃，t，皿瓢0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）

　　　　　　7t・・一1

　　　　　　　ヰ

　　　　　　Σガ、．，、．＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（53）
　　　　　　7t　…　1

　　　　　　　る

　　　　　　Σ9，，、＝91（0）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54＞
　　　　　　nr，・1

where

　　　　▽；，＝the　amplitude　of£he　circuit　voltage　of　the／2th　wave　atθ＝0，

　　　　11。n＝the　ampl三tude　of　the　azimuthai　con．vection．　current　of　the　nth　wave　at

　　　　　　　　　θ一〇andノーーア㌔，

　　　　i，．，、罵the　amp玉茎tude　of　the　radial　current　of　the　nth　wave　atθ＝O　andプ罵アb，

　　　　91，、．＝the　amplitude　of　the　azimuthal　veloclty　perturbation　of　the／zth　wave

　　　　　　　　　atθ皿・O　and　プ皿二re，

　　　　ρ1（0）＝total　azimuthal　velocity　perturbation　apPlied　to　the　elec£ron．　beam　at

　　　　　　　　　　θ＝O　and　ブ＝γb．

　　　　The　general　form　of　theアzth　colnponent　of　the　above　perturbation　expressions

can　be　obtain．ed　by　substituting　Eq．（4！）into　Eqs．（24），（27）and（28），　thus　yielding

　　　　　　砿鳳C隷）・　　　　　（55）

　　　　　　砺隅C識）・　　　　　（56）

　　　　　　C伽隅・（2音9。ηた，β1）・　　　　　（57）

where　the　coethcients　Ca，、，C．，。　and　Cρ，。　are　given　by

　　　　　　q携麦甜β・⊆匹二1藩讐・墨］・　　（58＞

　　　　　　傷』響雫凹凹・　　　　（59）

　　　　　　C伽一謝牛ブ2＆翫讐！l＋21・　　（・・）

The　total　circuit　voltage　applied　is　zero　at　the　input．

The　total　azimuthal　convection　current　is　zero　at　the　input．

The　radial　current　is　zero　a£　the　input．

The　total　azimuthal　veiocity　variation　of　the　electron　beam　applied　at　the

input　is　equal　to　the　sum　of　the　azimutha｝　velocity　variation　associated

with　each　wave．

　　　　　　　　　　　　　　　　　these　conditions　become　at　e＝＝O　and　7一＝＝　ro
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　　　　The　input　boundary　conditions，　given　by　Eqs．　（51）一（54），

using　coefllicients　in　the　compact　from　of　matrix　algebra

1

Cei

Cri

CP．　i

1

Ce2

C，．，

Co2

！

Ce3

Cr3

Cp3

翻illi

where

　　　　　　A，，一二・趨．

　　　　　　　　　　　，71e．i3Z

The　inverse　of　the

Tkus，

ll…一躍lii

　　　　　　Iii　vl，　：i　Dll　Dll　DII　．11

　　　　The　D－matrix　is

g　lll

II　A．8i（o）　lill　’

can　now　be　expressed

（61）

（62）

C－matrix　leads　to　the　desired　set　of　initia｝　wave　amplitude．

／

i

I

Il

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ミ　　　　　　　F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　symbolic

while　the　elements　D］4，　D24，　D34　and　D44

to　the　stipulated　boundary　conditions．

elements　are　given　by

　　　　　　I），図　＝zら、4＋ノZ」n4，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（64）

where

　　　　u，，4　＝＝　real　part　of　the　initial　amplitucle　of　the　nth　wave，

　　　　w，，4　＝＝　imaginary　part　of　the　initial　amplitude　of　the　nth　wave．

　　　　In　the　case　where　P．　：20　and　Cft　O．05，　the　expressions　for　the　coefficients

Con，　C，・n，　Cf．）n，　un4　and　’u．4　take　the　approximate　form

．β，，9．s／β89．ゴ［旦．

∴i…」…1饗i！i・㈹

from　of　the　desired　inverse　of　the　C－matrix，

　　　are　the　initial　wave　amplitudes　appropriate

　　　　The　real　and　imaginary　parts　of　the　D一

Coi＝t
．？．CV　P．C

E1・iCl：1L1jCViL3eC　ii．r．1．iun“2

，

C』2知
　　2CV”i’9”LiC”

．磁壮通三Σ

？

（65）

C，，　u

　　　　3

－PZ（！－V’2”）

，

（66）

C（“N　一一・・・…一

　　　　3　　　　’

塗｛β8C一こ入呈C2

（tt：）’7）

C，．，
」：…一

，

　　　　　　　4Be　V　PeC

C声4並qガ鐙，
　　　　　　　4PeV　BeC

（68）

（69）

（70）
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　　　　　　c，．画塾一土塑，

　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　c。駕一処二塑，

　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　い＝βlc諺鉱

　　　　　’c・・2c：こβlc診〆色G・

　　　　　．q、、膨二丁塞：墜11，

　　　　　　　　　　　　　　3、／2

　　　　　　．（姻．処認1窯1111，

　　　　　　　　　　　　　3　s／’2

　　　　　　　　　　　3
　　　　　　Zt・14　u一．．．．．．．．，

　　　　　　　　　　　4

　　　　　　Vi4・・0，

　　　　　　　　　　　3
　　　　　　Z‘24　駕　一一一・．．一　，

　　　　　　　　　　　4

　　　　　・v24＝0，

　　　　　　、、、、f．，’ゴa二⑫乏，

　　　　　　　　　　　　　　　8

　　　　　　－v34＝0，

　　　　　　、、、、鳶…ゴ儀⑫1Σ，

　　　　　　　　　　　　　　　8

　　　　　　w44＝0．

　　　　The　total　vQltage　of　the　r－f　clrcuit　becomes　atθ＝θ

　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　v、，，（θ）一Σ「1ろ、e’一ゴP’ntl，

　　　　　　　　　　　　n≧1

．where

　　　　　　V，1．：：．Aむ」〔）n49i（0），　　　　　　　7～＝1，2，3，4．

Upon　substituting　Eq．（86）into　Eq．（85）it　follows　that

　　　　　　Vfe（・）一Av（均1以・〆・・）91（・〉・…　・

where

　　　　　　φ　・βe（］e＝2πCN．

Th。　q。。。、i、y　N、p。、i丘。，，h。　numb。，。f・w。ve　a。gl。・。。i｛、。i。。d　in

　　　　　　　　　223

　　　　〈7！）

　　　　（72）

　　　　（73）

　　　　（74）

　　　　（75）

　　　　（76）

　　　　（77）

　　　　（78）

　　　　（79）

　　　　〈80）

　　　　　（81）

　　　　（82）

　　　　（83）

　　　　（84）

　　　　（85）

　　　　（86）

　　　　（87）

　　　　（88）

a　total　spatial
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angle　of　0　radians．　The　electrical　angle　ip　is　proportional　to　the　total　number　of

wave　angles　along　the　r－f　structure　aRd　to　the　gain　parameter．　Finally，　the　vo｝tage

of　the　circuit　at　e＝＝　e　may　be　used　to　obtain　the　demodulating　output　of　the　CEF－

type　devices　by　means　of　the　formula

P（・）㍉髭防（・）i2噛ゆρ1（・）12

　　　　．，．　，．．．．．．．．．．？．．．1．．．．．．．．．，・IL’．．．．．．．．　Llt：G．．．E．　ll．．．．．．，，9．．．，．（．．．Ql．．．．　i　2

2／（ん鴛 ，7

，

（89）

where　K　is　the　effective　azimuthal　interaction　impedance　for　forward　mode．

shoulcl　be　notecl　that　the　quantity　r3“909i（O）／0p　is　analogous　to　an　a－c　voltage．

will　be　convenient　to　define　the　equivalent　concluctance　as

G，q厳コρ鴛燃，

　　　　　　Kk7ZPI，

（90）

It

It

Using　thls　definition，　Eq．　（89）　becomes

40

　一5
xIO

30

if　20

e
Y

IO

o

O　O．1　O．2　O．3　O．4　O．5　O．6　O．7
　　　　　　　　　　　　　　　　　　CN

Fig．2，　KG・q　vs．　CN三霞he　case　where‘1漏0，　b＝O，

　　　　　　　Q＝＝O，　Pe　’一一：　20　and　C一一　O．05．
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P（0）一
一1一’　Geq rgg，g，（o）

i，

2

In　the　reference　condition　in　which　P．’Av－20　and

ance　can　be　written　by

（91）

Cftr　O．05，　the　equivalent　conduct一一

　　　　　　Geq　＝　一il一　umzi，tk7｝giyrm　［2　（cosh　rii一　V－P－e　C一¢　一　cos　一；1．12c　¢）2　＋　sin2　一／／11LS’…　¢］．　（g2）

　　　　The　term　of　cosh　（s／P．C　ip／2）　is　due　to　the　growing　and　decreasing　waves　in

the　device　and　the　terms　of　cos　（V’2一¢／P，C）　and　sin（T27¢／P，C）　are　due　to　the　charac－

teristic　ripple　in　the　CEF－type　focusing　system．　The　equivalent　conductance　in

the　case　where　P，f：20，　Cf　cr・O．05　and　k．＝O．8　is　shown　in　Fig．　2．　A　study　of　Fig．

2　shows　that　the　conductance　possesses　a　dependency　on　the　waves　associated

with　lncremental　propagation　constants　S3　and　64．　The　total　voltage，　which　is　the

sum　of　four　components　o“i，　o“2，　o“3　and　64，　must　be　zero　at　e＝＝O　and　r＝＝ro　where

2

CN＝O ：「一r一一と

CN＝O 4

5
t

2

4

3

CN＝O．25

4 i

2

CN＝025
2 t

5
CN＝O．50

5 1
i　5

2

4

5

2 4

CN＝075

CN　＝　O．50

4

　　　　　　ヰ彪＿＿＿1
　　　　　　　　5

　　　　　　　　　　　　　　　　CN二〇．75

Fig．　3．　Relative　amounts　of　the　four　wave

　　　　　　　components　of　cireuit　voltage　at

　　　　　　　various　distances　down　the　device．

　　　　　　　Values　at　CN＝O．75　are　drawn　on　a

　　　　　　　scale　of　one　to　four．

Fig．　4．

　　　l

Relative　amounts　of　four　wave

components　of　azimuthal　cur－

rent　at　various　distances　down

the　devive．



226 Ichiro　SAKVRABA　and　Teruo　HAGA 16

2

CN＝O

3

3
4

4

N＝O
s　〈一一一“一．　4

CN＝O．　25

2

CN＝O．50
2

2

CN　一一　O，25

1 1

1

4
4

4 3

5

2
5

3

CN＝O．75

CN二〇．50 4
2

1

2
CN　＝　O，75

1

Fig．　S．

　　　s　　　　　　　　　　　　4

Relative　amounts　of　four　wave

components　of　radial　current

at　various　distances　down　the

device．

　l

Fig．　6． Relative　amounts　of　four　wave

components　of　azimuthal　ve－

1．ocity　at　various　distances

down　the　clevice．

the　d－c　stream　enters．　The　total　azimuthal　convection　current　and　the　radial

current　are　zero　e＝＝O　and　r＝＝　ro．　On　the　otherhand，　the　total　azimuthal　ve｝ocity

variation　of　the　electron－beam　applied　at　the　input　is　equal　to　the　azimuthal　ve一・

locity　variation　associated　with　each　wave．　Each　components　of　the　circuit　voltage，．

the　total　azimuthal　convection　current．　the　radial　current　or　the　total　azimuthal
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

velocity　variation　is　modified　by　the　factor　exp［一7’P，0（1－Cy）］　exp［P，CO．x］　as　it

progresses　down　the　interaction　region．　With　a　knowledge　of　hovLT　much　of　such

a　wave　was　startecl，　it　is　a　simple　matter　to　find　the　variation　of　components　with

space　angle　in　Figs．　3，　4，　5　and　6．　The　actual　fielcl，　current，　or　velocity　is　the

sum　of　four　components．

6．　Conclusions

　　　　The　expression　for　the　demodulating　power　otttput　and　the　equivalent　con－

ductance　was　given　in　the　CEF－type　device　in　a　special　case　where　b＝O，　c／＝＝O，

（2：＝：O，　B．　：20，　C　：O．05　and　azimuthal　velocity　variation　was　applied　at　the　input．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．諏済燕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　噛　．．一
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　　　　The　equivalent　conductance　is　due　to　growing　and　decreasing　waves　and　the

characteristic　ripple　in　CEF－type　focusing　system．　The　rippie　effect　on　the　equiva－

lent　conductance　in　the　azimuthal－velocity－prebunching　case　is　larger　than　that　on

the　equivalent　resistance　in　the　radial－current－prebunching　case．

　　　　The　authors　wish　to　express　their　appreciation　to　Professor　J．　E．　Rowe，　whose

excellent　book　“Non｝inear　Electron－Wave　lnteraction　PhenomeBa”　has　been　a

helpfu｝　guide　throughout　this　work．　Finally，　the　authors　also　wish　to　thank　Mr．

K．　Koyanagi，　Mr．　K．　lwasaki　and　Mr．　T．　Suzuki　for　their　va｝uable　discussions．
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