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圧力勾配をともなう層流境界層におよぼす

　　　　　　　　　吹出しおよび吸込みの効果
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　　木　　谷　　勝＊

　　有江幹男＊
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Su¢tion　or　Blowing　Effects　on　the　Laminar　Boundary

　　　　　Layer　with　a　Streamwise　Pressure　Gradient

　Shoich玉ro　FUi〈usAエくo

iMasaru　KiyA

Mil〈io　ARiE

〈Received　Aug．　ust　30，　1969．　）

Abstraet

　　　The　present　paper　deals　with　a　theoretical　aspect　of　the　effect　of　suction　and　blow－

ing　on　a　laminar　boundary　layer　flow　accompanied　by　a　g．　treamwise　pressure　gradient

complicated　by　a　heat　transfer　between　the　wall　and　the　fluid．　The　present　analysis　was

made　under　very　general　conditions　under　which　the　pressure　varies　as　x”b　and　the　suc－

tion．　or　blowing　velocity　as　x’t　with　m　and　n　being　arbitrary　constants．

　　　1－lowever，　7n　should　not　be　equal　to　一！　in　this　case．　The　case　of　m＝＝一1　was　also

treated　in　the　ic　ppendix　as　an　exceptional　case．　The　waH　is　asstimed　to　be　isothermal．

　　　In　the　same　manner　as　in　the　case　where　zero　pressure　gradient　is　in　the　direction

of　fiow，　suction　at　the　wall　increases　both　sl〈in　friction　and　heat　transfer，　while　a　blow－

ing　decreases　them．　The　effect　of　blowing　or　suction　appears　less　markedly　when　the

pressure　gradient　is　negative　as　compared　with　the　case　of　positive　pressure　gradient．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　緒　　　論

　　吹出しおよび吹込みをともなう境界層の聞題は，いわゆる境界層制御に関逃して工学的に

重要な意義を有するものである。この中でも流れに平行におかれた平板に沿う吹出しあるいは

吸込みを伴う層流境界1轡は二三壁」二において吹出しあるいは吸込みを有する流れの最も基本的

な場合に該当するため，Gr癌th＆Meredithi）以来多数の理論的ならびに実験的研究が報告さ

れている。とくにSchlichting＆Busemann2）は，吹出しあるいは吸込み速度がx．『1叡即：平板

先端からの距離）に比例する形をとる三舎にのみ，層流境界層は相似変数2JIV”fOによって取り

扱いうることを示している。またTerri13）はFE力が直線的に減少する流れの中におかれた平板

…1／：．の層流境界層剥離におよぼす吹lj二1しおよび吸込みの効果を論じている。　Eichhorn4＞は加熱垂

鷹平板による劃然対流におよぼす一様な吹1±1しおよび吸込みの効果について解析を行なってお

り，またSparrow＆Cess6）はEichhomの解析をさらに一般化し，吹llLlしおよび吸込みの効果

を摂動として取り扱い吹出し速度がX”に比例する場合について解を求めている。これらの解

析により壁論せん断応力および熱伝達におよぼす吹1二1：1しあるいは吸込みの効果が定」殺的に明ら

かにされている。

　　これらの流れは，Terrilの研究を除いていずれも流れの方向に月．1力勾配が存在しない場合

であり，圧力勾配と吹｝1二iしあるいは吸込みとの相互作用を明らかにすることができない。Terril

は層流境界層方程式を直接数値的に解いているために，その結果は…一般性がとぼしい。

　　本論文は圧力勾配を有する層流境界願の最も簡単な揚合として，流れに正対しておかれた

頂角πβのくさび状物体表面に発達する境界層をとりあげ，表面摩擦応力および熱伝達におよ

ぼす吹｝」二1しおよび吸込みの効果を定量的に明らかにしたものである。この場合境界層外回の速

度および圧力はそれぞれ¢’昂およびエ2”乙＠ドβ／（2一β），x：くさびの頂点から表噛に沿って測っ

た距離）に比例するものとする。物体表面上における吹｝二idしおよび吸込み速度は　lr’tに比例し

て変化しているものとする。lzは任意の定数であってよく，とくに7z－Oは一様な吹鳩しおよ

び吸込み速度を意味する。さらにltの値は’11tの便とは全く無関係に選ぶことができる。　した

がって木解析はSchlichting＆Busemannの結果をその特別な場合として含んでおり，彼等の

解析に比較して適用範囲が広い。

　　刀ド0＝71・・O，0．5，1．0および7〃＝1．0：7t　・・　O，　O．5，！．0の場合について数値計算を行ない，結

果を数表および線図の形で与えてある。平板上の1轡流境界層の易合と同様に，表面；剥察応力お

よび熱伝達は吹撮しおよび吸込みの存在によって，それぞれ減少および増大する。

　　ただ〃ドー1の場合には前述の理論では取り扱え．ないので，とくに補遺において別途に考

察を加えてある。
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　　　　　　　　　　記

　tl：代表長さ

　　le：熱伝導率

　z’o：代表速度

　1〆：〆方向速度成分

　ヅ；ヅ方向速度成分
vt
C2yt：直交座標

　Cp：定圧比熱
　P，・：Prandtl数

号

N？，，：局所Nusselt数

　7T：境界層内流体温度

丁。。：境界屑外流体温度

7”，。：壁面温度

　μ：粘性係数

　レ：　動粘性係数

　ρ：密　　　度

　τ：表面摩擦応力

　　　　　　　　　　　　　　2．　基礎方程式および摂動解

　　非圧縮性流体の定常流に対する基礎方程式は連続の方程式，Navier－Stokes方程式）｝δよび

エネルギー方程式であるが，層流境界層理論においてはこれらは次の形をとる。

　　　　　∂U1　∂が
　　　　”∂〆＋曜＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1a）

　　　　u・一瓢一＋τ・一撃一σ一多夢＋り一3郭・　　　　　　　　　　　　　　　　（・b）

　　　　ρ（二」p（、〆一面忽．＋’Llノー解γ　　ox　OtJ）一k鰐穿一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！c）

ここに〆ばくさびの頂点から表虚1に沿って測った姫離，？yノは表面から垂直に流体側に向って

測った距離であり，鉱ガはそれぞれゴ，Ψ’方向の速度成分である。びは境界層外端の速度で

あって，〆のみの関数である。Tノ，ρ，　C，，，　k，りはそれぞれ温度，密度，定月＝i比熱，熱伝導率，

動粘性係数である。代表長さをα，代表速度を殉，壁温および境界層外の流体温度をそれぞれ

T、。，T。。なる一定値とし，次のような無次元変数を導入する。

　　　　・課・…ヅ（　（1．Zfoり）墨

　　　　一船・謡㈲曇，㍗そ三三

境界層外端の速度を

　　　　σ（LC）＝・・　tto」JV？’む　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

と：書き，式（1a），（！b）および（！c）を無次元変数によって表示すれば

　　　　　う　　　　　　ら
　　　　　リム　　　　　　　げこノ
　　　　万＋万－嵩0　　　　　　　　　　　　　（3・）

　　　　磯÷・舞一…’轡1＋．13）｝c．　　　　　　（3b）
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　　　　・・器＋蕩一誘世一　　　　　　（・・）

が得られる。ここに！），、はPrandt1数であって

　　　　1’，，　一一　／．t　C．／1e

である。方稚式（3a），（3b）および（3c）に対する境界条件は

　　　　y＝　O：t｛　：＝O，　’v　＝一　w？．　v’L，　T＝：：！　（4a）

　　　　？1＝∞：U＝こノ7L‘o，　　丁罵0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4b）

である。ここにnおよび’V，。は吹出しあるいは吸込み速度を規定する定数であってそれぞれ任

意にとることができる。’v・tL’＞0のときは吹出し，’v，v〈0のときは吸込みを表わす。またπ一〇，

O．5，1．0の場合について吹出し速度分布を図示すれば第1図のようになる。

肛皿一　a■皿∠亘血L
　　　　　　　　o　x　　o　x　　o　x　　　　　　　　　　　n＝＝　0．0　n＝＝　O．5　n＝／，0
　　　　　　　　　　　　　第1図　吹き出し速度分布（’1，．，v＞0）

　　連続の方程式（3a）は流線関数ψを

　　　　　　（3sb　．．　6tgt
　　　　z伊％一・曽罵一．参∬

なる定義によって導入することによりつねに満足させることができる。

　　いま新変数ξおよびηを

　　　　ξ一一？e”2’”㌦・以穿デ・写

によって定義し，流線関数ψおよび温度Tを次0）形に仮定する。

　　　　蜘〉一C∴）養蒜（・，・）　　　　　（・・）

　　　　F（ξ，η）：一一ノ（5〈η）十ξノ1（η〉十ξヲを（η）一←…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5b）

　　　　T（x，？y）謂O（ξ，η）＝hQ（η）十ξゐ1（η）十ξ2ん2（η）十…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5　c）

したがってX，ty方向速度成分は

　　　　　　　　？，F
　　　　　　　　∂ガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6a）　　　　’U　＝T一　ar7ie

　　　　・一一吋）圭撰．1（F＋；斜・．1写一．～～え描2’λ．ξ忽）　（・b＞

である。式（5c），（6a）および（6b）を式（3b）および（3c）に代入すればFおよび〃に関する方程

式が求められる。すなわち
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　　　　　嘗招澤＋藷｛・一（器y｝÷㌦留気募器…器嘗）一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7a）

　　　　　青謬＋∬霧＋．璽蒜姓ξ（三一誓紛一・・　　（・b）

　　式（7a）および（7b）に式（5b）および（5c）を代入し，結果をξの昇べきの順に整理すれば

　　　　　．f6’・’　’　＋f6f6”＋瀦ゴ（・一f6’・）一・　　　　　　　（・。）

　　　　　ノi．6’　一F　1），．（∫bh6）漏0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8b）

　　　　　ノlt”細’＋・．緋や縄一聾露粧星些細一・　　　　（・・）

　　　　　肥／佛2倫〃・6・盟蒲璽岡一・　　　（・b）

　　　　　躍”緬∬＋2一緋｝躍’＋二！彗搾搾り四一泓県皆血（ノ撫2！鋤司

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10a）

　　　　　／楓レ5・S＋・結や脚コ1謬挫佛・挫蒲迦眺＋ノ1・h・）］一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！0b）

が得られる。f6・　fl・…，／10，　／t　1，…が満足しなければならない境界：条件は式（4　a）および（4　c）より

　　　　　η篇0：ノ6瓢ノざ瓢0，　ho＝！

　　　　　　　　　！1一㍉車、．（！誓携飴／・，一・

　　　　　　　　　∫ドノ1’一1～2－0

　　　　　η＝一＝QO：ノ1’翼1，　／～o瓢0

　　　　　　　　　．fl’蹴ノ1．1＝一一〇

　　　　　　　　　fb’　：＝一一一　h，　一・　一・・一　e

である。

　　式（8a）ぱFalkner－Skan方程式であり，Hartree6），　Rosenhead7）らによって広範ll鋸な11tの

値に対する数値解が求められている。また（8b）式はただちに積分できて

　　　　　／te（T／’）　＝＝＝　S，1　exp（一Sa’　1’rAe（’e）　d7／’）　clb’

となる。式（9a）および（9b）は〃’撒0：〃嘉0，0．5，1．0および〃t・・＝1：〃瓢0，05，！．O，1）。二〇．72な

る場合についてRunge－Kutta－Gi11法により有効数字5桁の精度で数値的に積分した。計算に

あたっては北海道大学計算センターに設遣されているHIPAC　103を使用した。ただし躍，梶

に対する計算は行なわなかった。この結果を表1～！6および策2～7図に示してある。
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　　　　　　　　　　　　　3．　表面摩擦応力および熱伝達

　　壁面上における摩擦応力τ’（効および単位面積当り¢）熱通過量q／（Xノ）はそれぞれ

　　　　・昨・傷寒．。

　　　　ず（〆）一一ん畷鉱．。

であって，これらを無次元形で表示すれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　　　・（・）腸．一隈ド（2’“2ti一，・，一），m，　（na〉

　　　　・匪⑳窪㌦一［Re〈nL＋1　　　2）桧圭隙．。　　　（n・）

となる。　ここに

　　　　R，劃一国色
　　　　　　　　り

である。局所Nusselt数N，、mを

　　　　N鵬漏；む9ω

によって定義すれば，式（！1　b）より

　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　ノ　　　　・v・…　＝一IR発旦f謬隙．。

となる。いま吹1」二1しおよび吸込みが存在しない場合のτ（x），N，‘。をそれぞれτo（x），　N，、、，oと書

けば

　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　T・（・）一［誓！！ド1（額一。　　　　　（・2・）

　　　　嚇一陣劉垂謬（edl’／／iigr），，．．，　（i2b）

となる。吹嵐しおよび吸込みの効果はτ！τo，N認N，、。oなる比の形で表示するのが便利である。

式（11a），（11b），（12a）および（12b）から

　　　　一聯一・＋継ξ＋・（　　　　　　　　7tt　一1．f2）　＝＝　1－K〈v，，，xM－2””i）十〇（g”’2）　　（・3・）

　　　　　鵡一・＋総・＋・（tr2同一臨・翌つ＋・（tt2）　　（・3b）

が得られる。KおよびMはそれぞれ正の定数であって衰！7に示す通りである。また第8図

および第9図にはξとτ／τoおよびN，t，、YN，、：、oとの関係を示してある。物理的に当然予測される
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表　17

m n
　〃
??

　”

?｛

　　　　”　　　〃

j（≒f／f。）
　　ノ

??
　’

?１
阿（一hl／h三）

0．O 0．46960 一〇．86571 L84351 一〇．41810 0．65042 L55566
O．0 0．5 0．46960 一〇．77407 L64836 一〇．41810 0．58308 L39460
LQ O．4696Q 一〇．7U74 L51562 一〇，41810 0．53686 L28405
0．O 1．23588 一〇．57476 0．46506 一〇．50150 046426 O．92574

1．0 o．5 1．25588 一〇・56162 G．45445 一〇。5015◎ 0．41671 0．85093

LO 1．23588 一〇．79563 O．6ヰ377 一〇．50150 040388 O．8Q534

一〇．20

〃＝び。，〃報。
@　　…　ノη罵00，η＝λ0

ηち

ド’

m
1η＝〃，ρ諾〃
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`2
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〃05　　　　　　6～ノ〃　　　　　　　　　　　　　　　　6Z2〃

　　加窟1
茶K2＋ρ

@〃52〃　　　　　一8／5　　　　　－6乏！0　　　　　－005　　　　　ノ，0
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a6

猷4

第8図
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ノη＝00，η笛ZO

@　l
@ノη＝〃，η篇超

A6

ﾊ1．2

005　　　　　　　6ワ0　　　　　　　　　　　　　　　　α2

　　用＋’@　｝つ一＋ηび御ココ

@αノ5
20　　　一〃5　　　　－0〃　　　　一〇〃5　　　汚〃

a8

ｿ6

04

第9図

ように，吹出しは摩i擦応力および熱伝達率を減少させるが，吸込みは逆にこれらを増加させる。

また第8図および第9図に見るように同一の強さの吹出しあるいは吸込みであっても，圧力勾

酎のきついほど摩擦応力および熱伝達に対する影響は減少することがわかる。すなわち圧力勾

配と吹｝：！二1しあるいは吸込みとの柑互1／i三用により，魚の圧力勾配については吹｝：liしおよび吸込み

の効果は相対的に減少するのである。

　　吹1”i二iしおよび吸込みの効果を明確にするために数値的な検討を行なってみよう。まず

M＝71［＝＝Oすなわち圧力勾配のない’F板上に．．一様な吹1．1．1しが存在する場合，ξ瓢汐，ムτ1／2＝・O．！なる

位概は摩擦応力および局所Nusset数がそれぞれ180／・および16％だけ減少する点に：対応して
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いる。’v，vは吹口し速度’vl。を晦Rメで割ったものに等しいから，灘＝！02なる泣置では

　　　　．：PLSLv　．．　o．1×！o－i×Rr’L，

　　　　　Uo　VN””’　”r’e

となる。　したがってRe　＝！e4のときには代表速度のわずか0．01％程度の速度をもつ吹舐しが

存在しても摩擦応力および熱伝達率を20％近く減少させることが可能である。また77z　＝＝　1，

〃一〇なるときは，ξ罵砺嵩（脇／ε‘o）Rii　一　O．1において摩擦応力および熱伝達はそれぞれ6％およ

び8％だけ減少する。すなわち負の圧力勾配が存在する場合には代表速度の0ユ。／・もの吹出し

速度を与えても摩擦応力および熱伝達の減少量は！0％以下である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　4．結　　　論

　　流れ方向に；c2”bに比例する圧力勾配を有する層流境界層について，壁面に：L’］tに比例する

吹出しあるいは吸込みが存在する場合の解析を行なった。これは物理的には頂角2π〃’ノ伽＋ユ）

なるくさび形物体表画の層流境界層に対する境界層制御の範ちゅうに属するものである。’nお

よび’」jtの値は全く独立に選定することができる。吹出しは摩擦応力および熱伝達を減少させ，

吸込みは逆にこれらを増加させることは圧力勾配が存在しない場含と同様であるが，圧力勾配

の存在は吹出しおよび吸込みの効果に大きな影響をおよぼすことが明らかとなった。すなわち

負の圧力勾配が存在するときは摩擦応力および熱伝達におよぼす吹出しおよび吸込みの効果ぱ

圧力勾配が存在しない場合に比較して著しく減少する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　補　　　　遺

　　前述の解析ではノ」L一一1のとぎは特異な場合に属し解が求められない。境界層外論速度が

ガ1に比例して減少する例は，物理的には一定角度の拡がり管あるいは狭まり管に見られるも

のである。したがってここで扱うのは拡がり流路の壁面に吹出しあるいは吸込みが存在する易

合の層流境界層の朋題である。基礎方程式は式（！a），（1b），（1c）と同様であるが，以下の取り扱

いにおいては〆，ヅ，z〆，ガの代りにv1，　x2，　u1，　t12を用いるものとする。

　　境界層外乱速度を

　　　　u（Xl）＿＿互量

　　　　　　　　　　X1

と書き，無次元変数ξ，ηを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　ユア
　　　　㍉1競7〆11・一（一轟アー薪（騎

によって定義する。ただし春画における吹低しあるいは吸込み速度は郁江μ）πとおいてある

から，U，，は速度の次元を有する。流線関数を

　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　ψ（Xl，・x2）：＝一一（vU．．1）百F（ξ，η）



9　　　　　　　　圧力勾配をともなう層流境界層におよぼす吹出しおよび吸込みの効果

　　　　　F（g”’　，　rp）　一　f，　（rp）十　g”’　f，　（rp）　十　．r’　2f，　（Jq）十　・　・・

なる形に仮定すれば，速度成分は

　　　　　幣一σ・・砺・筈

　　　　　・・2一一び…）㌔・・｛・器一（n＋・〉ξ誓｝

（A　！）

9

となるから，これらを境界層方程式（3b）に代入すれば

　　　　　券一二＋・＋圃ξ（o’F　62F　62F　OFe’“o　6e“．6－o　o“r？2　6．・’．”）一・　　（A・）

となる。式（A！）を式（A2）に代入し，ξの昇べきの順に整理すれば

　　　　f6t’一（f6）2十1　＝一〇　（A　3）
　　　　fi’”十（n－1）ノ1伍し（n十1）fo”fl＝一　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　4）

　　　　f2”L2ノ昴協一ノ墳’2一（ll十！）（f｝　fi”十2f6”f，）一一　O　　　　　　　　　　　　　　（A　5）

なる一連の常微分方程式が得られる。境界条件は

　　　　　η＝＝0：　プも＝一　f6’＝O

　　　　　　　　　fi　一　1／（1十n）　，　fi’　＝＝：　o

　　　　　　　　　ル驚面一〇

　　　　　7一＝　oo：　fo’　＝＝：1，　fl’一〇，　f2’　＝一〇

である。（A3）はすでにPohlhausen8）によって解かれている。　Rosenhead7）には∬（0）一1．1547

と与えられているが，より高精度の計算では∬（0）罵！．15470！となる。式（A3）および（A4）の

解を表A！，A2および図A！に示してある。吹出しおよび吸込みが存在しない場合の摩擦応

力をτo（X】〉とすれば

　　　　　≒監ト畷ト・（ξ・）

一a20

〃％

ノ．3

P．2

m．1
oω

　　　　　　　厩
O05　　　　　0〃　　　　　　6ワ5　　　　　820

飲匠

Z9　　　－OZ5　　　　－010　　　　％之05　　　み0

α9

O．8

O7

図A　2
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一　！－O．49999　（一 」こノ．u．，

カミ径｝ら藩〆しる。

（レび。。の

g，一　x］）　＋O（g’　2）

式（A6）の関係を図A2に示してある。

〈A　6）

なお温度境界層についてぱ．この：方法は適

川できない。

1）

2）

3）

4＞

5）

6）

7）

8）
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