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頂角を有する柱体を軸方向に横切る流れ

飯　　　　田　　　　誠　　　　一一骨

（昭和46年4月30日受理）

Axisymmetric　Flow　Past　a　Cylinder　with　a　Vertex

　　　　Sei－ichi　lmA

（Received　April　30，　1971）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　In　the　case　of　an　axisymmetric，　inviscid，　and　incompressible　fiow　around　a　semi－infinite

cone，　it　is　well　kRown　that　the　verocity　v　along　the　surface　can　be　expressed　by　v＝　Cr7”

where　ri　is　the　distance　from　the　vertex，　and　C　is　slmply　a　scaling　constant．　The　fiow　is

thus　completely　characterized　by　the　expofien£　m，　which　is　a　｛unction　of　cr，　the　semi　vertex

angle　of　the　cone．　Since　the　solution　for　such　an　axisymmetric　fiow　gives　a　case　of　an　infinite

value　of　veloclty　at　a　large　disrance　from　the　vertex，　there　is　a　clicaculty　in　obtaining　a　relation

between　C　and　the　uniform　oncoming　flow　U　over　a　cy｝lndrical　body．

　　The　present　paper　is　intended　to　analyse　the　axisymmetric　fiow　past　a　cylinder　with　a

pointed　conical　head　of　zero　incidence，　by　assuming　a　uniform　velocity　distribution　at　a　large

distance　sufficiently　far　downstream　from　the　vertex．　The　flow　field　can　be　expressed　by

equatlon　（24）　when　a　stream　function　is　introduced．　Especially，　at　the　proximity　of　the　nose，

the　velocity　reduces　to　a　simple　form　as　expressed　in　eq岨tion（23）．　Ade毛ailed　discussion

is　given　concerning　the　semivertex　angle　and　the　contour　of　the　cylinder　together　with　the

pressure　clistribution　along　the　surface．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　緒　　　　　言

　半無限円錐を軸方向に一様流れが横切る場合，その表面に沿う速度分布がv　＝・　CrY，吻＞0）

であることはよく知られている1・2）。し．かしながら，円錐はとくべつな代表長さをもたないため，

このような軸対称流れの解は無限遠において流速が無限大となる解に対応することとなり，一様

流れの中に円錐状の柱体を挿入して近寄り速度UとCとを関連づけようとすれば多くの閤難を

ともなう。

　本報告は，円錐状の柱体に代表長さを設定できぼこの難点を除張できるものと考えて，柱体の

十分下流で一様な半径aの円柱となるような流れについて解析を試みたものである。円錐状と

なっている先端付近の流れはUに関して（23）式のように求まり，全体の形状および表面に沿

う圧力分布についても検討してある。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　基　　礎　　式

柱体周辺の流れに関する座標軸を図1に示すようにとり，原点0より柱体の先端Oiまでの

ee @、機｛戒．＝〔学歪席二｛学季十　　流体＝〔萄ξ二舞㌻二二、1’｝簿m15
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距離を1とする。この場合，1および柱体

の半径aが代表長さとなる。また，柱体

の外側における任意の点Pをあらわすの

に2つの極座標系P（r，　0）およびP（rl，θ，）

を採用する。

　一般に，軸対称流れにおいてStokesの

流れ関数ψが満足すべき方程式は　　　　　　　　　　　図1　柱体と座標系

　　　　　　　　　　　　　　　・・雑・…θ易（！　o“sL’，sin　e　6ti）一・

であって，

　　　　　　　　　　　　　　　cos　ti＝　pt，　cos　el＝xll

とかくときt（1）式は

（1）

（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　・・嶺・（・一・・）瓢一・　　　　（・）

とかきかえられる。（3）式は原点を0、に移動した場合でも，γ→γ、，μ→μ1とおきかえただけで

同じ式が成立するから，ん，Bi，　Ci，　Dj，　E」を境界条件から決定される定数として，一般解は次

のようになる；

　　　　　ψ一q・鍋細身｛（A・rvi・・＋鳥）T・、（・・）｝・写｛画・・＋紅・（x・・）｝（・）

ただし，yi，レブ≧一〇．5；；・t，ンゴキ0であって，　T，（μ）はLegendreの球関数P，（μ）を用いて

　　　　　　　　　　　　　　　Tv　（pt）　＝Pv＋i　（pt）　一ptPv　（itt）　（5）
とあらわす。

　境界条件は，流れが無限遠で一様流に一致すること；ψ＝0なる流線が柱体表面を形成し，十

分下流で半径aの円柱となること；柱体の先端付近ぱ半頂角αの円錐状となっていること，が

主要な．条件である。

　柱体表面を含めて，外側の領域に特異点が存在してはいけないことより，動＝0であって，D」

については無限遠の条件のみを満足させれぽよいのであるから，（4）式の右辺最終項として1項

だけを残し，Dr｝＋iT，　（Pt、）とかくことにする。速度成分はr，0方向について，それぞれ

　　　　　　　　　　　　　Vr一一諜v・一誌謬　　　　（・）

によって算定され，境界条件ぱ

　　　　　　　　　　　r一＞oo；vr＝一Ucos　ti，　ve＝Usin　e　（7－a）

　　　　　　　　　　　ti，一＞O；　9＝O　（7－b）
　　　　　　　　　　　r一，　oo；　（r　sin　e）orr，．　m　a　（7－c）
　　　　　　　　　　　r、一〇；〔ψ〕θ、一・a一．　・O，あるいは〔vθ、〕θ、一a－di　＝　O　　　　　　　（7－d）

となる。これらの条件を用いて（4）式の係数を決定していくのであるが，まずCiについは，

（7－b）式からθ，＝Oのときμ、＝μ＝！，T，（1）＝0となることを考慮して，　C2＝0，C、＝一C3EC

とおく。次にんおよび瓦は（4）式から明らかなように，それぞれrの大きな領域と小さな

領域の境界条件を満足させることによって決定される係数であって，無限遠の条件を満足するよ

うにA，．を決定したのち，柱体頭部の形状にもとずいてBtが決定されることになる。

　したがって，rが代表長さαあるいは1にくらぺて十分大きい場合を考えれば，（4）式は

　　　　　　　　　　　　　　　ψ＝C（1一μ）十Σん7γε＋1Tv‘（μ）十Dr｝＋iT，（μ1）　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
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とかくことができる。ここで座標系（r，のと（rl，　Or）との関係；

　　　　　　　　　　　　　r　sin　H＝risin　Oi，　r　cos　0＝1＋ricos　ei

を用いて（8）式の右辺第3項を（r，μ）についてあらわせば，ガンマ関数を念む多項式

　　　　　　　　　　　Drr”Tv（xii）＝：D，Z，OhO．，｛liS／E（rmtim＋：！）1”r’rm”“iT．rm．（pt）

15

（9．　一ac　）

となる。rの大きな領域で流速が無限大とならないようにするには。（6）式を考慮するとき，指

数ンーπ＋1，（n＝0，1，2，。．．）が2より大きな項を（8）式の右辺第2項で打消してておけばよ

い。いま，

　　　　　　　　　　1＝1∵∵＿、、ト。鴇二郷｝（1・）

のように係数をえらぶことにすれば，（8）式はr＞＞a，1なるrに関して

　　　　　　　　　　g’，　＝C（1－pt）　＋Aor2T，　（pt）　＝C（！－pt）　一A，　（1－pt2）　r2／2　’（1／）

となり，境界条件（7－a）式および（7－b）式からそれぞれAo”　U，　C・＝　Ua2／4がえられる。

　したがって，柱体の頭部をのぞいて，流れ場は

　　　　　　　　　　　　　　　　B，．　　　　　ハ「r（一ン十η）lnψ一禦（1　一　zt・）一号（・一・・）・・÷写諾・（・）一D｛劉了じ。），劉一…T・一？t（・）一・r・・T・（・、）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

によってあらわされることになる。無次元項；

　　　　　　　　　　　A号，R一テ　刃1一争，　yf一一轟

および，（9－a）式から

　　　　　　　　　　　　　R2＝1÷R，pt，十Rl’，　＃＝（1十R，pt，）IR

の関係を用いてちおよびθ、方向の速度成分を求めれば，それぞれ次のようになる；

Vr、一・
?（R，＋μ1）一・UPt・＋琴一灘羅｛㍗』1萎軌（・）｝・

　　　　　　　　・Dl・一・［鄭差劣詔把一｛吐器＋b瓦ω・

　　　　　　　　　　　　　　　・隻ゴ”勢血A…（・）レ舜・＾（・、）］

V・、一一
浴E・…＋σ・・・…写硬灘慧畝｛（R，　＋　pt，　R，）T・1（・）・

（13）

（9－b）

（14）

・焦評A・（・）｝・鋸［急｛羨『諺？ルー｛鱒二時翼匹±41》乃一（・）一

　　　　　　　　　　　　　一鮭祭！固乃一・（・）｝一（・＋1）Rr一・・㌧（角）1（15）

　　　　　　　　　　　　　　　3．柱体先端付近の流れ

　柱体の先端がよどみ点となっていることより，

　　　　　　　　　　　　R＝＝　1，　Ri＝O，　pt＝1；　Vri＝Ve，＝＝O

であって，ここでは〔T・　i，（μ）／R，〕＝o，〔P・〆μ）〕；！であり，（14）式および（15）式から

　　　　　　　　　　σ（　　　A21－　　　4）・學舞・Dバー憐鞍翠誘景越L・
（16）

なる条件式がえられる。さらに先端付近では半頂角がαとなるための条件（7－d）式を満足しな

けれぽならないので，Ve、を瓦の小さな範囲に展開すれば
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Ve1　＝＝一・喋醤蝦㈲・3s象紘酬穿蕪雑2L

　　　　　　－P噛左（一y十n）最蝦1πン冊1）｝・・㈹

4

（17）

となる。αが。〈α＜π／2であるとき，Tv（μ1）を。とするyが1〈v＜2であることを考慮す

れば（17）式の右辺第1項は第2項以降にくらべて大きく，したがって

　　　　　　　　　　　　　　T．　（μ正）　＝O，　pt，　＝cos　（rt一．）　（18）

が半頂角αを与えるための条件となる。なお（！8）式の数値解は」．L．　HessおよびS．　Faulkner2）

によって求められており，yはその中でv＝m＋1に対応している。

　柱体の形状は（12）式を0とおき，（16）式を満足するような係数Bi，1）を適当に与えること

によって算定されるが，これらの係数のえらびかたによって，形状も種々変化する。本報告では，

単に頂角のある柱体が十分下流で一様な半径の円柱となるような流れの取扱いに主眼をおいてい

るので，簡単のために，次のように係数を選定した場合の例について解析を進めてみる。

　（12）式の右辺第3項および第4項から，それぞれ最初の1項および3項をとり，追加条件と

して；／L＝J・，および（17）式の右辺第2項の｛　｝内を0とおくときには

　　　　　　　　　ie．1｝i．’，＝！K，／｛（2－p）K一（4一／i“一）｝，　Div－i＝b一（Ut｛1．）　（ig）

ただし

　　　　　　　　　　　　　　　　　κ一緊三三≧　　　　　　（・・）

として係数が求まる。

　柱体の先端付近の速度分布は（14）式を瓦の小さな範囲に展開し，（19）式および（20）式

を代入することによって

　　　　　　　　　　　　　　管一一難纏il・・㈹　　　　（21）

となる。　（2！）式の中には代表長さの比A＝a／lが

　　　　　　　　　　　　　KR；一・・…（rl）讐誰誘翌・塑

のかたちで含まれており，計算に際してはあらかじめこれを指定しておく必要がある。そのため，

基準となるパラメータle／aを決定できれば便利であり，柱体の先端を過ぎる流れが最も流れや

すくなる，すなわちAの変化によってv・、／Uが最大となる位置を1＝loとすれぽ

　　　　　　　　　　　　　　　　レ卸て踏掃嵩　　　　（22）

として先端までの基準距離が求められる。表1には（22）式から算定

したle／aの値をンとともに半頂角αについて示してある。このlo／a

を用いて（21）式から先端付近の流速を求め，圧力係数Cp　＝1一一（v・、

／u）2のかたちで表面に沿う圧力分布を示せば図2の破線のようにな

る。この図には比較のために，（25）式および（26）式から求めた速度

分布を圧力係数になおして実線で記入してある。これより，面倒な計

算なしに速度分布を算定できるr、／aの範獺は0．1以内であることが

わかる。なおこのときの速度成分は

cro

90

75

60

45

30

15
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　レ
2．0000000

！．6667270

1．4241232

1．2450771

1．1156457

1．0316a．　13

1

　1e／a

O．6123724

0．6741836

0．7709042

0．9373891

1．2797226

2．3375343
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　　　　　　図2　柱体先端付近の圧力分布

ぞ雛篇＿塑望二三Z》一・（μ1）．　　　　Ve・＿＿　K（ン＋1）・R｝｝1：Tv（μ1）

（ノ　　　2（3一ン）（1一μ診’　　　　Z7．一“一一　　2ン（3一ン）sin（fi……

4　68　　　1．0

（23）
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である。

　　　　　　　　　　　4．柱体の形状と速度および圧力分布

　（12）式に（19）式を代入すると，この場合の流れ関係は

　　　4A2T　＝＝　（1一　pt）　｛2（1　＋　pt）　R2一　A2｝　一　一1）一｛　（2－v）　Km　（4－A2）　｝Zl，｝iSQ（　pt）　＋

　　　　・π傷［R…｛（　　　ン2－12一：　　　　RL））T・・（・・）・一（・一（2ン褒1）μ）卸一・（・）ト・π｝・・姻］（・4）

となり，これによって流れ場が記述される。柱体の形状は？P＝Oの解として算定できる。また速

度成分は（！4）式および（15）式に（19）式を代入することによって，それぞれ次のようになる；

　　　　　　か意｛レ爾璽誰戦β1瑠一・）β・一・・R，・（1一・t　t））Aω｝　（25）

　　　　　　　　　診一・・…｛1一轟・夷（鐸β1一β・）一日・・T・y（・1）｝　　（26）

ただし

　　　　　　　　　　　　　　y十1Bi　＝riTv　（L2）　＋rL｝（U一一llll）　Tv　（pt）　一　ft－1　Tv－i（vLi）　＋　一（1！’Ski12一｛一　1）2T，一2（Lt）｝

1！？2　＝　一　ri　Pv　（xt）　＋　rL）　｛Pv　（xi）　一　ILi’ii－li」’・，一i　（，ct）　一i一　一く…U……r・：i……一t；一ilR）一（・　，J’…i－ii一一一1“？一一）一p，　um，　（，et）　｝

γ1一（2一ン） ｮ一A2）一・一門誌…一野燃1一μ，）

（27）



　数値計算に際しで，P・，（pt）は一1〈μ＜0の範囲できわめて収劔性が悪くなるため，その算

出にぱとくべつな工夫が必要である。一方，T’v（μ）はμの範囲によって次のようにかくことが

でき，

　　　Zω一・†（y・1）慧（。．缶了一、一打慮（字）（1」睾導・≦添・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28　a）

T’v（・）一曲・ pで元亨）｛礁画論加1磁蔓嵩ト

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一！　sg　ttso　（2s－b）

これはPン（μ）にくらべて収骨性がよい。したがって，P’v（μ）を求める際にもT，（μ）および

Tv…、（pt）を（28－a）式および（28－b）式からあらかじめ求めておき，漸化式；

　　　　　　　　　：∴：∵鍛齢∴　l

　　　　　　　　　l∵二等磐ご』知ド

を利用して計算を進めるのがよい。

　半頂角αとパラメータAとを与えれば，柱体の形状および圧力分布は（24）式，（25）式お

よび（26）式から求めることができるが，Aを変えることによる影響は，．前節に求めた1。／（1を

基準値として

　　　　　　　　　　　　　　A一学あ・いはA一再翫　　　　（・・）

なるλによって評価される。図3は半頂角αを！seからgooまで150おきに6通り変化させた

とき，1＝Oに関する結：果を示したものであり，図4は一例としてα＝30。における1の影響を

示したものである。図3からαが小さくなるにつれて，先端における圧力1≦条下すなわち速度の

　　　）’／’tt，　Cp；λ二〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　αひ漏90　75　　6〔1　　　45　　　　　　　　30　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15

　1．O

　O，8

　0．6

　0．4

　0．2

　0．G

　－O．2

　－O．4

　　　　　－O，5　e，O　O，5　1，0　1，5　2，0　2．5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，／a

　　　　　　　　　　　　　　　　図3　柱体の形状と圧力分布
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y／a　，　Cp

1・O

O・8

O＋6

O・4

O・2

QO

一〇・2

一〇・4

　　　oct＝30

一〇・6

　　－1‘5　一10　一〇・5　OO　O・5　1・O　1・5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x／a

　　　　　　　　　　　　図4　柱体の形状と圧力分布におよぼすの影響

回復が南無におこなわれていることがわかる。このことは，よどみ点流れがごく先端部分に隈ら

れることを意味する。またα＝gooの場合にくらべていくぶんでも頂角をつけることにより，柱

体の半径を貴誌にaに近づけうることがわかる。図4にはλを0から正および負に変えたとき

の柱体の形状と圧力分布の変化する様子がみられ，λが負になるにつれて柱体頭部は凹曲面化の

度合が強められる。またこの図からは明確でないが，λを正の方向に大きくとるとん／aが一〇．5

～0の億置で柱体の形状1こxxくびiz　xxが生じてくる。いずれにしても，λが0でない場合には，

λ＝0の場合にくらべて柱体頭部を流体が円滑に流れがたく，前節に述べたように先端を過ぎる

流速が低下するものと考えられる。

　入

宦D3

O．2

O．1

O．O－0．1一〇．2－0．3

　　　　　　　　　　　　　　　5．　結　　　　　言

　柱体の先端にαなる半頂角を有し，干分下流で一様な半径の円柱になることを主要な境界条

件として，軸対称流れを解析的に取扱うことができた。流れ関数は（19）武のように係数をえら

ぶとき，（24）式に示すようであるが，一般解（i2）式の係数を（16）式および（！8）式が満足

されるように適当にえらぶことによって，種々の頂角を有する枯体嗣辺の流れを解析することが

可能である。

　柱体の円錐状先端付近では，図3にみられるようにαが小さくなるにつれて，急激に1ニピ力係

数の低下が認められたことは興味深い。　1’x／a＜0．1程度の範囲における流れは近寄り速度Uと

関連して（23）式のように単純なかたちで求めることができた。また柱体の先端にいくぶんでも

頂角をつけることになり，柱体の半径を早急にaに近づけうること，およびλ＝0となるよう

に先端の位置を決定すれば，柱体頭部を過ぎる流れを叢も円滑；・こすることができる。これより，

（22）式によってle／aを決定する意義が明確になった。
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