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三成分系溶液の状態和

　小野寺昌二＊
（昭和46年8月30日受理）

Configurational　Partition　Function　of　’17ernary　Solutions

Masaji　ONODERA

Abstract

　　It　is　shown　that　the　asymptotic　method　established　in　the　theory　of　binary　regular

solutions　can　be　applied　to　ternary　systems，　with　help　of　multinomial　formula．　As　example

the　solutlon　Qf　three　components　each　having　simple　structure　and　the　polymer　solution

consisting　from　a　solvent　and　two　1〈inds　of　polymer　molecules，　are　treated．　The　configu－

rational　partition　function　thus　obtained　provides　excellent　relations　for　the　enthalpy　of

mixing，　heat　capacity　and　excess　volume　of　mixing．

1．　緒 言

　　溶液についての関心は，専ら二成分のみを含む二成分溶液に集中されているが，多くの問題

は，三成分骨はそれ以上の成分からなる複雑な混合物を含んでいる。

　　これまで二回分溶液を取扱う進んだ：方法として，Kirkwoodの方法1），　Betheの方法2）及び準

化学的方法3）があって，それらは第1次近似と呼ばれている。それらの中Bethe㊧方法と準化学

的方法とは完全に等価であることが証明されている4）一6）。．ヒにのべた方法はいずれも，二成山系

をうまく取扱うことができるが，三成分系に応用することはできない。従って現在第0次近似の

ほかの三成分系の進んだ理論は開発されていない。

　　最近筆老は二成分系の漸近的方法7）を開発した。これは準化学的方法でつくられるcom－

binatory　formulaを漸近的表現に変換し，和を積分に置き換えて，状態和を計算するのである。

計算された結果は，Kirkwoodの方法で計箪された肉曲エネルギーと，エネルギーの二次の項ま

で一致する。また高分子溶液に応用されると，これまでどんな理論でも説明できなかった実験結

果8）・9）をうまく褥現することができる。更に二成分系と全く同様に，三成分系をも取扱うことが

できる。

2．三成分系の配置エネルギー

　　三成分系を構成する分子は，すべて単純な構造をもつと仮定する。それらはランダムに格子

点を占める。

　　召固の分子1よりなる系の純粋状態における桐互作用エネルギーを一妬とすれば，平均と

して1－1対の相互作用エネルギーは，一2z，／Z（ここでZは結晶の配位数である）で与えられる。

＊　工業力学第2講座



116　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ」、　1gr・　≒芋　贔　二二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

同様に〃z個の分子2よりなる系の純粋状態における相互作用エネルギーを一〃LZ2とすれば，2－2

対の平均の相互作用エネルギーは一2Z2／Zである。同様に’tl個の分子3の相互作用エネルギーを

一nZ3とすれば，3－3対の相互作用エネルギーは，一2Z3／Zである。

　　純粋状態にある1個の分子1と1個の分子2を交換すると，1－1対がZ個，2－2対がZ個が

こわされ，2Z個の1－2対が生ずる。その時交換に要する仕事を2W7、，とすれば，1－2対の相互作

用エネルギーψユ2は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　　　　　　　（Pi2　＝＝：　一2一　（一Z，一Z，＋　IV，，）

で与えられる。同様の操作を，分乎2の集合及び分子3の集合について行なうと2－3対の相互作

用エネルギーφ23＝

　　　　　　　　　　　　　　　of23　＝＝　一’〉”　（一Z2－Z3＋　W23）

を得る。同様に3－！対の相互作用エネルギーは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　　　　　　　（／S31　＝　2（一　Z3－Zl＋　W3i）

で与えられる。

　　次に1個の分子1，’1’｝’t個の分子2及び71個の分子3を混合したとき，ZXi2個の！－2対，　ZX23

個の2－3対及びZX3i個の3－1対ができたとすれば，1－！対，2－2対及び3－3対の数は，それぞれ

Z（Z－XlrX13）／2，　Z（ノノz－X12－X23）／2，　Z（7z－X23一　X31）／2である。対の種類，対の数及びそれに対応

する相互作用エネルギー，後節で必要となる体積を三一1に示しておく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表一1

対の種類 対　　の　　数

1－1

1－2

1－3

2－2’

2－3

2－1

3－3

3－1

3－2

Cl一　X，，　一　X，，）　Z／2

X，，　Z／2

×13　Z／2

（M・　一　X12一　k“i’／　23）　Zf2

X，3　Z／2

×2，　Z／2

（n－X23－X31＞Z72

×3，　Z／2

×3，　7．．72

桐互作用エネルギー

一2ZYZ
〈　rm　Zl－Z2十　VV1　2）／Z

C－Z3－Z，＋　LV3，）IZ

－2x2fZ

←z2ndZ3＋w23＞／z

（一Zl－Z2A一　VV12）／Z

－2Z3／Z

（一Z3－Z1十LU31）fZ

（一Z2－Z3＋　IV23）IZ

鱒りの鰍
渉諺…．
1　　2・こノ玉2／Z
i

　　2・v13fZ

I　2・び2／Z

i　　2・び23／Z
l

致1『

　　2・v31／zi、v32／Z

i

　　　　　　但しX12　・X21，　X13　＝；　X31，　X32　＝＝　X23

　　表一1を参照すれば，．考えている溶液の全体の配置エネルギーEは

　　　　　　　　　　E＝：一／7．i－mZ2－nZ3＋Xi2Wi2－i－X231V23＋X3iW3i　（1）

で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　状　態　　和

　　1，〃z，アz，X12，　X23，　X31が指定されたときの縮退の数をg（1，〃3，7z，　X12，　X23，　X』1）とすれば，状

態和ζ2は

　　　　　　　　　　（2　”＝　．y，　，．　．Z．　i，，，．．，，g（／’　71L’　71．　Xi2）　X23，　X3i）　exp　（一　’t／i！itl　r．’）　（2）
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で与えられる。

　　表一1によれば縮退の数は

g（1，　7n，　’n，　Xi2，　X23）　X3i）
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ん（1・脚・）｛（1＋・n＋・）多｝！

　　匪｛隅一房｝・｛四一㌃婦｝・｛＠論一為引・｛（x，・9）・（婦）・（鰐）1］2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

で与えられる．ここで（　　2x・ガア）・の・瀬・・現われるのは・・一2対及び2一・対の醐の向きを区

別でき，且つその数が同数あると仮定しているからである。h（1，77z，アz）は，次の条件を満足するよ

うに決定される定数である。

　　　　　　　　　　．。、2，黒，㌔・隔x12・・x23・・x31）」吉鍔赫）！・　　（・）

（4）は確率の考えから課せられる要請である。公式：（αN）1＝α“N（Nり“を用いれば，（3）から

　　　　　g（1，　？n，　n，　Xi2，　X23，　X3i）　＝：　h（1，　7n，　n）・

　　　　　　　’［rlww－rmx－3，一Xt15，Y）r’（7rm，zTtpm，一xi＋，，）”！Z（7＋i一’Z）i：’＞E’L’t’一，，）1（lxill；i／’xsgx，，ligsl，rm［！｝2一］ti2

　　　　　　　　（lww－rmX一，，一XI5，Y）r’（7rmnTtW，一X，，）！（n－Xi，nm，’L’t’一，，）1（IXill；il’ISISgx，，lig51，rm［！）2－1　（5）

を得る。この大きな括弧の内部の漸近的表現を求めることがこれからの目的である。

　　　　　　　　　　　　　　　　4．　平均値及び分散

　　（5）の括弧内の漸近的表現を得るために（14）で定義される或る定数C（その明確な値を知る必

要はない）をもつ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C11m！n！｛t．，，．｝ZV’（Xi」）＝”：．y，，，．：．，，，x，，Ft－Xwt，一X3i）！（m－Xi2－X2Z）’i’（；ii”’X3－llilllli／YI’（lmpagM］！（x，1x，，！x，！）2　（6）

の和を求めることからはじめる。そのために次の多項展開を利用する：

　　　　　（針圃一認。G－x、｛一x、2　　　　　　　　311iL12）（瓦窯換）撚・一物厩・

　　　　　（畑＋幽轟俳遣一砺）（招贈）r・xi…M一一Y｛2－X23XN23・

　　　　　（吻＋ザ㍉貼一転：二四）（超猿ざ血）蜘躯脳・

（7），（8），（9）を辺々相乗じ，〆Ψ？’み酬の項を拾い出す。その条件は

　　　　　X3、＋X、，一　Xt、＋X≦1，　X｛2＋X23　＝＝X、2＋X≦3，　X13＋X5！　・＝　X，、＋X23

であるが，これらは相互に独立でないので，結局

　　　　　　　　　　　　　　X5，一X，，　＝：：：　X，，一XE3　＝　X，，一X｛2

である。（10）の各項をkとおき，

　　　　　　　　　　X5，　＝＝　X，，＋1〈　，　X｛，　＝＝　X，，一k，　X5，　＝＝　X，，一k

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

を得る。kは正或は負の整数であるが，（1！）を（8），（9）に代入した時いずれの羅も負ならしめない

ことが必要である。kの実際の役割は，　X12，　X13，　X≦1の変動領域を制限することである。

　　（7），（8），（9）を辺々相乗じ，（11）を代入すれば，右辺からzi　？LX’”　xnの係数として
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　　　　　蟻黒、謡一鵡為）（為1＋X12　×31）偏婿ト煽）（㌦域紡

　　　　　　　　・嘱1－x31）（Xsg’i’323＋一i〈3i）　ii1　k，．，，，，　ii．1］，．，，，．，，，f〈Xi2）　X23）　X3b　le）　（！2）

を得る。これは左辺（X＋y＋Z）t＋m．＋ltの展開における灘勉7臆花の係数に等しい筈であるから

　　　　　　　　　　　甥謝L帖、烈、，、！即臨・魅・！　　「（・3）

を得る。

　　（13）からΣω’（凡ゴ）を導き出すことを試みる。　　Σ　f（X12，X23，X31，0）は，　k－0のときの
　　　　　陽ゴ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　・Y12・㌔・x3・
〆ザジの係数であり，それはci　zl　’n　xnの項のすべてではなく，一部を拾い出したものであるか

ら明らかに．

　　　　　　　　　　£　f（X，，，　X，，，　X，．　k）　一一C　Z　f〈X，，，　X，，，　X，．O）　（！4）
　　　　　　　　ゐ㌔・てL2，x23，嶋1　　　　　　　　　　　　　・x「1t・・Y』3・一Ys監

が成立つ。（6）を定義するとき，この定数Cを用いれば，（14）の右辺は，（6）の和Σzut（＆ゴ）その
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛．Yop｝
ものであるから，（13）から

　　　　　　　　　　　　　　　、鳥鴫）」諾轡　　　（・3・a）

を得る。

　　（14）ぱ，kについて和を実行できることを意味している。若しX、2とkとが互に無関係であ

るならば，（14）により

　　　　　　　　£　Xi2f（Xi2，　X？3，　X3i，　k）　：＝”　C　Z　Xi2f（Xi2，　X23，　X3b　O）　（14　a）

　　　　　　　k，・Y12，・X23，X’3　i　・Y12i・Yz3，・V3；

と書いてよい。（14a）を（！4）で相除せば，

　　　　　　　　Z　X，，　f（X，，，　X，，，　X3，，　k）　C　£　X，，f（X，，，　X，，，　X，3，　O）

　　　　　　　晶2！響Lア（X、2，X、3，瓦、，薦一一号’弩≒（X、憲）薪π　（・4b）

　　　　　　　　L一，一Vsv・1’23，．￥31　一Vt2，X’23，．1’3t

を得る。（！4　b）は，（1！）のような変換をうけない：量の平均はノ（X12，　X23，　X31，　k）で平均しても，

C！（X12，　X23，　X3、，0）≡ω’（X♂ゴ）で平均しても同じになることを示している。実際にあとでわかる通

り，X12，　X23，　X31の平均値及び分散を計算して見ると，　kによらない。

　　f（Xi2，　X23，　X31，　k）による平均を横棒で示す。まずX12のミド均値を求めよう。そのために（7），

（8），（9）及び（13）を使用する。

　　（7）をyで微分し，（8＞，（9）を辺々相乗じ，（！3）で辺々相除し，条件（1！）を用いれば，右辺から

1］i2J’’”一1znの係数として入12を得る。それは，その時得られる左辺：

　　　　　　　　　　　　　　　　1（x十　ty　一i一　k．t）1＋7n＋？L・・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　丞±±璽±μ）｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1！m！　7t　！

の展開に於けるの勉”占1znの係数に等しい筈であるから

　　　　　　　　　　　　　　　　函12「手酌　　　　　 （・5）

を得る。同様に

　　　　　　　　　　　　　　　　X・・㍉手雛万・　　　　　　　（16）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　×3一耳鋸　　　　　（・7）

を得る。

　　次に分散をもとめよう。（7）をyで二回微分し，それに（8），（9）を辺々相乗じ，（13）で辺々栢除

し，条件（11）を用いれば，右辺から　ri　zt”v－2znの係数として，　X12（X12－！）が得られ，それは左辺

の展開に於けるZ；12JO’b－22の係数に等しい筈であるから

　　　　　　　　　　　　　　Xl・一恥r㍊鴇）（舞振ll一、）

を得る。これに（15）を代入すれば分散σ12を得る＝

　　　　　　　　　・レx繊「＋1；簿・¢考；駕鵬事穿一、）・　（・8＞

同様に

　　　　　　　　　　　・1・「＋翫下；編巴車驚絵、）・　　　（・9）

　　　　　　　　　　　・ま「＋臨、・（　nl十アπ¢十フ7z十π）1÷m十n）　（1十m十n－！）・　　　（・・）

（15）～（20）は，（！4b＞によりzv（Xij）の平均値及び分散である。

　　！（X12，　X23，　X3i，　k）の性質を更に詳しく知るために，　X12の平均値を求めよう。そのために（8）

をxで微分し，それに（7）及び（9）を幽々相乗じ，（！3）で相除し，条件（11）を用う。そのとき右辺

から〆『1ザジの係数としてX｛2が得られる。これは，その時の左辺：

　　　　　　　　　　　　　　　　　m（ar十2」十z）1＋m＋7t－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1十m十n）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1！mln！

の展開に於けるximiztnbxnの係数に等しいから

　　　　　　　　　　　　　　　　距X・2一・「＋篇　　　　（・・）

を得る。（15）と比較して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1〈一〇　（22）
を得る。

　　次にXI2X｛2を求めよう。（7）をgyで微分し，（8）をxで微分し，それらと（9）を辺々相乗じ，

（13）で相除し，条件（11）を用うるとa；1“1y”b　rr　127しの係数としてXi2　X｛2を得る。それは，その時得

られる左辺：

　　　　　　　　　　　　　　　　　lm（x十y十2）1＋7’b＋n－2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1十m十n）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1！m！n！

の展開に於けるnlL’1ztmwwlz7tの係数に等しいから

　　　　　　　　　　瓶≡）羅一X12k「耳，。＋詣ギ万＋面　　 （23）

を得る。（！8）を使用すれば，（23）から

　　　　　　　　　　　　　　兀隔＋m＋n）警㍍＋。一、）　　　（24＞



120　　　　　　　　　　　　　小野寺昌二　　　　　　　　　　　　　
6

を得る。

　　さらに（8）をxで二回微分し，同様の方法を繰返せば，

　　　　　　　　　　　一画「耳驚万撃編赫　　　（25）

を得る。（25）に（11）を代入し，（24）を使用すれば，

　　　　　　　　　　　　　互㌔師＋，辮㌦初署　　　　　（26）

を得る。（22）を参照すれば，（26）は同時にkの分散である。kの平均値及び分散からわかる通り，

kについての！（X12，　X23，　X3i，1（）の値は，1（嵩0のまわりにgauss型のひろがりをもって分布してい

る。従って（14）は，kについての分布！（X、2，X23，X，，，　k）を，　k－Oの値f（X12，X23，X31，0）と定数C

を二等とする正方形の分布で近似したものとみなすことができる。

　　ωノ（Xのによる平均値を求める別の方法を示そう。（6）の対数をとり，それぞれX、2，X23，　X31で

微分しzeroとおけば

　　　　　　　　　　　　（1－X3i－X、2）三一X12－X23）・・　X3，，

　　　　　　　　　　　　s（7n　T　Xi2一　X23＞　（7z　一　X23一　X3i）　＝＝　X223　，

　　　　　　　　　　　　（n－X，，一X，i）　（1－X，，一X，，）　＝＝　Xgi

を得る。この連立方程式を，X12，X23，X31について解けば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lm
　　　　　　　　　　　　　　　　X・2r柳＋ガ　　　　　　　（15り

　　　　　　　　　　　　　　　　x・・「＋器ガ　　　　　（・6t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ln
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17ノ）　　　　　　　　　　　　　　　　X31　＝＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十m十n

を得る。これらの値はのノ（X励を最大ならしめる値であるから，それぞれ平均値と考えてよい。

これらは（3）を最大ならしめる値でもある。

　　　　　　　　　　　　　　　　5．漸近的表現

　　平均値及び分散を用い，ωノ（x‘ゴ）の漸近的表現を求める代りに，（13a）を変形した

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1！m！n！
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωノ（Xiゴ）　　　　　　　　　　　　　　　（27）　　　　　　　　　　　　（v　（X12．，　X23，　X31）　＝：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1十m十n）！

の漸近的表現を求めよう。そのために次のような変換を行なう。

　　　　　　　　　　　　t，＝一Xi2nveXi2，　Rl］‘tb　X，，＝：X！2＋ai2ti，　（28）

　　　　　　　　　　　　　　　a12－
　　　　　　　　　　　　t、一X・・一X・3即ちX、3　．．　X’23＋。，3t、，　　　（29）

　　　　　　　　　　　　　　　a23N
　　　　　　　　　　　　t、2蝿rX31即ちX，、・。＝　」？、、÷。，、t、．　　　（3・）

　　　　　　　　　　　　　　　031

　　　　　　　　　　　R＝＝＝1十m十n，　S＝一1÷m十n－1　（31）
とおき，（15）～（20）を用いれば，（28），（29），（30）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　lm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1＋Pi　ti），　（28t）　　　　　　　　　　　　　　　X12　”＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　R
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x，，　＝＝　！ltkll－Z7Z　（1＋p，t，）　，

瓦、婆（・＋β、t、）

（29ノ）

（30ノ）
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となる。但し

廟上蕪R）㌦一
（　　　　　　11十＝R　　　　　77Z7Z）垂

5告

　　　（・＋鑑R）’

，　P3　＝＝

　　　　　5曇
（32）

また

1→轍為一癸｛・一（IiSk．7Z　fi，t，　一1一　一i　1一　P3　t3）｝・

・・一x・2－x・・一 諱E一癖P2ち＋畜舷）｝・

n一

@X3i－X23　＝＝　一Xt　一2　（i一（一iii　P3　t3＋一3t：一zZ　B2　t2）］　・

（33）

（34）

（35）

（28’）～（30t）及び（33）～（35）は，これからω（X12，　X23，X31）の対数を計算するときに使用される。

　　さて（27）の両辺の対数をとり，Stirlingの公式を用いれば，

　　　　　一log　to（Xi2，　X23，　X3i）

　　　　　＝一　log　C十（1十m十n）　log　（1十m十n）一（1十m十n）

　　　　　　　＋　（1一　X21一　Xi2＋　Hll一）　log　（1一　X3i”　X2i）　一　（1一　X3i一　Xi2）　＋一ll一　log　2n

　　　　　　　＋　（？？z　一　Xi2m　X23　＋　｛ll一）　log　（m　um　Xi2一　X23）　一　（？？z　一　Xi2一　X23）　＋　｛ll一　log　2rt

　　　　　　　＋（n－X23－X3i＋g）　log　（n－X23－X3i）一（n－X23－X3i）＋｝　log　2z

　　　　　　　＋2　（Xi2＋ullu）　log　Xn－2Xi2＋　log　2z

　　　　　　　＋2　（X23＋rliT）　log　X23－2×23＋log　2re

　　　　　　　＋2　（X3i＋一lllu）　log　X3i－2×3i＋log　2z

　　　　　　　－2　（1＋一S一）　log　1＋21－log　2rt

　　　　　　　－2　（m＋g）　log　m＋2m－log　2n

　　　　　　　－2（n＋｛ll一）　log　n＋2n－log2TJ　．

ここで（1＋m＋n）！に対してのみ荒い近似を用いてある。簡単にすれば順次に

　　　　　一log　w（Xi2，　X23，　X3i）

　　　　　r＝　一　log　C＋一g一　log　2rr＋（1＋m＋n）　log　〈1＋m＋n）

　　　　　　　一2　（1＋一ll－－）　log　1－2　（m＋一ll一）　log　m－2（n＋一1｝一）　log　n

　　　　　　　＋嵐一鵜・＋S）1・9隅一瓦・）

　　　　　　　一t一　（’in　一　Xi2一　X23＋　一ll一）　lo　g　（m　rm　Xii2”　X23）



122　　　　　　　　　　　　　小野寺昌二　　　　　　　　　　　　　 8

　　　　　　　÷　（n一　X23一　X3i÷　一z，1・一）　log　（n　一　X23　一　X3i）

　　　　　　　＋2　（Xi2＋一｝）　log　Xi2

　　　　　　　＋2　（X23＋一ll一）　log　X23

　　　　　　　＋2　（X3i＋　一ll一）　log　一X3i

　　　　　＝xt　一　log　C＋　一32一　log　2rr　＋（1＋m÷n）　log　（1＋m＋n）

　　　　　　　一・（1＋÷）1・gl一・＠＋去1・9一・（・÷去）1・9・

　　　　　　　÷（1－X3i－Xi2＋一lll一）log（kt－Y3i，　Xi2）］＋（1－X3i－X，，＋一1一）log12

　　　　　　　＋　（m　一　Xi2一　X23　＋　一｝一）　log　（K2tZ・…一一itE7iz22一一　X一！i3L）　］　＋　（m　一　Xi2一　X23　＋　一1｝一）　log　m2

　　　　　　　＋（・・一X・3一恥部・9｛エ　奪一聖｝＋（・・一X・・一X・・÷3）1・9・n2

　　　　　　　＋2　（Xi2＋t）　log　（一；ii’／t）＋2　（Xi2t－ll）　log　（ml）

　　　　　　　＋2　（X23＋g）　log　（S．12－k’　）＋2　（X23＋i）　log　（mn）

　　　　　　　÷・（X3i＋9）1・9（制＋・（澱1＋剤1・9（nl）

　＝＝　一　log　C

　　　＋号1・9・・＋（・＋嗣1・9¢＋脚）＋1・9（陥・）

　　　＋（i－x31一x，，＋一ll一）iog（kttt3i－2g）’；）IL±一ZZI±Z！）一；）（i＋M＋”）］一（i－x3i－x，，＋一1｝一）iog（i＋m＋n）

　　　÷（　　　　　エm－x12－x・・＋万）1・9｛匪㌃狸IZ＋日岡｝一（蝿一X・3÷÷）・・9（1＋m＋n）

　　　＋　（．　m　x．　一　x，，　＋　rll“）　iog　（IZ’er：ig2a＝：ii｝一　X23　一　X；s）一g／4±IZIit：i　＋　7n　一Y　IU）．］　一　（n　一　x，，　一　x，，　＋　g）　log　（i　＋　m　＋　n）

　　　＋2　（x，，＋一ll一）　iog　（一2gl’a＠2　（i　＋．一7！0’）　］一2　（x，，＋一1｝一）　iog　（i＋m＋n）

　　　＋2　（x23＋一li一）　log　（一　illi」’　gLXIti：Zl｝一3　（1　＋n．’n＋n＞　）一2　（x23＋一1｝一）　log　（1＋m＋n）

　　　・（X・・＋9）1・9｛型吉鯉｝一・（X31＋麦）1・9（1＋卿）

　　　　　＝一　log　C

　　　　　　　＋号1・9・・＋・・9¢・痂）一号1・9（1十m十n）

　　　　　　　＋（1－X・，一X・・＋一｝）　1・9｛隅蔀）働辺｝

　　　　　　　÷（m－X！2－X23＋｝）1・9件冷義1膣塑｝

　　　　　　　＋（噛一X・・＋9）1・9｛（轟鳶1脇卿）｝

　　　　　　　＋2（Xi2＋一1｝一）log（W’2（1＋lmhmM＋”）

　　　　　　　＋2（X23＋r｝）10g（2K2’gSkl；i　ti！2z）3（1＋nnM＋”）
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　　　　　　　＋・（瓦・＋告）1・9｛三雲坤’〉｝・

（28ノ）～（30ノ）及び（33＞～（35）を代入し，公式：

　　　　　　　　　　　　　　　Iog　（！＋u）　一一　u一一tta一＋．．．

を用いれば

　一log　ca（Xi2，　X23）　X3i）

＝＝

@一　log　C＋一；一　log　2z＋log　（12m2　n2）一一｝　log　（1＋m＋n）

　　　＋［奏｛・一（望β…＋子β・t・）｝÷去］卜（望齢子β・t・）一壱／穿解チβ・明

　　　＋［釜｛・一二β・t2＋論β・t・）｝＋S］［一（畜β・・÷・t・）一去（釜β・・÷・・1）2］

　　　＋　［一II’i一“　（1　一　（一S，　p，　t，　＋　一ll／5i　p，　t，）］　＋　一ll一］　［　一　（一；i一　p，　t，　＋　一llS一　p，　t，）　一　一｝　（一lli一　p，　t，　＋　一II，k　p，　t，）2］

　　　＋・｛努（　　　　11＋P，ti）＋一｛1一｝（t・β1一古制

　　　＋・｛響（・＋β・・）＋封（t・β・一券綱

　　　＋・｛髪（・＋β・t・）＋9｝（・β・一調・

1，71z，　n→oOのとき，　tl，　t2，　t3は有限にとどまる。それ故に

　　　　　　　一、撫。．1・9・（X12，　X23，　X31）一1・9［ぴ・｛（・・）耀嘉）、｝1

　　　　　　　　　＋穿亭多壱・1・、＋壱・、・＋壱・、t、

を得る。即ち

te（x12，xas，x3i）＝：＝c（一ii一！／iSS！ll　liilli　lti．711，lltz7，1）7’1，／・exp（一一lt）（t？＋t；＋tg＋t，t3＋t，t，＋t，t，）］．

変数X12，　X23，　X31で書き直せば，

但し

（o　（Xi2，　X23，　X3i）　”：　CfSii3／IXiiii？i，Snti，Z39，rm　exp　（一¢）　・

・一去｛（X12詳弄・2）2＋（X・・詳＋（為毒5・・）2＋X1ψ・焦X31

　　＋X・孟X・2・澱3孟X・3＋為3孟X23・誓さ3・｝・

（36）

（37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

（37）は（27）の漸近的表現である。（6）によれば，（5）が（37）で書きかえられることがわかる。h（1，77’t，

Iz）は（4）を満足するように決定される定数であることを思い出し，

　　　　　　　　・（1，　7n，　n，　Xi2，　X23，　X3i）」鴇赫辻α・xp←9・）　　（39）

を得る。但し

　　　　　　　　　　　　　c・一丁・）㌦σ23σ噛・
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　　　　　　　　　　　　　　・十（罪

　　　　　　　　　　　　　　β・・一｛・一佳y一÷（÷一佳群

（39）を用いれば，状態禰（2）は積分：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q一∫∬・（♂，m，　n，　X12，　X23，　X，ユ）exp←謝4恥鵡鵡

　　　　　　　　　　一〇Q

で与えられる。（40）は

　　　　　　　　　　　　　　　　X12－X、2”・Xl

　　　　　　　　　　　　　　　　X23－X23　＝・　x2

　　　　　　　　　　　　　　　　×3rX3一∬3

とおき，容易に積分することができる。その結果

　　　　　　Ω」號赫）！即｛眼鯛一亀警一風器＋嘉諜

　　　　　　　　＋諺轟＋5轟一等号別選除

　　　　　　　　論・号輪器三一論多娩蹄雛｝

を得る。ここで純粋状態のエネルギーがはぶかれている。また孟は

　　　　　　　　　　　　　　　　　A一二一（÷）2

で定義される。

　　以上の取り扱いを高分子溶液に応用することは容易である。

　　　　　　　　　　　　　　　6．　三成分高分子溶液

（40）

（4！）

10

　　N1個の分子1，　N2個の高分子2（1個の高分子2はπ2個のセグメントをもち，そのセグメン

トをセグメン】・2と名づける。）及びN，個の高分子3（1個の高分子3はn3個のセグメントをも

ち，そのセグメントはセグメント3という）から成る高分子溶液を考える。通常のように，一つ

の格子点を占める分子1，セグメント2及びセグメント3は殆んど同じ大きさをもっと仮定する。

格子点の総数Nは

　　　　　　　　　　　　　　　N篇N1＋ノ22N2＋n3！＞き

である。分子1，高分子2及び高分子3が，それぞれz，gメ及びq3zの最隣接格子点をもつと

すれば，高分子の化合結合をのぞいた他のすべての対の総数は

　　　　　　　　　　　　　　　くxNi　十　zq2　N2　十　2q3　N3）／2

で与えられる。この対の総数に，高分子の化学結合による対の数を加えれば，溶液の中の全体の

対の数に等しくなるはずであるから，

　　　　　　　　　N－iiT　＝＝　（Ni＋g2　N2＋g3　N3）　ug÷（n2－！）　N2＋（n3－1）　N3

を得る。書きかえれば
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　　　　　　　　　N・｛（n2－1）一号匠勉）｝＋N・（（n3一・）一号幡一93）ト・

となる。若し高分子2及び高分子3が任意の割合で混合するとすれば，（43）から

　　　　　　　　　　　　　　　（7z2－1）一（IZ2－92）S＝：O，

　　　　　　　　　　　　　　　（・・3－1）一　（・z3－q・）セ＝0

（43）

を得る。また若しP個の高分子2と1個の高分子3が同数の格子点を占めるとすれば，！個の高

分子3に対応する，p個の高分子2の特別の配置において

　　　　　　　　　　　　　　　　Pxg2－2（P－1）一2q3　（44）
が成り立つ。

　　さてN1個の分子！の集合，　N2個の高分子2の集合及びN，個の高分子3の集合の相互作用

エネルギーを，それぞれ一Nl　Z1，一！＞2　Z2，一　N3　Z3とする。分子1及び高分子2の純粋な状態にお

ける内部の高分子2と，それに対応して相互に隣接しているn2個の分子1とを交換するとき，そ

の交換のために必要な仕事を2　W12とする。この交換の過程に於いて，それぞれ之g2個のセグメ

ント2一セグメント2対及び分子1一分干1対が破壊され，新たに舘g2個のセグメント2一分子1対

が作られる。分子1一分子！対及びセグメント2一セグメント2対の平均の相互作用エネルギーは，

それぞれ一2z1／2及び一2z2／xq2であるから，セグメン】・2一分子1対の平均の相互作用エネル

ギーは

　　　　　　　　　　　　　　ipi2　＝＝　一　Zi／z一　Z2fzg2＋　IVi2fzq2

で与えられる。同様に純粋状態にある高分子3と，それに対応して相互に隣接しているπ3個の

分子1とを交換するとき，分子1一セグメント3対の平均の相互作用エネルギーは

　　　　　　　　　　　　　　ip3i　＝　一　Zi／x一　Z3／2q3　＋　W3i／zq3

である。高分子3と，それに対応して相互に隣接しているヵ個の高分子2とを交換するとき，（37）

により993のセグメント2一セグメント2対及びセグメント3一セグメント3対がこわれ，2xq3個の

セグメント2一セグメント3対が生ずるから，

　　　　　　　　　　　　　　ip23　＝”　一　Z2／Zq2　ww　Z3／Zq3＋　W23／293

を得る。

　　考えている溶液に於いて分子1一セグメント2対，セグメント2一セグメント3対及びセグメ

ント3一分目1対がそれぞれX、2z，　X23　x及びX31zできているとする。そのとき分子1一分子1対

の数は，（Nl－X31－X12）　x／2，セグメント2一セグメント2対の数は（N2　q2－X12一．穐3）x／2，セグメ

ント3一セグメント3対の数は，（N3　q3　一　X23－X31）z／2である。

　　対の種類，それら対の数及び相互作用エネルギー…が知られたから，全体の相互作用エネル

ギーEpは，

　　　　　　　Ep　＝＝＝　一　Ni　Zi　一　N2　X2　一　N3　Z3　＋　Xi2　Wi2／q2　＋　X23　WT23fg3　＋　X3i　W3　i／g3

で与えられる。（45）と（1）を比較すれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　W12一　W12／92

　　　　　　　　　　　　　　　　　W23－W23／a3

　　　　　　　　　　　　　　　　　W3i　一一〉　W3i／q3

（45）
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の対応があることがわかる。一方（3）に対応する式は

　　　g（Ni，　N2，　N3，　Xi2，　X23）　X3i）

　　　　　一．　眠脇）｛（N・＋N・q2＋㈱封・

　　　　　一｛（N，一X31－Xi2）訓（嚥轟一x23）者｝！｛（幅一梅一薩｝1●

　　　　　　　　　　　1
　　　　　　｛（x・・号）！（x・・訓崎）！）2

である。（4＞に対応するものは

　　Z　g（Ni，　N2，　N3，　Xi2，　X23，　X3i）　1　W（Ni，　N2，　N3）
　iYi　2，X23，．Y3　J

　　　十一・）艦ず←伐一・）（・・3．ず3盛紫1帰耕L［聯織‡雛1昌髪

である。（47＞の導：出10）は，Appendix　Aで行なう。

　（3）と（46＞の対応から，平均値は

　　　　　　　　　　　　　寿瓦＋旧識1瓦・

　　　　　　　　　　　　　15i・・一ポ器織地・

　　　　　　　　　　　　　斯瓦÷織塁福・

分散は

　　　　　　蝋瓦畿翻．三＋繕鵬砦跳），

　　　　　　幽栖麟珂y！＋嚥鰐詰幽，

　　　　　　輪汗織珊ア！＋藻論語鱒）7

となる。

　（48）～（53）と（15）～（20）とを比較すれば

　　　　　　　　　　　　　　　1．N，
　　　　　　　　　　　　　　　m一　N2　q2

　　　　　　　　　　　　　　　n一　N3　q3

の対応のあることがわかる。それ故状態和Qpは，次式で与えられる。

　　　9，…w（N，・N・・N・＞exp｛義轟一里門一丁轟7＋誹饗i弾

　　　　　＋・。浮瓢・＋義懸・一潔一為・藷・

　　　　　一毒釜嫡，恥藷一議号肋論藷｝・

ここで

（46）

（47）

（48）

（49）

（50）

（51）

（52）

（53）

（54）

12
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　　　　　　　　　　　　　・《・一（劫垂・

　　　　　　　　　　　　　β《・一（壱アー÷佳一（罰垂・

及び

　　　　　　　　　　　　　　　　　A　・s一（÷）2・

　　状態和（54）及び（41）を用いれば，混合による過剰な体積を計算することができる。

　　　　　　　　　　　　　　　7。　混合による過剰な体積

　　1個の分子！，m個の分子2，7z個の分子3の体積を，それぞれ如、，　MW2，　Iz’v3とすれば，そ

れらは

　　　　　　　　　　　　　　　　1・，…　lg（3－Vi）・　　　　（55）

　　　　　　　　　　　　　　　　偽一号（争・）・　　　　（56）

　　　　　　　　　　　　　　　　n・・3　・n9（？．・・）　　　　（57）

と書ける。これら右辺の括弧内の量は，それぞれ1－1対当たりの体積，2－2対の体積，3－3対の

体積と見なされる。他方分子1が分子2で囲まれているとき，その分子1の体積を’u12とすれば，

1－2対当たりの体積ox　2v12／zである。同様に2v21／2，2v23／2，2η32似，2‘v31／x，2・v13／2が定義される。

三一1によってそれぞれの対の数とそれに対応する体積を梢乗じ，加え合わせれば，X12，　X23，　X31

が指定された時の溶液の体積が得られる：

　　　　　　　　V（X12，　X23，　X31）＝：　lv1十m・v2十？Iv3十X12え12十鵜3λ23十X31　231，　　　　　　（58）

但し

　　　　　　　　　　　　　　　lli警鞍il翻；／　　（59）

分子1と分子2を混合した時，体積が増すならばλ12は正で，減少するならば負である。λ23，231

についても同様に考えられる。（58）を状態和（41）で平均すれば，

　　　　　　　　　　　V（X、2，X23，X31）”・　Y。＋X122i2＋X23λ23＋X31λ3、　　　　　（60＞

を得る。但し

　　　　　　　　　　　　　　　　yo鵡偽＋77Z‘V2＋πτ3，

　　　　　　　　　　の　　　　　　瓦・誌∬∫凡・・（幅噛嗣漏）即（EllT）轟鵡薦・

　　　　　　　　　　一◎○

実際に積分を実行すれば，

　　　　　亀義一弓鍔器＋娩誰麗器＋暁瀞甚雑・　（・・）

　　　　　亀一蘇」鍔器＋・吻毒甚器＋一論釜晋・（62）
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　　　亀一亀一筆甚警＋娩審多難＋噺毒釜警・

高分子溶液の場合には，純粋状態ゐ体積は

　　　　　　　　　　　　鵬山号侵の・

　　　　　　　　　　　　焼號警免Cか）・

　　　　　　　　　　　…；嘱空冷・（毒司

（63）

14

（64），（65），（66）は（55），（56），（57）に対応している。：対の種類，対の数，対当たりの体積は次の通り

である。

ト1

1－2

1－3

2－2

2－3

2－1

3－3

i3－1

3－2

（N，　一　X，，一　X，，）　k・v／2

×12之／2

X，，　zf2

（q2　IY2　一　Xi2一　X23）　2／2

X，，　2／2

X，，　z／2

（g3　N3　一　X，，　一　X，，）　z／2

革・・／2

X，，z／2

2’vi／z

2・v，，／2

2辺三3／驚

2’v2／2q2

2・v23／2q2

2’v2i／xq2

2・v3／zq3

2η31／淘3

2・v32／2q3

この表から

　　　　　　　　　　V（X，，，　X，3，　X3，）　＝：　V，十X，，7｛，，十X，，2，，十X，，7，，，　（67）

を得る。但し

　　　　　　　　　　　　　Vo　＝＝　N，　vl十N2　‘v十N3　v3　，

　　　　　　　　　　　　　7Li2　＝＝　’v2i／q2＋wi2一’v2／q2一’vi　，

　　　　　　　　　　　　　223　＝　v23／92　｛一　w32／q3　一　’v3／q3　一　’v2／q2　，

　　　　　　　　　　　　7．31　一　W3、ノgl動、3一：V一’V，／9，．

瓦2，瓦3，X，、の計算を容易に行なうことがセきるが，それを実際に計算するよりは，簡単な構造

をもつ分子の溶液の場含と今の場合との対応を思い起こすならば，次のように容易に書き下すこ

とができる。即ち

　　　　　　　　　　V（Xi2，　X23’，　X3i）　＝　Vo十Xi2　2i2十X23　223十Xr3i　23i，　（68）

但し

　　　　島駈鰐轟＋噺毒多湿＋・・吻毒芸蒲・（69）

　　　　鞍二一・鍔蕩÷魚鋤多藷擁娠・毒一9k．，3b・（・・）

　　　　亀一恥」鍔熱感・毒真舳堀・黒影・（・・）

ここでは（48）～（53）を使用しなければならない。また（69），（70＞及び（7！）を用いれば，混合のエネ

ルギーを求めることができる。
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8．　Appendix　A．　1曜（Nl，　2V2，　IV3）の導出

　　一一つの高分子の一端からはじめて高分子のセグメントに1，2，3…と番号づけをする。次に

高分子のボンドをつなぎ目のところで切りはなし，切りはなされたボンドの両端に小球をとりつ

け，亜鈴に似たものをつくる。i番層のセグメントについていたボンドの端には，　iとi’の小球を

つけることにすれば，一つの高分子2につき，第！図のような亜鈴型のボンドが（n2－1）燗でき，

高分子3については，（713－1）個のボンドを得る。N2個の高分子2では，　N，（n2－1）個のボンドが

あり，N，個の高分子3では，　N，（113－1）個のボンドがある。これらすべてのボンドを格子点の対

の上に配置するとき，これらボンドがきっちり結合されて，もともとのN，個の高分子2とN，個

の高分子3ができれば，私たちは高分子2及び3を正しく配置したことになる。そのような配置

の数がW（N1，N，，N，）（第2図のa）である。

　　若しこ種のボンドがすべてランダムに格子点の対の上に配置されるならば，その数は

○一く）（h〈）Cトー○（〉一一〇（）一一〇〇一く）Cトー〈）Cトー〈）CトーOO一一〇（）一一〇〇一一〇〇一一〇

／22’56「4　　　　　　　　　　　　　　　　r／Z－1γだ

第1図

5ui亡ablθ

（a）

a！framyement

z
　　z

or

獅嘯≠

圓

O－O．CF一一〇

ee一　Z

　　　　　（b）
Randem　arfanyement　of　dum，，・bells

o o

　　　　　　8（夕

　　8　　（も・。（も

．O　OO　800
も　○O　o　　　　o

螺

8

cbO　ogb　o　6ft）

o　　o
　　　　o　　　o

　　o％　o　＠

　　　　　‘0／
Sui　tab／e　arrangement　of　small　ba／ls

　　　　　　　（d）
　Random　errangement　of　smalt　batls

第2図
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　　　　　　　　　　応瞭1÷÷轟F　（A…）

で与えられる。ここで分子に2（n2－1）N2＋（713一王）Ar3の因数がつくのは，ボンドの方向をかえたときに

得られる配置と，もともとの配置が区別できると仮定しているからである。また他の因数は，格

子点対の総数N　z／2の上にN2個の高分子2の，｝2ボンド，2ノー3ボンド…及びN3個の高分子

3の1－2ボンド，2ノー3ボンド…を配置する方法の数である。そのような配置の様子を第2図（b）

に示す。

　　（a）に対応する適正な配置の数と（b）に対応する，ボンドのランダムな配置の数との比を1’と

すれば，

　　　　　　　　W（Nb　N2，　N3）　（N2　！）”2”i　（N3　！）’t3一’i　（N　一1｝一　（n2一　1）　N2一（n3－！）　N3）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．　2）　　　　　　プww　　　　　　　　　　　　　　　　　（N－g．）！2（7t，一一1＞N，＋（n，一一1）N，

を得る。

　　他方（a）に対応する適正な配置を，ボンドにつけた小球の配置から観察する。N2個の格子点

には各々高分子2の小球1及びπ2が一つずつある。同様に現個の格子点には各々高分子3の小

球1及びn3が一つずつある。他のN，個の格子点には小球2と2’をあわせて二つずつある。他

のN，個の格子点にも同様に二つの小球がある。これに反し（b）では一つの格子点に集まる小球

の組合わせは，でたらめである。

　　そこでボンドから小球をとりはずせば，1，2，2t，3…n2の小球を得る。高分子3についても

同じことを行なう。それらを（c）図のように配置するのに，小球！とn2は格子点の近傍に一つ，

小球2及び2’，3及び3’は，それぞれ格子点の近傍に二つずつ並べるとすると，その並べ方の数は

　　　　　　　　酔置圃1τ・メー・（・（・一・）｝瞬『甑・）｝（”’一11”’　（A・・）

で与えられる。ここで高分子3の小球の配置についても高分子2と同様に行なうものとする。最

初の因子は，N個の格子点から高分子2に属する小球！，2，…n2を配置すべきN2個の格子点の

n2グループ及び高分子3の小球1，2…n3を配置すべきN3個の格子点のn3グループを取り出す

方法の数である。第2の因子のあらわれる根拠は次の通りである。高分子2に属する小球1をお

くために取り出されたN2個の格子点の，近傍之個の中どこに小球をおいてもよいから2Nzを得

る。同じことhtf小球n2についてもいえるからzN・を得る。舎わせてz2N・である。高分子3の小

球についても同じように考えて♂N・を得る。第3の因子は次の通りである。2から（n2－1）tまで

の高分子2の小球は，格子点の近傍z個の場所に二つずつ配置され，えらばれた二つの場所に配

置された二つの小球の交換がゆるされるから，

（2）・・

個の配置の仕方の数が得られ，そのような格子点の総数は高分子2について（n2－2）IV2であり，

高分子3について（n3－2）N3であるから

（z（z－1）］（’t2－2）N2（z（z－1））（”3r2）N3

を得る。
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　　　　　　　pmt2！）2（N21）2（”2m2）（N3！）2（tW／）2（s2）｛zN＝2一（n，一1）Nin，一2（npm－1）N，｝’r　（A’4）

である。

　　（A，3＞の（A．4）に対する比を．〆どしよう。7’・…rtと考えられる11）から

職照）十一・弛ず2｛・（・一・猶ず3（瓦措鍛磯，魏）！｛瓢舞銑車舞騨｝多

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

を得る。ここで（αN）！一αα駅N！）αなる近似を用いた。

　　　　　　　　　　　　　　g．　Appendix　B．（40＞の計算：

　　（40）のexpの内部のみをとり出して書き下せば，

　　　　一号ψ一三一蚤藷磯＋藷＋器舞＋鑑謡

　　　　　　　　　　　　　　　三成分系溶液の状態和　　　　　　　　　　　　　　　　　　　捻1

若し小球の格子点上への配置が（d）に対応して全くランダムならば，その配置の数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（zN）！

　　　　　　　　　　　　　｛

　　　　　　＋叢舞＋妥（C1十X12）器＋葺（勉＋灘）器÷多（婦㌔〉器｝・

まず積分変数に無関係な部分：

　　　　　　　　　　　exp（一x1，　W，2／k　T一　X，，　W．／k　T一　X，，　W，　，／k　T）

が積分の外に出てくることがわかる。次に
　　　　　　　　　　　　　　　しへ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4臨　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4W31　　　　　　　　　　　　　4　1V12
　　　　　　　　　　　α1＝亙々T・a’2＝VPtt・α3議7認ア『

とおき，（B．1）を書きなおせば，

　　　　　　　一遍器＋（綜＋鑑＋亀2α・）γ磯＋藷＋二一

　　　　　　　　　＋脳＋荊一（該博壱畜＋一瓢・

　　　　　　　x一命＋（檎＋嬬漁り

とおけば：，（B．4）は

　　　　　一号｛蝋÷語誌瀞穿萌箭藷＋覆需＋襯＋凧｝

となる。これから積分変数に無関係な部分：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・x・（　　2之σ122て4α1）

がそのまま積分の外にでてくる。積分変数は

　　　　　　　　　　　　　　　dXi　dx2　dx3　・＝　a、，dX　dx2　dx，

のように変換される。Xで積分したとき係数として

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4一）曇

を得る。Xで積分した後expの内部は

（B．　1）

（B．　2）

（B．　3）

CB．　4）

（B．　5）

（B．　6）

（B．　7）

（B．　8）

（B．　9）
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ー購・・＋留舞A＋・畿（　　　cr2　1σ23　2　一コ「σ12α1）＋藷（・一（劫藷（

となる。但し

　　　　　　　　　　　　　　　．2＝＝i一（S）2，　Ll，1，一（rli一）2．．，．．

（B．10）を書き直せば，

　　　　　　　　一州蓋・＋k（却＋塾一｝・・2α・）睡著

　　　　　　　　　　一歩儲A＋午・・‘t・珂÷需（・・σ・・一÷剣

となる。

　　　　　　　　　　　　　y一蕩・＋÷儲A＋穿・・一÷・・2α・）

とおけば，積分変数は

　　　　　　　　　　　　　　　　ai2　dx2　dx2　＝　a！2a23　d　Ydx3／cr

と変換され，変数に無関係な部分：

　　　　　　　　　　　　　　　・x・｛号÷俘・・一吉、蟹）2｝

がそのまま積分の外にでてくる。Yで積分すると係数として

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4r，）垂

を得る。

　　　　　　　　　　　∴ご∵場　D’｝

とおけば，Yで積分した後にexpの内部に残るものは

　　　　　　　　　　　　　　一i｛著β・＋舞（D一｝2朋　　　cr）｝

となる。書き直せば

　　　　　　　　　　一X［｛含β嵐D一÷AE）｝2一、》（D一÷瑚

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　z藷β÷s（　　　2D一　t，　AE）

とおけば，積分変数は

　　　　　　　　　　　　　　　an　a23　dx3／cr　＝　ai2023　a3i　d2／evP

となる。積分の外にそのまま出てくるものは

　　　　　　　　　　　　　　　eXP　（一1｝一　z｝7t　（D一　rm：ltT　AE）2］

＋　f／　（cr3a3i一一llimai2　cri）］

　　　　　　　（B．　10）

〈B．　11）

（B．　12）

（B．　13）

（B．　14）

（B．　15）

（B．　16）

（B．　17）

（B．　18）

（B．　19）

（B．　20）

（B．　21）

（B．　22）

18
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であり，Zで積分した時に得られる係数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47，）垂　　　　（・・23）

である。（B．9），（B．・16），（B．23＞及び（B．2！）から得られる係数は，Coと共に取り消されて残るもの

は，B．2），（B．7），（B。15）及び（B22）から

　　　　　　≦Z去；；瀦）！・xp（一X・・器一9・・除一鱗劉・・x・（控・う

　　　　　　　　　・e・p｛繋（知一才励ア｝・・xp｛祷（D一蓄呵｝

となる。これから（41）を得る。
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