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円管内の縦拡散の研究 （第3幸艮）

等濃度線の形について

　石崎健二＊
（【：伝手46年8月30［il受畷｛9

　　　　　Studies　on　the　Longitudinal　Diffusin　of

　　　　　　　　　　Water　F1ow　in　a　Pipe　（III）

一　On　the　Shape　of　the　Surfaces　of　Constant　Concentration　一

Kenji　lsHlzAKI

Abstract

　　　In　a　previous　paper　it　was　shown　that　the　diffusion　of　soluble　matter　along　the

pipe　was　governed　by　a　virtual　coefllcient　of　diffusivity　which　could　be　calculated　from

observed　distributions　of　concentration．　ln　this　paper　an　expression　is　proposed　for　the

shape　of　the　surfaces　of　constant　concentration　in　the　core　of　turbulent　pipe　fiow．　There

exists　an　obvious　quantitative　relationship　between　the　profile　of　constant　conentration

and　a　virtual　coefflcient　of　diffusivity．　The　expression　shows　that　the　profile　does　not

depend　on　time，　but　only　on　fiow　velocity．　The　theoretical　prediction　is　verified　by　the

experiment　with　a　smooth　pipe　of　4　cm　diameter　and　10　m　length　for　Reynolds　number

of　2＞＜104　to　 6＞く104．

き，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂募’・＋ひ…響網∂；争・・

ここに，C，，t，は円管の軸に垂直な断面における平均濃度，　Uは断面平均流速，

にとった座標，tは時關である。　Aは縦拡散係数で次のように書かれる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A一∫騰1二）璽

ここに，aは円管の半径，7’は円管の半径方向にとった座標，

度，z♂は（U－U）で流速と平均流速の差である。εとZt・はrの関数，

　　　（！．1）が成立するのはAが定数のときにかぎられるので，

＊　工業力学第2講座

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，　序　　　論

半径一定の円管内を定常的に流れている水を考える。この水の中に拡．散物質を投入したと

その物質の拡散は次の拡散方程式に従うことを前回の報告bで示した。

（1．　1）

Xをよ円儂；の車由方向

（1．　2）

εはx方向の跣流拡散係数，6は濃

　　　　　CはX，7’，tの関数である。

（1．2）でA＝　constとおけば，（！．！＞
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を適用できる条件を得る。そこで，濃度6は任意のtにおいて次式のように表わされなければな

らない。　　　　　　．　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　c（x，　7一）　＝＝　c，．〈x）一　f（7一）　一9S／kil．xSrp一）一　（1．　3）

ここに，c。　lrk　v軸に平行な任意の軸上（7’一殉の濃度分布，　f〈7うは等濃度線の形でf（7’o）＝Oにな

るように書かれたものである。なお，濃度分布が刻々と変化しても，f（フうは変化しないことが必

要である。そして，このとき縦拡散係数ぱ，近似的に次のように表わされる。

　　　　　　　　　　　　　　　A＝　一i　，一　jl‘　7一　［e＋u’f（r）1　d7’　（1．　4）

　　以上の条件が満たされるとき，内普内匠おける拡散は，見かけ一ヒ，完全な一次元拡散の様相

を示す。拡散物質は面体として平均流速で移動していき，中心軸付近の流速が周囲より大きいに

もかかわらず，中心部の拡散物質が周面より速く移動していくということがない。刻々の拡散は

流れ方向に生じるだけで，半径方向に濃度勾配があっても拡散が生じていないごときである。流

れ方向への拡散の規模はrによらず，どの点でも拡散係数は且である。

　　円管流れの縦拡散の一次元モデルについてはTaylor2）をはじめ，いくつかの研究が発表され

ているが，三次元的な濃度分布の様子を直接研究対象にしているものは少ないようである。おも

に，一次元モデルから導かれた縦拡散係数の大きさを実験で検討して，一次元モデル，理論の妥

当性を判断している。Tiylor2）は乱流における縦拡散を扱った論文の中で等濃度線を示す量を数

表の一部にあげてはいるが，それについては触れていない。Aris3＞は層流の場合について濃度分

布のモーメントに関して論ずる中で，等濃度線の形を与えている。

　　著者の前回の論文では，いくつかの観測事実に基づいて，ほぼAが一定の条件が満足され

ているとの推定に立って，縦拡散係数の測定をし，報告したのであるが，今回は，等濃度線の形

に注画して一次元モデルの妥当性を検討した。

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　理　　　論

　2．　1　等濃度線の形

　　乱流の場合の等濃度線の形は，序論で述べたようにTaylor2）によって計算されているので，

ここでも彼と同じ方法で計算する。ただし，彼は流速分布として速度差法則（velocity－defect　Iaw）

を用いているが，ここでは計算がしゃすい指数法躍を用いる。

　　まず，エ方向への乱流拡散を省略した形の拡散方程式は次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　畜←・震）讃鴎＋．雰）　　　（…）

交点の内容は，之がノブαを示す以外，前章と同じである。

　　乱流拡散係数εは

　　　　　　　　　　　　　　　　・一1’L・ci’mm　＝一三翫一　　　　（…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へり　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂7’　　．1∂7’

と表わすことができる。τはshear－stress，ρは密度，’17tは拡散物質の半径方向への輪送率で

ある。

　　流速を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　　　　　ZL＝Uo（1－2）．・ガ　＝　U一トze！＝　U十一1（Uo　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）
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と表わし（Uoは中心流速〉，τ　・＝・ToXの関係式とともに（2．2）に代入すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　　　　　　　　　　　…一F－t2τo．N2（！一・）レ7　1　　　　　（2．4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iOUO
となる。

　　（2．3），（2．4）を（2．1）に代入すると，

　　　　　　　　　　男舞。妾｛・・（！－2）1暁劉一・・｛（霧）1＋K礁｝　（…）

となる。ただし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o“c一∂置…）、詔釜＋嘉　　　　　　（2・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ1＝x－Ut

　　ここで，（∂c／∂彦）1－o，∂c／∂Xlがxとxによらないとすれば，（2．5）は次のようになる。ただし，

添字1は煩雑なので以後は省く。

　　　　　　　　　　　　　卦・（・一・）1富鉱響K霧　　　（…）

これを積分すれば

　　　　　　　　　　　　　絵船守高轟∫鰍　　（2・・）

となる。

　　Kzの積分は（2．3）により次のように書かれる。

　　　　　　　　∫K…　・・｛ノ嶽L。隼、｝（1一・）続「歪濯鑑可＋C　　（2）

Cは常数で，π≒0で∂c／a2　・・　Oになるように選べば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　C「2。＋畿，、＋、）　．　　　（2…）

となる。

　　（2．8）に（2．9），（2．10）を代入して整理すると

　　　　　　　　　　　　　　書四一痂畷糾端．．，IS－F（・）　　　　（・…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　F（・）一［｛・・＋・（7・＋・）｝隼藷正一侍一・）、弩1（・一述　　（…2）

となる。

　　濃度分布が

　　　　　　　　　　　　　　　綱㍉（・）・一・f’（・）響　　　　（・．・3）

と書かれることから，次の式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　彩一擁）絵　　　　　　（・．・・）

　　（2。11＞は6。についても成り立っていなければならないから，（2．！4＞と（2．11＞を比べてみれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fV（・）一砺辮無ユバ（・）　　　（…5）

であることがわかる。
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結局，等濃度線f（x）は，（2．　15）の積分

　　　　　　　　　　　ノ（・）一身㌔漏画G（・）

　　　　　　　　　　　　　　　G（x）　一一　IF（z）　dz

（2．　16）

（2．　17）

となる。

　　　　　　　　ユ　（2．！6）に（τ0／ρ）2篇賑を代入すると，n＝7，　uo　＝＝　1・225σの場合には

　　　　　　　　　　　　　　　！（・）　＝＝　・…25・C募）2G（・）　　　（…8）

となる。n＝＝　7のときのG（2）の値は図一！に示してある（破線は5章による修正）。σ／’v＊はReyn一

01ds数Rの関数として与えられ，　Taylor2）

のグラフによれば，Rが104～105の範囲では

　　　　　　一一tt・一　一＝　510g　R－4　（2．　19）

　　　　　　’v＊

と近似的に書ける。

　　したがって，門管の半径と平均流速が与

えられれぽ（2．18），（2．’19）から等；濃度：線の形

を描くことができる。

　2．2　等濃度線の形の流速依存性

　　（2．！8）でf（2）が平均流速によって変化す

ることを示しているのは注目すべきことであ

る。なぜならば，流速分布として速度差法則

を用いた場合に．は，このような性質が出てt

ないからである。

Z

o

02

O．4

O．6

O．8

1　．O

1．O O．5

G（z）

o 一〇．5 一しO

図一1　等濃度線に関するG（2）の形

　　流速分布の表現式が異なれば，計箕される等濃度線の形が異なるばかりでなく・：SIZ」，ttJ流速へ

の依存性という質的な違いも生じてくるのである。これらの差異が無視しえないものであること

は，三一2を見れば明らかである。図一2の実線は指数法則から出てくる流速依存性を示すために

（2。18）の一部を修正した式（5章参IY，’，，）から計堺二したもの，点線はそオ・と比較するためにT・yl・・2＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（z）　（cm）

　　　　O　5　”　10　15　　　　0

Z

O．2

O．4

06

O．8

1．O

s N．
一一．

N．
s．
S． m S4

S一　h－

　s．　一s
　　Ns．．．．

　　　　Ss一　　　　　　、一、、defecト1aw
　　　　　　　　一“一SSLS．

power－law　X　×　’S一　ss　一s　s．　s．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　50　cm／s

図一2　等濃度線の形の流速による変化と流速分布式による差

140cm／s



5 円管内の縦拡散の研究　（第3報） 109

の論文中の数表から計算したもので，速度差法則の場合である。

　　このようなことから，等濃度線の計算にあたっては，ただ計算しやすさだけではなく，計算

結果についても十分注意しながら，流速分布式の形を選ばなければならない。

3．　実験と結果

　3．1　実験装置
　　実験装置は前回報告したのとほぼ同じである。円管の長さは10mで，0．5mおきに濃度測定

用の電極を設置する穴があけてある。塩水の注入点から4．9m下流の所を第1観測点とし，第11

観測点まである。拡散物質として塩水を用いるので，観測点を通過する拡散物質の濃度は微小電

極を用いて電気伝導度として検出される。

　　前回と違うのは，半径2cmの細管のほかに半径4．5　cmの太管も用意したことと，それにと

もなって，太管に対しては塩水注入器も容量の大きいもの（1回注入量は約2cc）にしたことで

ある。

　　等濃度線が（2．18）として表わすことができるのは濃度分布が（1．3）のようになっている場合

である。（1．　3）が期待されるのは，前回述べたように，塩水塊が一筆分流れ方向に伸びていると同時

に，管下まで十分拡がっているときである。

　　ある観測点で塩水塊が十分伸び，拡がっているかどうかは，その場所で半径上のどの点でも

同じ濃度一時閥曲線が得られるかどうかによって確かめることができる。実際には，中心軸付近

でと，できるだけ管壁に近い点での2個所の濃度一時間曲線を比べて検討した。

　　その結果によれば，細管については観測点を塩水注入点から5．5～10m下流に置き，平均流

速を50～140cm／secとすれば，ほぼ条件が満たされていることがわかった。太管については，

最も遠：い観測点で，最大平均流速である130cm／secのときにかろうじて条件が満たされている

程度で，それより上流側の観測点では不十分，平均流速がおそくなるにしたがって最も遠い観測

点で不十分であった。

　　太管でうまくいかなかったのは，管の長さが管径の約100倍しかなかったからである。塩水

が注入されてから縦拡散の条件が満たされるまでに必要な区間の長さぱ，細管の場合で管径の約

！40倍になっている。この長さは注入時の塩水塊の形と流速に関係していると考えられ，実際，

流速が大きいほど短かくなる傾向がみられた。

　　太管の場合でReynolds数が細管の場合より大きいときには，管径の！40倍より短かくても

よいと期待されたが，実際には100倍

ぐらいではまだ長さが不十分だったので

あるD

　3．2　等濃度線の測定

　　等濃度線の測定点Pと，！）から適当

に流れ方向に離れた観測点Qに塩分検

出用の電極を置く。それらを直列につな

いで流下していく塩水塊の濃度一時間曲

線を求める。三一3はその一例である。

二つの山はJ），9，を塩水塊が通過したこ

とを示し，振幅の大きいほうが上流測に

ある観測点での濃度一時間関係を示して
図一3　2点を通遇する塩水塊の濃度一時間曲線
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いる。

　　（2の電極を円融の中’心・軸．．ヒに1占1定し，Pの電極を半径上の｛lf：意の北面に遣いで濃度一時間1“1

線を求めると，図一3のように得られる曲線の二つの山の間隔（塩水塊がP，C2，の間を通過する所

要時嗣）がPの電極が烹i三径上のどの位1雄にあるかによって異なってくる。このことから次のよう

にして等濃度線の形を知ることができる。

z
ず（z） f（z）8 f（B）

す（A）

A

X
P Q

L

図…一4　等濃度線の形の求め方

　　最大濃度がΩの中心軸．Eを通v♪た時からノ）のA点，　B点（図崎参ll倫に到着するまで¢）時閲

をそれぞれT、t，7マβとし，」’（2問の距離をしとすれば，等濃度線ρ）形が不変であることから

　　　　　　　　　　　　　　　　7㌃・ノ＝6磯

　　　　　　　　　　　　　　　　丁　・一ごダ㊨一∫　　　　（3’1）

となる，t

　　ゆえに

　　　　　　　　　　　　ノぐ（〆1）一ノ＜！3）一　乙1（つrノ尾一つ「’ls）糊　〔ノ」‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

となるu

　　したがって，A点をト！l随し，　B点を半径に沿一・）てとりながら滋を測定すれば，　f〈’”）を知る

ことができるのである。

　　実験では，P，（2の二点開ρ）距離を約3mにとり，　A点は中心軸．掴ことった。　B点は，細管

については中心軸から0．5cm，！．O　cm，1，5　cm，！．8　cmの位置にとり，太管についても同様にO．5

cmおきにとっていった。　dtは塩水塊通過所要li寺澗を6回測り，それ．を平均して求めた，、平均流

速と各点で求めたdtから得られた等濃度線を留1－5にあげてある。図中の太い実線は（2ほ8）で

計算したもの，測定曲線につけた数字は観湖，点の番号である。

4．検 討

　　太瞥については，3章！節で述べたように配管の長さが不十分のため，異なった観灘点によ

る比較はできなかったが，　参考‘として1司一観淵点で31蹴1測定した結果を1×1－6に示す。　これは，

観測点が注入点から最も遠い所にあって，流速が最大のときに測定したものである。太管として

は条件のよいほうになっている。図一6は十分塩水塊が拡がっていなければ等濃度線の勾配が理論

仙より大きくなることを示している。
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図一一5　等濃度線の形（管径4Clnの揚合）
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二一6　等濃度線の形（管径9cmの場合〉

　細管の場合については，図一5により，全体としては等濃度線の形がほぼ（2．18）に一致し，

（2．18）が示す流速依存性も現実的であることがわかる。しかし，xの値が0に近い中心部では，

理論から得たもののほうがとがりすぎている。以下，この点について検討する。

　　中心部のずれの原因は，次に述べるように，流速分布式から計算される乱流拡散係数の値が

中心部で小さすぎることにあると考えられる。

　　（2．4）によって乱流拡散係数の半径上の分布を計算すると，図一7の実線のようになる。縦軸

はE一ε／aw＊で，これは無次元化された拡散

係数である。（2．4）をEで書き直すと

　　　　　　　　　　　　　エ　　　　E一璽㌔（1一・）レ万　（4の
　　　　　　　Ue

となる。そこで図一7には，a・＝2cm，　U・＝　100

cm／sec，　n－7について計算したものを示し

てある。

　　この図から，中心部で急速に拡散係数が

減少していき，z＝Oの点で0になることが

わかる。これと同じ傾向は対数法則にもみら

れる（図一7の点線）。

　　一方，平板の間の流れについてではある

が，Pageら4）が実験で乱流粘性係数を算出し

ているのを見ると，中心部の値は粘性係数最

大部分の値より22％前後小さくなっている

にすぎない。

　　指数法剣，対数法則は，速度に注目する

かぎり，かなり現実をよく表現していても，

は，無視しえないものになっているのである。
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図一7　乱流拡散係数の分布

1JO

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）から求めた乱流拡散係数分布の現実との相違

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　このことについては，すでにBrinkworth5＞が対

数法則に手を加えて，流速実測値によりょく合うように，しかも乱流粘性係数についても実測値

の傾向をよく表現できる式を導いている。
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　　　　　　　　　　　　　　　　5．流速分布の修正

　　指数法則は，等濃度線の計算がしゃすいだけでなく，計算結果もほぼ実験と合うことがわか

った。しかし，前章でわかったように拡散係数を求めるうえでの欠点は無視しえない。そこで，

中心部の流速分布を2次式で表わすことを試みた。すなわち，中心部の拡散係数を一定値とする

のである。実測値の傾向から考えて，この近似ぱ不自然なものではない。

　　2次式の近似は，等濃度線の計算値が実測値から離れている部分に対して，すなわち，

0≦之≦0．4の範囲に適胴することにした。2次式を求めるときの条件は，次のようになる。

　　（1）zド鉾2十g9十プと表わす。

　　（2）0≦2≦0．4の範朋に適用する。

　　（3）2・＝oで，dufdx　”　O，　dc／dX　m　Oとする。

　　（4）π・・o．4で，ze，　dte／dxの値が指数法則から求めた値と一一致する。

　　（5）鮮0．4で，f〈x），ノア（x）の値が，指数法則から求めた他と一致する。

　　このようにして求めた流速分布は

　　　　　　　　　　　　　　　　Zt，　ur（一〇．2822－1－0．97）Zlo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ただし　0≦2≦0．4

となる。

　　中心部を（5．！）で，それ以外の部分を指数法則で流速を表わすと，z‘oは2＝・Oにおける中心

最：大流速zemaxを示す量ではなくなる。　Zt．maxは，（5．1）でx＝・Oとおいて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uma］　＝：O．97Zto　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2）

となる。

　　（5．1）による乱流拡散係数は，（5．1）を（2．2）に代入することにより

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一畿。　　　　　（・・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　卜。二。一。識。一　　　　（・・4）

となる。a－2cm，　U・＝・　100　cm／secについて計算した他は図一7に破線で示してある。同じ図の鎖

線はBrinkworthの流速分布によるものである。

　　さらに，（5．1）によって等濃度線を修正すれば，F（2）は次のように書かれる。

　　　　　　　　　　　　　F（x）＝＝（2n十！）（7z十！）z（O．039z2－0．045）　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．5）

　　　　　　　　　　　　　　　ただし　0≦x≦O．4

　　（5．5）により，n－7のとき，等濃度線の形は図一5，6の破線のように修正される。これによ

り，等濃度線の形がかなり改善されたことがわかる。

　　なお，2章で示した図一2には，この修正された等濃度線が書かれている。

　　　　　　　　　　　　　　　　　6．結　　　論

　　縦拡散と呼ばれる円僧‘流れにおける拡散の一次元モデルの妥当性を等濃度線の形f（x）に注

目して検討した。f（驚）の計算はTaylorの方法により，また流速分布式としては2次式で修正さ

れた1／7粟分布式を採用した。

　　実験は，主として管径4cm，長さ10　mの円管を用いて，平均流速50～！40　cm／secについて
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行なわれ，管径9cmの場合も試みられた。

　　理論式は測定値とかなりよい一致を示すことがわかった。また，流速分布式として，どのよ

うな形を採用するかによって，計算される等濃度線の形や，それの平均流速への依存性が異なっ

てくることもわかった。

　　等濃度線の形f（Z）が縦拡散係数Aと密接に関係していることは，（1．4）によって1・YIらかであ

る。したがって，ここで得られたf（Z）を用いて縦拡散係数を計算し，実測値と比較してみるこ

とは，一次元モデルを検討するうえで重要なことである。これを行なうには，十分な精度を持っ

た縦拡散係数の測定法の確立が必要で，現在研究を進めているところである。

　　この研究をまとめるにあたり，工業力学第2講座柏村正和教授に御指導をいただいた。ここ

に厚く感謝の意を表する。
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