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オートマトンの構造に関する一考察

桃内佳雄＊三浦良一＊
　（臼召禾fi　46年8月　30　日受理）

Consideration　of　the　structure　of　finite　automata

Yoshio　MoMoucHi　Ryoichi　MiuRA

Abstract

　　In　this　paper，　we　consider　the　orde；一structure　of　finite　automata．　We　classify　auto－

mata　by　order　relations．　This　classification　depends　on　the　existence　of　self－loop　and

cycle，　and　connectivity　in　automata．

　　We　decompose　the　automaton　by　・equivalence　relations　and　study　some　properties

about　the　decomposed　automaton．

　　Primary　and　controllability　are　also　discussed　in　conriection　with　the　order一＄tructure

of　automata．

1．　まえがき

　　オートマトンめ代数的な構造論については，これまでいろいろな観点から考察されている。

それらは主として，オートマトンの状態遷移構造そのものに注目し，半群論的，群論的立場か

ら，オートマトンの構造を解明しようとするものである。

　　さて，オートマトンの状態遷移構造は，successorという概念3）を導入して，オートマトン

の状態に順序を与えると，オートマトンにおける順序構造を規定する。オーートマトンの順序構造

に関しては，有向グラフ理論においてなされてしいる有向グラフ、の順序構造の議論を適用すること

ができ，それらについては，F．　Harary4）らにより基礎約な考察がなされている。

　　本論文においては，オートマトンの順序構造について，さらに詳細な考察を試み，オートマ

トンにおけるセルフループ，サイクル，連結性との関連を明らかにする。

　　順序関係によるオー1・マトンの分類を行ない，それが，セルフループ，サイクル，連結性に

強く依存していることを示す。岡値関係を導入することにより，オートマトンの直和分割を行な

い，商オートマFンを導き，その性質について考察する。順序構造と関連して，primary，可制

御性についても考察する。　　　　　　　－』』’：

　　　　　　　　　　　　　　　　2．オ「十マトン

　考察の対象とするオートマ．トンは，次のように定義される。

定　義　恥、tt．・・　…　　　　．，・　．・

　オートマトンAは，3項系列A一（S，湿，δ）である。 ．　，　1・t　”，
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S：空でない，状態の有限集合

．Σ：空でない，入力の集合

δ：5「×．Σ＊→3　状態遷移関数

次のような性質を満足する。

　　　　　　　　　VsES，　V　rc，　yE．S±・，　6（s，　ry）　at　o“［6（s，　v），　zl］

ここで．Σ＊は，Σ上の自由モノイドである（Σの要素の任意の列のすべての集合で，空列εも

含む。δ（s，ε）＝・s，Vs∈S）。

　　オートマトンの構造を主として議論するので，出力については考慮していない。このような

形のオートマトンは，半オートマトン，あるいは，状態オートマトンとよばれている。オートマ

トンAの状態s∈Sについて，successor，　pure　successorは次のように定義される。

　定　義　2
　　（1）任意のs∈Sに対して，そのsuccessorは，δ（s）一｛δ（s，　x）：x∈Σ▼＊｝である。

　　（2）任意のs∈5に対して，そのpure　successorは，δ（s）一｛δ（s，　x）：x∈Σ＊一｛ε｝｝である。

　　サイクル，セルフループ，連結，強連結の定義を与える。

　定義　3
　　（1）あるs∈5に対して，あるx∈Σ＊が存在して，s∈δ（∫，勾，囮≧2であるとき，　sはサイク

ルをもつという。

　　（2）あるs∈Sに対して，あるcE・E「＊が存在して，　s∈δ（s，x），　lxl－1であるとき，　sはセルフ

ループをもつという。

　定　義　4

　　（1）あるs，teSに対して，　s∈δ（t）またはtEδ（s）のすくなくともどちらか一方がなりたつと

き，Sとtは連結しているという。　T｛1　SなるTの，任意のみ，　tETについて，　Sとtが連結して

いるとき，Tは連結であるという。とくに8が連結であるとき，オートマトンAは連結である

という。

　　（2）オートマトンAにおいて，任意のs，　tESに対して，　s∈δ（t）がなりたつとき，オートマト

ンAは強連結であるという。

　　　　　　　3．オートマトンにおける順序関係と，オートマトンの分類

　　集合Sにおけるある関係Rについて次のような性質を考える。

　　　　　　　　　　　Vs，　t，　uGS　O，；　sRs

　　　　　　　　　　　　　　　　O2；sRちtRu→sRu

　　　　　　　　　　　　　　　　O3；　sRt，　tRs一＞s＝：t

　　　　　　　　　　　　　　　　α；sRtかtRsがなりたつ。

　　Oi，02，03，04がなりたつとき，　Rは金順序関係，01，02，03がなりたつとき，　Rは半順序

関係，α，02がなりたつとき，Rは擬順序関係とよばれる1）。

　　ここでは，αの性質をすこし修正して，次の04の性質について考察する。

　　　　　　　　04；sRtかtRsのすくなくともどちらか一方がなりたつ。

αの性質は，オートマトンに線形構造を要求している。αについても以下にのべる04に関する

考察と，同様の考察が可能である。

　　オートマトン・4において，次のような順序関係を導入する。
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　　　　　　　　　　　　　　s，　tGs　Ri；　tea“　（s）　（s　nv〈．　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2；　tES（s）　（s＄t）

このような順序関係においては，02はつねになりたつ。また，OiはR2においてつねになりた

つ・したがって・R，についてはOi・03・04・R，につ　　Table　1．　Classification　of　Automata

いては03，04の諸性質についての，考察を行なえば　　　　　　　by　order　relations

よい。01，02，03，04の諸性質にもとづいて，R1，　R2

に関して，オートマトンは，Table！のように分類さ

れる。（各性質が成立する時，1）

　　Rlに関する2つの族，　R2に関する1つの族を，

それぞれ1，II，　III族とよび，また各項の4つの小分

類は，Rli（i－1～8），　R2ゴ（ブ篇1～4）とよぶことにする。

　　各オートマトン類がどのような性質をもっている

かを明らかにするために，01，03，04の意味を示す。

　　R，における01，03，04の意味

　　Oi；任意のs∈5が，サイクルまたは，セルフルー

プのすくなくともどちらか一方をもつ。

　　03；任意のs∈Sが，サイクルをもたない。

　　04；任意のs，tESが，連結している。

　　R2における03，04の意味

　　03；任意のs∈5が，サイクルをもたない。

　　04；任意のs，旋5が，連結している。

Rl

　　Rll

　　R12
（1）

　　R13

　　R14

　　Rls

　　R16
（II）

　　R17

　　Rls

／｛2

　　R21

　　1（22
（III）

　　R23

　　R24

Ol　02　03　04

O　　I　　O

O　　I　　O

O　　l　　l

O　　l　　l

Ol　02　03　04

！　　1

1　　1

1　　1

1　　1

0

1

0

1

　　このように，この分類は，オートマトンにおけるセルフループ，サイクル，連結性に，強く

依存している。04は，オートマトンが連結であることを要求している。

　　1，II，　III族の各オートマタ類の間には，次のような包含関係がある。

　　　　　　　　　　　1－III：　RncR2i，　Ri2cR22，　Ri3cR23，　Ri4CR24

　　　　　　　　　　11－III：　RlscR21，　R16cR22，　R17cR23，　RlscR24

111族の各オートマタ類は，1，II族の各オートマタ類を包含している。

　　上述した分類にもとづいて，任意のオートマトンを与えられたとき，その順序構造を判定す

るための手順は参考文献2）において定義されている状態遷移行列を用いて，容易に得られる。

4，オートマトンにおける同値関係と，オートマトンの学割

　　集合Sにおける関係．Eが，次の性質を満足するとき，同値関係であるといわれる。

　　　　　　　　　　　　　　Vs，　t，　uGS　PI；　sEs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P2　；　sEt一一＞tEs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P3；　sEt，　tEu一＞sEu

　　オートマトンAにおいて，次のような同値関係を導入する。

　　　　　　　　　　　　　s，　teS　Ei；　tGO’　（s），　sEb“　（t）　（s　＝一　」i，　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　E，　；　tE6　（s），　sEO　（t）　（S　＝一　JJ，　t）

E1は1族，　E2はIII族のオートマトンに関して同値関係となる。03の要求されているオートマ

トン（03を満足するオートマトン）については，これらの同値関係による分割は，各状態への分
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割となる。したがって，これらの同値関係による分割が意味があるのは，03の満足されていな

いオートマトンに対してである。

　　オートマトンRnを同値関係Elを用いて分割することを考える。次の定理が得られる。

　定　理　　1

　　同値関係E1によりR11から得られるRll／E、によって定まるサブオートマトンの族は，　Rl、の

直和分割となる。E、に関して同値類である各サブオートマトンは，強連結である。

　証　　　明

　　R1，／E1のサブオートマトンSa，8ゴについて，これらが相異なるサブオートマトンならば，

Se∩Sj　＝＝　ipなることをいえばよい。＆∩5「ゴ≠φとする。　S∈Si∩Sゴとすると，任意のSノ∈Si，任意の

5”∈5ゴに対して，SiiEIE，sノ，　s≡EIS”となり，　P3より，51無E、s”となる。これは，はじめの仮定に矛

盾する。ゆえに＆∩5芦φである。Sは有限集合なので，分割は有限個のサブオーFマトンによ

りなされ，∪＆一S，Si≠φなることは明らかである。
　　　　　オ
　　同値類である各サブオートマトンが強連結となることは，定義4（2）とE1の性質より，明ら

かである。

　定　義　5

　　分割されたオートマトンにおいて，各強連結サブオー1・マトンを1つの状態とみなしてでき

るオートマトンを商オートマトンとよび，それをあらためてR、1／E、とかく。

　　サブオートマトンに，すくなくとも！つセルフループをもつ状態が含まれている場合には，

縮小された状態にセルフループを付加することとする。このようにして，すべての状態がセルフ

ループをもつ商オートマトンを，．R劃E1とかく。

　系　1

　　商オートマトンR鐸E1は，　R1に関して半順序関係をもつ。

　証　　　明

　　R査／Erは，すべての状態がセルフループをもつので，　Oiは満足される。またそれは商オー

トマトンであるから，03は満足される。02については，明らかに満足される。

　　オートマトンR12についても，定理1，系！と同様のことがいえる。

　　R，、，R22のE2による分割についても，定理1と同様のことがなりたつ。また各商オートマト

ンについては，R11，R12の場合のような，セルフループについての考察を行なわなくても，系1

と同様のことがなりたつ。

　定　義　6

　　各オートマトンの族において，それぞれの商オートマトンが同一なオートマタは，同値関係

に関して構造等価であるという。

　　そのとき次のようなことが明らかである。

　　（1）任意のオートマトンB（∈R21またはER22）に対して，　E，に関して構造等価なオートマ

トンC（∈R23または∈R24）が存在する。

　　（2）任意のオートマ5ンB（∈Rllまたは∈R、2）に対して，その商オートマトンが，　B＊fE，と

なるとき，E，に関して構造等価なオートマトンC（∈R13または∈R14）が存在する。

　　（（）の中は順番になりたつ。）

　定　義　7

　　セルフループをのぞいて，外へでるパスのみをもつ同値類を上限サブオートマトン，内へは

いるパスのみをもつ同値類を下限サブオートマトンとよぶ。
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　系　2

　　同値関係により分割された7b　一トマトンは，すくなくとも1つずつ，上限および下限サブオ

ートマトンをもつ。（ただし，同値類が2個以上のばあい。）

　証　　　明

　　この系2は，上限サブオートマトンの縮小を上限状態，下限サブオートマトンの縮小を下限

状態として，商オートマトンにおいて考えると，すくなくとも1つずつ上限および下限状態をも

つことを示せばよい。商オートマトンをD＝＝＝（T，Σ，δDとする。（Tの状態数をπとする。）tET

をとる。商オートマトンにはサイクルが存在しないので，長さ1の入力でtへ入るパスをもつ状

態をtl，長：さ1の入力でtlへ入るパスをもつ状態をt2，…とたどってゆくと，たかだかn－1ス

テップで，そのようなパスはなくなる。すなわちすくなくとも1つ上限状態が存在する。

　　下限状態についても，同様の議論がなりたち，すくなくとも1つ下限状態が存在する。

　　上限および下限サブオートマトンが1つずつのときは，そのオートマトンは束の構造と類似

の構造をもつ。

　　　　　　　　　　　　　　　　5．primaryとの関連

　　Bave13）により導入されたprimaryとの関連について考察する。

　定　義　8

　　（1）オートマトンAは，あるsGSが存在して，　A撒〈s＞ならば，そのときのみ，単一状態に

より生成されるという。ここで，〈S＞X（δ（S），Σ，δ）。5はくS＞の生成元という。〈S＞の生成元の集合

e：，　gen　〈s＞　＝　｛teS〈s＞　：　〈t＞　一　〈s＞　｝．

　　（2）空でない有限ナートマトンのprimaryは，最大の，単一状態により生成されるサブオー

トマトンである。

　　任意のオートマトンが与・えられて，その分割を行ない，強連結サブオーマトンの数がkで

あったとする。そして各サブオーマトンの状態数が1，，1，，…，恥であったとする。各サブオート

マトンをSi（i一一　！，　一・，　k），上限サブオートマトンをSui（西1，…，1；0〈1＜k）とする。上限サブ

オートマトンのそれぞれの状態数を隔とする。そのとき次のようなことがいえる。

　　（1）primaryの数は1である。

　　（2）　li　gen　〈sui＞　ll　za　lui

　　　　　　5編∈3吻，llXII：集合Xの要素の数。

　　（3）空でない有限オートマトンの状態集合は，上限サブナートマトンの各状態のsuccessors

のunionである。

　　　　　　　　　　　　　　　6．可制御性との関連

　　オートマトンにおける可制御性は，セルフループ，サイクルの存在，連結性と，密接な関係

がある。まずそれらと関連したいくつかのことがらについて考察する。

　定義　9
　　（1）オートマトン・4は，次式を満足する整数々が存在すれば，弱々可制御であるという。

　　　　　　　　　　　　　　　y5捗，∫ゴ∈5，π劣∈Σ＊，］2］＝・：ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　si　＝＝　6（s，・，　c）

　　（2）弱ん可制御であって，弱（k－1）可制御でなければ，k可制御であるという。
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　補　題　12＞

　　可調御なオートマトンAは，強連結である。

　定　理　22＞

　　nコの状態をもつオートマトンAが強連結で，！つでもセルフループをもてば，k可潮御で

ある。ここで，k≦2n－2。

　定　理　32＞

　　強連結なオートマトンAが可制御であるための必要充分条件は，そのすべての単純サイクル

の長さの最大公約数が1となることである。（ここで，単純サイクルとは，同一状態を2度とうら

ないサイクルである。）

　　この定理3は，すべての単純サイクルを調べなければならない。2つのサイクルを調べるこ

とによる，次の系が得られる。

　系　3
　　強連結なオートマトンAが可制御であるための必要充分条件は，2つのサイクル，C，，　Csが

あって，その長：さし，，Lsが，　L，一L，＝：1（L，＞Ls）となることである。

　証　　　明

　　必　要　性

　　Aが可制御であるから，S・iからSiへk段で制御できる。その長さkのサイクルにおいて，か

ならず，Siへ1入力でくる状態がある。それを5ゴとする。そのときS．iから5ゴへ長さゐで制御で

き，長：さk＋！のサイクルができる。

　　充　分　性
　　今，2つのサイクルG，C、の状態5z，　Ssを考える。任意の状態∫②から，任意の状態5ゴへのパ

スの長さが∫とブに依存しないことを示す。砺を亀から∫ゴへのパスの長さとする。

　　　　　　　　　ム5ゴ＝ム」十ムs÷ムゴ

　　　　　　　　　　　Lis：SlからSsへのパスで最小長さのものとする。

　　　　　　　　max　L－rnax　Lii＋Li、＋　max　L、j
　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　　　ゴ
　　　　　　　　min　L＝min　Lii÷　Lis十min．Lsゴ
　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　ゴ
　　　　　　　　　偽一L．、i＋（max・L一砺）・L、＋砺＋（L、」　一min　L）・L、＋ムゴ

　　　　　　　　　　　一五訊！－Li　＋　Ls）＋max　L・Li－min　L・ム

　　　　　　　　　　　＝max　L・　Li　一　min　L・Ls

　　次に，分割と関連したいくつかの結果についてのべる。

　定義　10
　　強連結サブオートマトンがん可制御であるとき，k－local可制御という。

　　次のようなことがいえる。

　　（1）R劃E1におけるすべての強連結サブオーマトンは，それぞれlocal可制御である。

　　（2）隣接した島一local可制御なサブオートマトン52と，んゴーlocal可制御なサブオートマトン

S9において，（溺く3ヲ）任意のS∈52から，任意の託8ヲへ，あるkが存在して，　k可綱御であり，

その上限は次のように与えられる。k≦島十島＋1。

　　　　　　　　　　　　　　　7．　あとがき

オートマトンの順序関係による分類，同値関係による分割にもとづいて，オートマトンの順
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序構造に関する考察を行なった。セルフループ，サイクル，連結性と，順序構造の関連をいくつ

か明らかにすることができた。また，primary，可制御性についても考察し，とくに可制御性に

ついては，これまで得られているいくつかの結果とともに，セルフループ，サイクル，連結性と

の関連が深いことを示した。

　　連結性と可逆性を考察した研究6）もあり，これらとの関連，有向グラフ理論とのさらに詳細

な関連などについての考察が残されている。
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