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　　　en　the　Yield－line　Analysis　e｛　Orthotrepica｝ly

Reinforced　Concrete　Slabs　with　Variable　Thickness

　　Yoshie　KAI〈u’rAv！t’

（Receivecl　November　30，　1971）

　　　Abstract　Joliansen’s　yield－line　theory　is　extended　to　be　applicable　to　the　slabs　with

variabie　resisting　moinents．　Some　examples　of　the　solution　for　rectangttlar　siabs　with

Iineairly　varying　thickness　are　shown．

1．　lntroduction

　　　　Nowadays　，in　our　country　an　elastic　anal，ysis　is　exclusively　used　in　the　desigR　of

concrete　structures．　While　tla，is　method　is　valid　for　the　calcuiation　of　serviceabi．lity

limit　states，　the　reasonable　factoy　of　safety　against　failure　of　staticaily　indeter－

mi．Rate　structures　can　only　be　estirnated　by　the　analysis　considering　plastic　deforma－

tion．　Yield－line　theory’・2・”〉　systematized　by　K，　W．　Johansen　is　one　of　the　plastic

theories　whic．lt　gives　an　upper　bound　solution　for　the　col，lapse　load　of　reiRforced

concrete　slabs．　However　it　is　generally　recognized　that　the　actual　strength　of
slabs　」，s　greater　than　t．kat　calculated　by　the　yleld－line　theory　because　of　additional

resistances　which　are　neglected　in　the　theory．　Therefore　it　is　useful　for　the

practical　design　of　slabs　as　far　as　adequate　mechanisms　are　postulated．

　　　In　this　paper　JohanseR’s　yield　line　theory　is　developed　to　be　app．ilcable　to

the　slabs　witla，　variable　tk．ickfiess　aRdt　solutions　for　the　coliapse　load　of　yectanguiar

si．abs　with　linearly　varying　thickness　for　various　edge　conditions　are　shown．

2．　Assumptions・

　　　　In　the　following　analysis　a　so－called　stepped　yield　criterion　is　used．　Effects

of　membrane　action　and　kinking　of　the　reinforcement　are　negl，ected．　The　increase

of　moment　after　yielding　due　to　straifi　hardening　of　reinforcing　bars　and　rising

of　neutra1　axis　is　also　negiected．　Only　plastic　rotation　along　yield－lines　are

cons．idered　as　deformation．　Theirefore　plastic　regions　are　assumed　to　be　formed

of　straight　lines　（yield　lines）　or　their　combination　（e．　g．　fan　mechanism）．　Rotation

capacity　of　any　section　is　assumed　to　be　infinite．

3．　Analysis　by　Work　Method

　　　　In　the　slab　w．ith　variable　thickness　yield　moment　is　not　constant　even　when

the　reinforcing　bars　are　arranged　at　regular　intervals．　ln　the　slab　reinforced　in

the　directions　of　x　and　y　yield　moments　are　expressed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃Zx（x，ニソ）濡ノ7¢09滋（x，夕）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1／）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ72　・1，（x，　y）＝7？¢D9シ（x，夕）

where　m，　represents　an　arbitrarily　selected　staRdard　value　of　yield　moment．　Then

the　normal　moment　per　unit　length　for　a　particulai一　yield　line，　y＝fejx十lj，　making

an　angle　¢」　w．ith　y　axis　．is　determiRed　as　follows；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V72n，」（A：）　＝：Megn，」’（X，　Rt）　（2）
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where
　　　　　　　　　　　　　　　翫ゴ（X．，a、）篇9、（廟ゴX＋1ノ）CQS2φノ＋9y（X，島・X＋」カsi且2φゴ　　　　　（3）

and　2i，　i一一1，2，　．．．，　is　the　unknown　to　define　the　yield－line　pattern　postulated．

　　　When　a　virtual　displacement　rate　6，　．is　assumed　at　a　certain　pokat　in　the

siab，　the　corresponding　displacement　rate　at　any　position　and　the　corresponding

rotation　rate　along　any　yield－line　are　determinable．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（；tt，　y）濡・δ‘）h（弐㌧ツ，λε）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂n，i（二U）＝ユδ0（1ゴ（X，λの

　　　The　expenditure　of　energy　by　the　external　ioad，　zv＝：w，P（．x，　y），　is　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S’SltvBdxd；y　＝　tvoo；ol　（2i）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／　（Ai）　ur　S’Sl／）（x，　：y）1¢（x，　y，　li）d；vcly

　　　The　internal　energy　dissipation　rate　is　also　determined　in　the

form：
　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　￥∫規・・，瓶ゴ4炉”¢・δ・・G（2E）

where

（4）

（Jr）

（6）

（7）

fo11owing

（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（Ai）＝］li．ll　Sgn，」（x，　2・i，）q（x，　Zt）　（Lx　（S｝）

　　　From　equating　eq．　s　（6）　and　（8）　we　get　the　reiation　between　yield　moment　and

collapse　load；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mo／ivo＝F（7Lt）IG（li．）　（’IO）

　　　The　critical　value　of　2［　can　be　determiRed　so　as　to　give　the　maximum　value

of　mo／wo．　ln　the　case　in　which　a　stationary　maximum　value　is　valid　in　the　slab

we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　讃（一i（i；）一〇・・謬一劉1桑　　　　　　　　（1！）

If　the　solution　of　the　above　equation　is　out　of　the　valid　region　of　the　siab，　the

physically　determined　limiting　value　of　Ri　must　be　used．

　　　　　　　　　　　　　　　　　4。Analysis　by　Eq疑i翌ibr圭鱗m　Method

　　　An　alternative　method　to　the　work　method　is　that　o£’　considering　£he

equilib．rium　of　the　forces　acting　to　the　indiyidual　element　into　wh．ick　the　slab

i．s　divided　by　the　yield－lines　or　yield－lines　and　slab　edges．　The　forces　to　be

considered　generally　consist　of　bending　and　twisting　moments　and　shear　forces

along　the　yield－1．ines　and　externai　loads　on　the　slab　surface．　The　equilibrium

method　has　become　availabl．e　after　Johansen　found　the　theorem　of　repiacing　the

twisting　moment　and　shear　forces　acting　along　yield－lines　by　the　statically　equl．va－

lent　nodal　forces　at　the　ends　of　the　yield－lines．　Now　johansen’s　nodal　force

theory　is　extended　to　be　appHcable　to　the　slab　with　varlable　yl．eld　mome凱s　as

follows．

　　　Consider　two　yield－1ines，夕＝ん、x　and　y＝ん2κ，　meeti臓g　at　a　poi凱as　shown　in．

Fig．　1．　The　origin　of　the　co－ordinate　is　taken　at　the　intersection　point．　WheR

we　take　a　point　e　on　the　yield　一line　cumt’Z’5　at　a　short　distance　from　the　point　a　the

line　’kJb　is　expressed　by
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　　　　　　　　　　　　　　　　a（O，o）　’一Nx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．1

　　　　　　　　　　　　　　　ニソー二y1＝＝ん’（AT　w”・1：正），　　　le’＝＝た鼠一（ん1一た2）∠tx／x1　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

the正ength　d　is　rel．ated　to∠玩as　follows；

　　　　　　　　　　　　　d　＝l！－3－i・1；一e－tle一’dx　sin（（P，一A（！」）＝　（leti，一le’）　dx　cos　（（b，一d¢）　（13）

If　the　yield－lines　ti’b：　and　ltb　are　governed　by　the　meshes　with　yield　moments

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m・m＝Fi　（；y，　y），　my　＝＝　Gi　（．x’，　y）　（14，）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノπ・v＝・ら（x，ツ），　　　　ノ7’1y二瓢ノ㌔（κ，ツ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

respectively，　the　resultant　moments　along　12’c’一　and　’ii’Z？　are　found　from　the　following

equatlons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　M・・i　：st’iF，（説のの・M・ノ・一sgcエGl（・・lelx）・・　　（！6）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鵡イ鴫のめ・M〃イ℃・（x，　le2x）　dx　（！7）

yespectively．　Simiiarly　the　resultant　moments　along　1／t’U・　are　obtained　by

　　　　　　　　　　　　　雌一瑞＠筈・δ・漏ψ・M9・・Sl，：＠馨軌＿・・　（・8）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一眠1…智d幽の』・一左留（x〔％　　（・9）

　　　　If　moments　are　taken　about　the　line　L；tt　for　the　equilibrium　of　the　small

triangle　A’　we　get

　　　　　　　　　（M‘vi一　Mx2”　Mth）sin　（¢i－Aip）　＋　（M・t，，　rm　A4v，”　f14！；）cos　（¢i－Ato）　＋　KA　・ad　＝O　（20）

where　KA・．　represents　a　nodal　force　acting　at　the　point　a　in　the　element　A’．

Substi．tuting　eq．　s　（16），　（17）　and　（18）　into　eq．　（20）　and　letting　Ax．O，　we　find

　　　　　　　　　　　K．i　・a＝：　zz，　hlek　｛」E2　（O，　O）　一　Fi　（O，　O）　｝　＋　z’／／gl．llr）lem，　｛G2　（O，　O）　rm　Gi　（O，　O）　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　一κ1饗（／G…，・）（・一・）の・玄僻幽圃・・　（・・）

　　　　Next，　according　to　the　procedure　by　Johansen　we　consi．der　three　yie正d－lines

ineeting　at　a　point　as　shown　，in　Fig．　2　and　define　the　notations　in　the　similar

manner　to　those　mensioned　above．　lf　we　consider　the　equilibrium　of　the　elements

／1’and　B～and　eliminate　the　component　of　nodal　forces　for　the　line罐，　we　get
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d　（X3，　Y3）　C．（X2　，Y2　）
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　　　A　／7
　　　　　　　A
　　　　　／
　　　／

　　　　　yield－tine

　　　　　　y＝Ktx

93Kドta・ヂ』K、・乏a嘔、K、・ね・ヂ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　2

　　　　　　　　　瓦・一、磐紳・…）舶・）｝・石、端｛σ・（…）一・・（・入・）｝

　　　　　　　　　　　一轟｛F・（…）一F2（…）ト、淘G・（・ルG・（…）｝

　　　　　　　　　　　　　　一玄磁㈲（・・鋤・封2灘の（・　助

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瑞勝（x，　leix）（・1一随一も鷲・幟随一緬（22）

This　is　a　generaiized　equation　for　the　calculation　of　nodal　forces　in　an　ortho－

tropically　reinforced　slab　and　coincides　with　Jokansen’s　equation　if　each　yield

moment　is　taken　to　be　constant．

　　　When　the　yield　moments　vary　linearly，　that　is　when

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　77¢η＝aゴ＋∂ゴx＋Cjy，　7π“，ゴ＝did＋bブx＋どゴy　　　　　　（2：3）

乞hen

塩一
早E・一α1）・、隷・一・1）一ゐ讐、（一）一ゐ∴、、（・・一暢（幅一b2y2－c，卿・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（L4）

Furthermore　when　a11　yield－lines　which　meet　are　goverRed　by　the　same　mesh　eq．

（24）　reduces　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Al‘a＝＝一一lt－b（yi－y2）＋一S，〉・一i（・xi一・v2）　（2s）

　　　　From　the　above　equation　it　is　found　that　the　theorem　demonstrated　by　」’ohansen

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b（XojYo）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…ね・・。y鰍ine

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K＝　tan9

9

x

free　edge
　　y＝Kox

　　　a（o，　o）

free　edge

y＝Kox

　　　　　　Fig．　3
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that　at　the　junction　o£　yield－1．ines　governed　by　the　same　mesh　each　of　the　nodal

forces　is　zero　is　only　applicable　to　the　slab　with　constant　yield　moments．

　　　When　a　yi，eld－line　meets　a　free　edge　of　tlte　slab　as　shown　in　Fig．　3　nodal

forces　can　be　calcu｝ated　by　considering　the　free　edge　as　a　yield－1．ine　w．ith　zero

yield　moment，　that　is　from　eq．　（24）　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ・一陣伽＋・）・雪（by。イ）　　　（26）

If　an　x－axis　is　taken　on　a　free　edge　eq．　（26）　reduces　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦・・一擁・告（byo　’　tt；vo）　　　　（・7）

Mo：eover　when　a　yield－line　intersects　a　free　edge　at　right　angles　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Klla＝””　Srmbyo　（28）

　　　　As　seen　from　the　process　of　deriving　the　above　equations　they　can　only

applicable　when　the　actual　moment　divided　by　the　yield　moment　has　a　stationary

maximum　alon．g　the　yield　lines．　lf　it　is　not　the　case　the　rnagnitude　of　nodal

forces　must　be　determined　by　the　equilibrium　conditions，　generally　of　vertical

forces．

　　　　　　　　　5．　Typieal　Examples　of　Solution　of　Rectangular　Slabs

　　　　　　　　　　　　with　Linearly　Varying　Thicl〈ness

　　　In　the　followiRg　examples　we　consider　only　when　a　1inearly　varying

buted　load　is　applied　and　yield　moments　vary　in　one　direction　onl．y，　tltat

　　　　for　a　positive　yield－line

　　　　　　　　　　　　　　　　　　vnx　：771〔エ（】、＋γ二y／α」L），　　　　　ノ72v＝ξ77’7・e（1＋γツ／α」rL）

　　　　for　a　negative　yield－line

　　　　　　　　　　　　　　　　701．r＝一ζmo（1十γy／α」L），　　　　1フ2v＝一x177¢o（1十γ二y／α．1一．）

（1）　Rectangular　slab　supported　on　two　opposite　sides

　　　　If　cach　of　the　supported　edges　are　fixed　（Fig．　4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mo　PD
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

Q d
＿　　一　　一　　一　　一　　一

A
」！く

」
e 一　　一　　一　　一　　　一　　　一

｛

free

一　　一　　一　　一　　一　　一

b C

dL
mo（1＋or）　p，（1＋P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fno　．．　1　（，3　一一　2BZ）　Z2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　メ）‘）ゐ26　1十ζ

where　the　value　of　R　can　be　determined　by　the　followiRg　equat．ion．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2βγλ3＋（3γ一β）λ2　一y　2（3＋2β）λ一（3＋β）wO

　　　　If　the　edge　decl　is　simply　supported

　　　　　　　　　　　　　　　　／／lltt’3　＝　一・｝一…一　（3　＋　2192）　22

　　　　　　　　　　　　　　　　2B（？’＋c＋rsff）R3＋3（r＋＄ff＋rc；＋3）a2＋6Z一（3＋B）　＝O

　　　　If　the　edge　bc　i－s　also　simply　supported

d至stri－

is

（29）

（3．　0）

（31）

（32）

（33）
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　　　　　　　　　　　　　t／IZ，1：liZL，＝一i・i一一一一　（3　一y　2Bl）　a2，　21grZ3＋3（r＋sn2＋6z一　（3＋B）　＝＝o　（34）

（2）　Rectangular　slab　suported　on　three　sides，　and　collapse　mechanism　shown　in

　　　　Fig．　5

　　　　1f　each　of　the　supported　edges　are　fixed

“
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1／
し／
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　　　　　　　．よ　　一塑．tt

　　bbrttTE＝i’i’ti　lllt｝II75－liii－Il＝’？wt15；）＋r）（1　k”一612　ats’），　tw’／’a2　1＋c）（2＋rs

　　　　If　the　edges　Zi’b’　and　7ic’1’　are　simply　supported　or　the　edge　bb

ported　a　solution　can　be　obtained　by　substituti．ng　q＝＝O　or

pectively．

（3）　Rectangular　slab　supported　on　three　sides，　and　collapse
　　　　in　Fig．　6

　　　　1f　each　of　the　supported　edges　are　fixed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rno　Po

（4＋3）Z2

　　　　　　　Fiq．5

2e　（2　＋r）　（3　＋S）　＋，ct　（1　＋r）　（4　＋B）

」

響ree
d

1 1

」11ノ＼

℃K y

1　　　　／ ＼　　　　　　1
1　　　　／ ＼

／ ＼　　　　1
レ／　　　＼1レ＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿凶

C

λ2＋（4＋β）λ一（3＋β）＝＝　O

　　　　　　　　　　　　　　　　（35）

　　　　　　is　simply　sup－

x．t＝O　in　eq．　（35），　res一

me（1＋if）　p’ 潤i1＋P）

mechanism　shown

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．6

　　　　　　　　　　　　　　　　誰・一・・λ・議響講y

　　　　　　　　　　　　　　　　　¢B23＋　｛3B－295　（1　＋B）　｝A2－8（1　一t一　19）Z＋6（2　一y　3）　一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　q5　＝：　｛4a2（2　＋r）　（！　＋　c）　一er｝／（e＋tt）　（1　＋r）

　　　　If　the　edges　frb　and　5’d”　or　the　edge　tt’ii　is　simply　supported　．r＝O　or

substituted　in　the　above　equations．

1）

2）

3）

（36）

Ft＝O　．i．　S
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