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混成木グラフとその均衡性

仙石正和＊
（昭和47年4月28日受理）

Hybrid　Tree　Graphs　and　the　Balance　of　Them

　　　　　　　　　　　　　IMasal〈azu　SENGoKu

｝）epartment　of　Electronic　Engineering，　Faculty　of　Engineering，

　　　　　　　　Hokkaido　University，　Sapporo，　Japan

Abstract

　　　In　graph　theory，　a　tree　or　a　cotree　is　an　important　concept　not　only　for　the　sake　of

its　applications　to　many　different　fields，　but　also　to　graph　theory　itself．　A　hybrid　tree

in　a　liRear　graph　is　a　generalized　concept　of　a　tree　and　a　cotree．　And　thus，　to　examine

the　properties　of　hybrid　trees　seems　to　be　of　considerable　importance．

　　　In　this　paper，　a　set　of　hybrid　trees　in　a　linear　graph　is　classified　according　to　the

number　of　edges　in　the　element　of　it，　and　a　hybr’id　tree　gral）h　is　defined　as　a　linear

graph　which　represents　the　relations　among　the　elements　of　the　set　of　hybrid　trees．　And

it　is　shown　that　a　hybrid　tree　graph　is　balanced．　Using　thig　property，　the　relationships

between　the　above　classification　of　a　set　of　hybrid　trees　and　the　structure　of　the　hybrid

tree　graph　are　presented．　These　results　are　useful　in　the　realization　of　a　hybrid　tree

graph．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　緒　　　雪

　　　グラフ理論において，木（tree）または補木（co－tree）々よ最も基本的な概念の一一t．一つであり，グ

ラフ理論の多くの応用分野において重要な役割を果たしている。そのためグラフの木集合および

補木集合の性質を調べることが，グラフ理論およびその応用分野にとって重要な課題となってい

る。…方，混成木！）・2）（hybrid　tree）は木と補木両方の性質を有する概念であり，その特別の場舎

として木，補木が定義できる（ある応用分野，特に回路網理論に対する応用では木または補木よ

り混成木を用いた方が大変有利な場合がある）。そのため，木集合または補木集奮の性質を｝調べる

代わりに混成木の性質を調べればよく，その結果は木，補木によるより，より…一一般的となるばか

りでなく混成木特有の性質が見出される可能性がある。

　　　本文では，混成木集奮の要素間の1要1係を表現する漉成木グラフ（hybrid　tree　graph）を定義

し，それが従来定義されてきた木グラフ3）（．補木グラフ）をその特別の場合として含むこと，さら

に混成木グラフが均衡していることを示し，その性質から混成木集合の要素の枝数による類別と

混成木グラフの構造との関係を明らかにしている。

＊　電：『二］二学翠斗　　多：琶波伝送工学謬孝経巨
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　　　　　　　　　　　　　　　　2．　混成木集合の類別

　　ここで取扱うグラフは連結，無向とし，グラフG一（V，E）の枝集合を二つの部分E？f，　E。に

分割し，E；E“UE。，E？、∩Eぎρとする。8、を，8，はグラフGのカッ5セットを含まず，かつ

8、（み；瓦一＆）ぱGの閉路を含まぬような，Ezの任意の部分集合とする。（9、を開放除去，∂．

を短絡除去してできたグラフグ）極大無閉路集合を与とするとき，＆Ut？、からなる部分グラフを

グラフGのE．に関する混成木画）という。この場合，瓦一φに対しては＆一φ，8許φとなる

ため，混成木／ztぱグラフGの極大無閉路集合となりこれば木と一一致する。また七一φの易合，

／it・・8。となりε．はカッ1・セットを，8．は閉路を含まぬように選んでいるため，　htぱ極大無

カットセット集合となりこれは補木と一致する。このように混成木ぱ木，補木を含む概念となっ

ている。

　　この混成木の定義において8。Uら二雄はグラフGの木）となっており，混成木ぱ配判①κ。

と表わされる。したがってグラフGの混成木割〈r＞　HTばつぎのように表わされる。

　　　　　　　　　　　　　　　HT；｛／z孟｝ht＝～費三i∋』Ez，オ∈7マ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

また，

　　　　　　　　　　　　　　」，IT　＝＝　｛htlht－tNeF．．，．　IECT｝　（2）

のようにも表わされる。ここでT，CTはそれぞれグラフGの集合，補木集合である。

　　一般に混成木集合HTの要素（混成木）は同一の枝数から成っていない。

　　〔定理11非可分グラフにおいてぱ，混成木集合HTの要素がすべて同数の枝から成るのぱ

HTが木または補木集合に一・致するときである。

　　（証明）混成木集合HTがT（瓦嵩φ）またはCT（E，，　・＝φ）に一致するときは明らかにHTの

要素はすべて周数の枝から成っている。また可分グラフの木集合は，T・・　T、×T2×……×T，，，

（T、，T，，…，　Tたは可分グラフGの可分成分G，，　G2，…，Gkの木集合）で表わされる。　G，，　G2，…，

G，の枝集合をそれぞれEl，　E2，…，瓦，とし，場一一E。（またはE“）（14起ん）等とおくと，　HTの要

素は同数の枝からなる。つぎにEl，，（またぱE。〉からなる部分グラフが（可分）成分でないとする。

つまり非可分グラフでは瓦キφかつ瓦キφの場合である。E“，　E。からなる部分グラフをそれぞ

れG｝，　G，とする。非可分グラフとは，その任意の都分グラフがその補グラフと少なくとも2つ以

王の節点を共有することであるから，G｝とG2の共通の節点をてノ1，’U2とすると’Vl，’V2を含みG，，

G2両方の枝を含むグラフGの閉路が必ず存在する。その一一一一つの閉路を五1とし，　e・i，εゴe五，砺∈E？1，

eゴeE．とすると，部分グラフ（L，一㊧および（L一eゴ）はいずれもGの木の部分となりうる。つま

り，すべてのグラフGの木はE，，（またはE。）と同数の共通枝（または非共通枝）をもたない。こ

のことから非可分グラフの混成木集合HTのすべての要素はH7’が木集合または補木集合と一

致しない限り同数の枝からなることはない。（証明終）

　　混成木集合HTの要素に含まれる枝数に従っで類別する。つまり，

　　　　　　　　　　　　　　　hTz，一｛ht，iht’1－le，　htG．F，fT｝　（3）

とし，H71の中で最大枝数，最小枝数からなる混成木の部分集含をそれぞれノ1．　7㌧，、，　hTlで表わす

ことにする。

　　［定理2】hTl，＋1またぱhTh　Iが存拍Eする場合hT　，，は存1在しない。¢十1孟ん証’μ一1）

　　（証明）グ・・Gの1騰を・とし，E・一｛e・、、　ex2，…）　…n｝とする．・・一・のとき・H匹H7T㈲
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曜丁㈲と劾される・ここ一C・　A（rう・A（e6i）はそれぞS’L　c・・iを含む読輪ま朗の覇鱈

である淀義から・HT㈲謂涌一臨HT㈲酌丁・一1－T・となり・碇理甑立する・

n－1までつまり，E．・＝｛8。、，嘱，・，8㌦司｝まで成立したとして，その混成木集合をHT！とする。

臆の・闘してHTノの紛鱗をhTl，　tすると・碍一凪㈲肋丁会飼病を繰にE・

に嫉ると碍的はh　”Ll”，．鵡剛㍗）はh　’1”1，　＋　1になる・また・h　T，．・・（hT2，＋2⊂・1［IT’）　e・

hTk－n，　h　Tx・＋3に，／z71短2（h7’x，．．2⊂H7v）はh　T，，　．．1，1zTゐ．3ぐこなり，／’Tdま存在しない。（甜三明終）

　　この定理から混成木集合HTをつぎのように類別することができる。

　　　　　　　　　　　　　HT　一＝伍7隔／ZT，。．、2，…，んTげ格んT～｝　　　　　　　（4）

この（4）の混成木集合HTの類別は，枝集合Eの分割（E？1，　E。）を変えても1，7」1．の値が変わるだ

けで形は不変である。今後の議論では，Eの分割（E？，，　E。）は圃定して考える。

　　　　　　　　　　　　　　　3．　混成木グラフの定義

　　混成木集合HTの（4）のような類別に対して，混成木グラフをつぎのように定義する。

　　［定義1　混成木グラフHrT（汗（X，β）：

　　混成木集合HTの要素を節点に対髄応させ，

　　　　　　　　　　　　　　hti　＝：：　ht．　e｛et，　ej｝

　　　　　　　　　　　　　　　　（hti，　ht・nEHT，　e，，　ejEE）

の関係にある混成木（htl）の節点．Vlと混成木（ht，，）の節点X，、を無向枝b，，＝一＝（Xx，　X，、）で結んででき

るグラフを混成木グラフHT，，　＝：一r（X，　B＞，（砺∈B，　Vl，　a］neX）という。ただし，　B謹PU瓦P∩1＞謹φ

とし，Vltll＝＝　1ztn！のとき砺一（Vl，　1）n）∈P，　Ih1－ii　ie　lht，i，1のときbi＝（cl，　x’，、．）∈Nとする。（定義終）

　　混成木グラフHtaには並列枝を含まない（∵妬キ妬，辞のグ）で枝を単に（　　t／”i，記ゴ）と表わすこ

とにする。つぎに混成木グラフを網によって説明する。図！の（a）の混成グラフを考える。
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　　　　　　　　　　　　　　　E　＝＝　｛eb　e2，　e3，　e4，　es｝

　　　　　　　　　　　　　　　Ey　：＝　｛ei，　e2，　es｝，　E．　＝　｛e3，　e4｝

とすると，混成木集合HTはつぎのようになる。

　　　　　　　　　H”T　＝　｛el　e2　e3　e4　es，　L」1　e2　e4，　C）1　e4　es，　el　e3　es，　C’2　e3　er，　el，　e2，　es｝

　　　　　　　　　　　一山b偽海3，ht4，ん’5，ん‘6，価，んオ8｝

　　　　　　　　　　　一｛んT5，1zT3，んT、｝

この混成木集合HTの混成木グラフは図！の（b）のようになる．ここで，実線枝は！）の枝，破線

枝はNの枝で，

　　　　　　　　　！）　＝＝　｛（X2，　X3），　（X3，　X4），　（X4，　Xs），　（X6，　X7），　〈X6，　Xs），　X7，　X8｝　7

　　　　　　　　　N　t　｛（Xl，　X2），　（Xl，　X3），　（Xt，　X4），　（Xl，　Xs），　（X2，　X6），　（X2，　X7）　，

　　　　　　　　　　　　（V3，　U6），　（C3，　Vs），　（C4，　2r6），　〈」C4，　」Cs），　（Cs，　C7），　（Cs，　Vs）｝

である。

　　さて，H7し＝（X，B）において，　B縦PUN，　P∩N一φとしたとき，1）に属する枝を“正の枝”

〈positive　edge），　Nに属する枝を“負の枝”（negative　edge）とよぶ。

　　［定理3］混成木グラフH7を肝（X，B）一（X；P，　N）の枝P，　Nの区別を無視し，すべて正の

枝としたグラフぱ木または補木グラフと同形である。

　　（証明）木グラフは木を節点に，木の枝が一つだけ異なる木（節点）と木（節点）を一本の妓で

結んだものである。つまり，tX　＝　t・n㊥偽，θゴ｝，（ti，　t，、∈T）の関係にあるtlの節点とt，、の節点を枝で

結んだものである。ところで，混成木の定義からht，一t，④E。であるので，　htg　・　ht、㊦偽，　C’」｝か

ら，tl㊥E。　＝・　tn㊥lt。㊥｛砺e」｝となりtl＝tn㊥〈傷ej｝が導かれ，逆に奄罵ら⑱｛傷eゴ｝から，　t2㊤E。；

ち、㊥偽，e」｝①E2となり，　lttl　一　ht、㊥偽，　ej｝が導かれるから，ノit、　・htn㊦偽．のの関係にあるht，，

ht，1．に対応する節点を結んでできる混成木グラフは木グラフと同形である。補木グラフについて

も同様である。（証明終）

　　この定理3から，木（補木）グラフは混成木グラフの特別の場含であり，混成木グラフは木，

補木グラフの一・般化概念である。

4．　混成木グラフの均衡性

　　3．において，木グラフ（補木グラフ）は混成木グラフの特別の場合として定義できることが示

された。そのため，オ：グラフ（補木グラ）フの／lil相幾何学的性質はすべて混成木グラフが有するこ

十

十

十　　一

十

　　表1　乗法表
Table　1．　A　multiplica－

　　　tion　tabie

とになる。さらにここでは混成木グラフ独特の性質を調べる。

　　混成木グラフH7を，一（X；P，N）の枝に符号を付けて考える。すな

わち，Pに属する枝（正の枝）に正（＋），　Nに属する枝（負の枝）に負

のの符母を付けることにする。また，混成木グラフHTgの道または

閉路の符号をそれぞれの道または閉路に含まれる枝の符号の積で定義

する。ただし，その積は表1の乗法表による。

　　S（銑，vゴ）を妓（：Ci，　；V」）の符．野とすると，図！の（b）の混成木グラ

フの道（Xl，　X2），（U2、　X’3），（£3，澱1＞の符号は，　S（Xl，　X2）×S　（X2，　X3＞×S（：C3，

X4）諜◎×（＋）×（＋）一のとなる。また閉路（Xl，．X2），（X2，．X’3＞，（灘3，釦，（［X4，

κ1）の符号はS（X1，　X2）×S（κ2，：τ3）×S（灘3，燕）×S（X4，　Xl）一の×（＋）×㈲×日；（＋）となる。

　　つぎに，均衡グラフをつぎのように定義4）する。
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　　均衡グラフ：グラフGのすべての閉路の符号が正ならば，このグラフは均衡しているとい

い，そのグラフのことを均衡グラフ（balanced　graph）という。

　　さて，上述のように混成木グラフの枝に符号を付けると，つぎのような性質を得る。

　　［定理4］混成木グラフH’Ta＝（X；1），　N）は均衡している。

　　（証明）H勤の任意の一つの閉路をL一一〈（Vll，Xz、），（銑、，　1］、，），…，偽ρ軌）｝とする。四丁∈1z7漏

（1‘∠6ん一1）とすると，htli．1．、一ん侮㊥｛％6ゴ，i　t、｝で得られるhtl，i　．、はh　T・・か1zT・・＋2またはhT・・．．2

に含まれる。つまり，妬嗣罵砺β｛6毎εゴ6＋、｝の演算によってhtliからん駕、．、が得られるが，それ

が含まれる混成木集合Hアの部分集合（（4）の類別による。）の変化は，せいぜい前（h　Tn　一2），後

（h7’，，＋2）に移るだけである。ゐ7㌧、．2に移ったとすると，その枝（Vli，　　tli．　．i．　1）の符号は負となる。そ

の場合，Lは閉路であるので，　しの枝にはその両端の節点に対応する混成木が含まれる部分集合

がh7’，，，．．．2からh　T，、へ移るような枝も含まれなければならない。つまり，　しの中には（htis∈h7”，、，

htl：，．、軌7ち、．2）の条件を満足する枝（　c、．t，　：Vli．｛、1）の数と同数の（妬訴んT，、一2，ん％．、∈1z7のを満足する

枝（IV」・i，　　C、i　l．、）が存在する。htl　，，　．、．、が／遅漏2に移った場合も同様である。このことから閉路みの中

にはNに含まれる枝が偶数個含まれることになり，その符号は正となる。（証明終）

　　論えば，図1の（b）の混成木グラフにおいて，どの閉路を考えてもその符号は正であること

がわかる。ところで，混成木グラフHT，，の．一つの木tの枝の符号が既知であるとする。　tの補木

Eの技を一一つtに加えると一つの閉路ができる。その閉路では加えた補木の一つの枝以外は木t

の枝であり，また閉路の符号が正であることから補木の枝の符号が定められる。このことからつ

ぎの系を得る。

　　［系］混成木グラフHTσの一．．．一つの木の枝の符号がわかればフHTaのすべての枝の符考がわ

かる。（系終）

　　定理4において，混成木グラフは均衡しているという結果を得たが，その性質からつぎの定

理’1＞が得られる。

　　［定理5］混成木グラフH7》躍（X；P，　N）の節点集合Xを二つの存分集合に分割，つまり

X－XI　U　X2，　Xi∩X2驚φとし，　x．、∈Xl，紛∈Xl（または，」xre∈X2，　C」∈X2）のとき隔心闘の道の符

弩は正，x．i∈X1，　ar，iGX2（または，；ti∈X2，紛∈Xi）のとき負とすることができる。

　　（証明）Xの留分集合Xiをつぎのように作る。任意の一点を取りXiに入れる。その点と負

の道で結ばれていない点をXiに加える。さらにX1に含まれる点と負の道で結ばれていない点

をX1に加える。この操作を続けて，　Xiに含まれる点と負の道で結ばれていない点がなくなった

とする。このときX1のXに関する補集合をX2とする。　X1の節点闇の道の符号はすべて正，つ

まりXiの節点間の枝はすべて正の枝である。　ari∈Xi，」じ拒X2の2点を考える。1：tと紛の間の道

の符号が正とする。この場合紛との道の符号が負である節点　Vk（eXりが少なくとも一つ存在す

るはずである。何故ならば，そうでないと紛はX1に含まれることになるからである。こク）場合

Ci一＞X」一｝．Xl，，という負の道が存在する。ところが轟と　Vkの間の道の符弓はすべて正であったの

で（∵x），iGXI，　vtcXi）これは矛盾を生じ」C．tと紛闘の道の符暦は負となる。つぎに，銑eX2，：Uj∈

X2の2点を考える。節点CA，（eX1）を考えると，　L’tと　L’k，紛と」VA一の問の道の符号はいずれも負

である。混成木グラフHTaのすべての閉路の符号は正である（定理4）ことから，任意の2点闘

のすべての道は同じ符号をもつことに注意して，銑→諏→紛の道の符号が正であるので銑と紛

閤のすべての道の符号は正となる。（証明終）

　　この定理5のXの分割（X1，X2）と混成木集合召丁の類別（（4））との関係はつぎのようになる。

　　［補wa　1］HTの類別HT一：｛hT’，n，，んT，，、．．2，…，ん勤｝に対して，／t　T，，（η麗〃a，〃n－2，…，1）の要
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素に対応するHT（1ク）節点はすべて，　Xの分割（Xi，　X2）に対して同じ部分集合（XiまたぱX2）に

含まれる。

　　（証明）／z勤、の任意の二つの混成木ノlt，，：，んらに対応するHT〔，の節点を　1；’t，紛とすると，　Uiと

自問の道の符号は正である。（定理4の証明と同様にして証明される。）ゆえに，定理5から明ら

か。（証明終）

この補題を用いてつぎの定理を得る。

　　［定理6］／z℃、の要素に対応する節点がX1に含まれるとき，　h　T，、＋2，ノ～7湯2の要素に対応す

る節点はX2に含まれる。

　　〔証明）　補題1から，h’Ll”，，の節点がX1に含まれているとし，その任意の．一つの節点を　　u，1と

するvh7in＋2の一つの節点をjC」とすると，　Uiと」じゴ問の道の符号は負であるので紛はX，に念

まれる。h　T，1．2の要素とx，sとの間の道も負となり，　h　T，、．．2の要素もX2に含まれる。（証明終）

　　この定理から，HT＝抜7塀，／z7㍉、．一2，…，hT，｝に対して，ゐT，，に対応するHT，，の節点の部分

集合をX，v（ノド刀z，7n－2，…，のとすると，

　　　　　　　　　　　　　　Xi＝｛X”t．，　X？n，一一47　X7，t　s，　’”｝　（5）

　　　　　　　　　　　　　　X2＝｛X”L－2，　Xon－6｝　X，，b…lo，　’”｝　〈6）

となる。例えば，図1の（b）の混成木グラフでは，

　　　　　　Xl　x一　｛Xs，　Xl｝　ur｛cl，　：c6，　x7，　cs｝，　X2　＝　｛X3｝　：＝一＝一｛v2，　c3，　tr4，　vs｝

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．結　　　言

　　グラフ理論上の基本概念である混成木の性質を調べるために，…つのグラフGの混成木集合

の属性を示す混成木グラフを定義し，その性質を調べた。その結果混成木グラフH偽一（X；P，

八りは均衡していることがわかり，その性質から混成木集合の要素ク）枝数による類別と混成木グ

ラフの構造との関係を明らかにした。この結果は混成木グラフの実現問題に重要な役Hをはた

す。混成木グラフの実現問題は混成木集合の要素闘の関係のみから，もとのグラフを実現しよう

とするものであるが，これについてぱ別の機会に譲る。

　　なお，混成木グラフの均衡性は，回路網を位相幾何学的立／湯から考察しようとする場合に重

要な要素になると思われる。
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