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Branch　and：Bound法による最適制御の計算法

石　　動　　善　　久＋；一：一　　fj＼　1」」　　［沼　　一一一一A“’：’　　三　　？甫　　良　　一転

　　　　　　　　　　　　　　（昭和47年9月30日受理）

Computational　Methods　for　Optimal　Control

　　　　　　by　Branch　and　Bound　Methods

Yoshihisa　lsuRuGi，　Shoichi　KoyAMA，　Ryoichi　MiuRA

　　　　　　　　　（Received　September　30，　1972）

Abstract

　　　In　this　paper，　computational　methods　for　the　solution　of　optimal　control　are　presented

using　Branch－and－Bound　methods．

　　　The　problem　treatecl　here　is　the　means　by　which　to　calculate　optimal　control　of　linear

time－continuous　ancl　time－discrete　systems　with　constrained　state　and　control　variables　under

the　quadratic　performance　measure．

　　　In　order　to　determine　the　lower　bounds　of　the　performance　index，　Dynamlc　Programming

recursive　formula　was　used　for　the　time－discrete　systems．　This　is　due　to　the　fact　that　the　lower

bounds　of　optimal　control　with　unconstrained　state　and　controi　variables　could　be　considered

l．ower　than　those　of　the　optimal　control　with　constrained　variables．　And　for　the　time－continuous

systems，　the　Brockett’s　inequality　was　used．

　　　Our　methocls　are　useful　ancl　effective　when　the　number　of　dimensions　of　the　control

space　is　smaller　than　that　of　the　stac　te　space．

1．　緒 言

　　一般に制御変数および状態変数に制限のある最適鋼御問題では，解析的に解くことがきわめて

困難であり，結局は数値解を．求めることになる。この種の最適湖御間題を解く従来の方法には，

代表的なものとしてポントリアギンの状態変数に制限のある場合の最大原理）とベルマンの動的

計画法（以下D．P法と略す）がある。前者は問題の解に対する解析的児通しを与える点におい

て非常にすぐれているが，実際の解を求める際に2点境界値問題に1帝着し，数値計算上多くの園

難をともなう。後者の場合，最適性の源理より直接的に数値計算と結びついており，しかも制限

条件の多い方が計算に有利であるという利点を持つ。しかし，システムの次元が増加すると急激

に計算．暴：が増大することになり多次元問題では非実胴的なものになる。

　本研究は，このような状態変．数および制御変数に制限のある最適制御間題の数値解法．をより有

効なものにするための試みとして，有’力な探索法の一つであるBranch　and　Bound法（以下B．　B

法と略す）を用いることを検討し，その結果について考察するものである。

　対象としたシステムは，時間離散値系および時間連続系であり，いずれの場合も2次形式の評

佃i関数を仮定している。
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　　　　　　　　　　　　　　　　2．問題の設定

　状態変数および制御変数に制限のある最適制御問題として，時闇離散値系および時間連続系の

各場合に対応して次の2つの型の問題を設定する。

　時間離散値系
　始めに時間離散値システムを次のように設定する。

　シスァム
　　　　　　　　　　x（々十！）＝G（々）x（ん）十H（々）u（le），　　ん＝篇0，1，＿，1＞一1　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

　初期条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（0）＝Xo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，2）

　制限条件

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ㌃（x）≦』Ci　疹謹！，2，＿，1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Zti∈≡U，　i＝1，2，＿，　r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2。4）

ただし　U　・｛b1，b2，＿，b虜

　評価関数

　　　　　　　　　　　　　　ズ
　　　　　　　　　　　　ノN＝Σ｛xt㈹Q㈲κ㈲十ut（le－！）u（k－1）｝　　　　　　　（2．5）
　　　　　　　　　　　　　　元＝1
ここで，’は転概を示し，

　　κ：π次元状態ベクトル

　　u：r次元制御ベクトル，各々の要素はm個の量子化された値をとる。（2，4）式の関係は

このことを示す。

また，

　　G（le）：（n×n）Jti三員目一マトリクス

　　Q（々）：（n×n）正定値マトリクス

と仮定する。なお制御過程はN段で終了するものとする。

　【問題1】

　（2・1）および（2．2）式で表わされる時間離散値システムを（2．3），（2．4）式の制限条件のもとで

（2．5）式を最小にする制御lt（fe）を求めよ。

　時間連続系
　次に時間連続システムについては，次のように仮定する。

　シスァム

　　　　　　　　　　　　　　　　4蕩1の一鋤・B・（・）　　　　（・．・）

　初期条件

制隈条件

評価関数

x（O）　＝＝　xo

　　fi（x）gci，　i＝1，　2，　．．．，　l

　u（t）＝ui，　iT　f｛g：　t〈（i＋1）T，　i＝O，　1，　．．．，　Ai－1

Ui∈U　ただし，　U＝｛b1，＿，　b，。｝

ノー玄∫圃卿・ut（t）・（t）｝dt

（2．7）

（2．8）

（2．9）

（2．10）
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ただし，tf　・1＞T

　変数の用い方は時間離散値系のときほぼ同様である。ただし，ここでの制御は離散的な信号が

0次ホールドされた形のもので，制御変数の取り得る値は量子化されており有限である。

　【問題2】

　（2・6），（2．7）式で表わされる時間連続システムについて，（2．8），（2．9）式の制限条件のもとで

（2．10）式の評価関数の値を最小にする舗御を求めよ。

　　　　　　　　　　　　3．最適制御問題へのB．B法の適用

　3．1　B．B法

　B・B法2）はその名の通り，基本的には，1）branching；すべての可能な解の空閾のある適当な

部分空間（ノード）をさらに小さな部分空間に分割すること，2）bozanding；分割された各部分空

間の解に対応する評価関数の最小（大）値を推定し，その推定値により次に分割すべき部分空間

を決定すること，の2つのステップを最適解が得られるまで繰返し行なう方法である。

　したがって，この手法を適用するにあたって考慮すべき点はbranchingおよびbOZtndingの

方法である。特に，後者のboundingにおける最小（大）値の推定の計算法がこの方法における

大きな問題である。

　一般に，可能な解の空間内のある部分空間に対応する評価関数値の最小（大）値を推定するこ

とは困難であり，またその推定値の精度がこの方法における計算最と非常に関係が深い。

　このB．B法を前述の最適制御問題に適用するにあたって，　branchingに関しては次のよう

に考える。

　L　選択的にある制御を採用する場合と，その制御を採用しない場合の2つのノードに分岐さ

せる0

　2．可能なすべての制御について分岐させる。

　一般に，1の分岐方法ではそれに続く最小（大）値の推定が困難である。しかしながら，適当

な推定方法がみつけられれば1の方が計算時間の短縮および記憶容量の節減の点で有利になり得

る。

　例えば，制御がバンダ・バンダになるような場合，制御を選択するアルゴリズムとその制御を

　　　　　　　　　stage　l　stage　2　stage（　k－1）　stage　k　stage　N

Ul

Um

U2

1s．．

Nx

Ul

　U2

Um

branching computation

of　lower　bound
I　s’a　（x（　k）　）

Fig．　1．　B．　B　methods　O：　node
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用いない場台の最小（大）値の推定法が知られている場合には，1の分岐方法が非常に有効にな

る。

　bozcndin．aはこの場合，評価関数を最：小にするので下限を推定する必要があり，その推定値と

して適当な下界（10wer　bound）を取ることになる。このとき，用いられる下界は次の3つの性

質を持たなければならない。いま，ん段国まで制御が進んだものとして，ん段目までの評価み・

［Xo；π（0），…，　u（le－1）］，々段思から最終段までの評価の下限の推定値を1・・．．・［x（le）］，全体の評価

の下界をノ紅鞠：tt（0），＿，　u（le　一　1）］とするならば，次式が成り立つ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
　　　　　　　ノ夷｛：Xo；　u（0），，，，，　u（ん一1）コur／k［Xo；　配（〔｝），＿，　u（ん一1）］十ノニNLk［x（ん）：］　　　　　　　　　（3．1）

ただし，x（le）はx。に制御u（0），＿，　u（fe－1）を適用したときに遷移するt＝kにおける状態を示

す。ここで，

　1．あるle段目から最終段までの評価の下限の推定値はその最適な評価よりも小さいか等し

い○

　　　　　　　　　　　　　　　　∫ハr＿κ［“x（le）］≦：ノ「fuv　＿k［：X（々）コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

ただし，ハ訥はle段で考えた残りの段に対する最適評価である。

　2・あるノードの下界はそのノードより分岐されたノードの下界よりも等しいか小さい。
　　　ノ，．［＝Xo；　u（0），．．，，　u（ん一1）］十ムLκ［x（k）］≦三ノbe　1［Xe；　u（0），．，．，　u（ん）］十1、V＿（ic＋1）［x（k十！）］（3．3）

　3．履終段でのノードの下界はその評価に等しい。

　　　　　　　　　ノさ竪［Xo；u（0），＿，　u（ノ〉一1）］＝：ノ1，i［Xo；u（0），＿，　u（i＞一！）］　　　　　　　　　　　　　（3．4）

　3．2　問題1の計算法

　問題1の型の下限の推定値」、X・一K一〔x（ん）］を求めるために次の考え方を採用する。「状態変数およ

び制御変数に制限のない最適制御問題を考えると，この最適な評価は，もとの制限条件のついた

最適制御開題の最適な評価の下界となっている。」これに基づいてJN－x一，沸を求めると，明らか

に下界の性質を満足している。制限条件（2．3），（2．4）式のない最適制御問題を解く手法として，

解析的に漸化工の形で解くことのできるD．P法を用いる。

　D・Pの逐次計算法によると，最適な評価関数の値は次式のように表現される。（付録Aを参
照3））

　　　　　　　　　　　　　　　∫ハLκ［＝x（k）］；x’（ん）P（ノ〉一ん）x（ん）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

ただし，Pは（n×n）正定値マトリクスで，

　　　　　　　　　P（AI－fe）＝L．．（Ar一（k＋1））＋L．．（Ai一（k＋1））D（N－k）　（3．6）

　　　　　　　　　　D（N一　fe）　＝＝　一　［L　ffu（　Ar一（k十1））　十1］一iLNa（N一（k十1））　（3．7）

ただし，

　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　Lae（IV一（le＋1））＝：G’（k）［Q（fe＋1）＋P（N一（fe＋1））］G（k）

　　　　　　　　　　LGa（AJ’（k＋1））＝＝G’（k）［Q（le＋1）＋P（Num（k＋1））］H（le）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．8）
　　　　　　　　　　L，，G（Ai一　（k　＋　1））　一　Ht（k）　［Q（k　＋　！）　＋　P（　IV　一　（k　＋　1））］G（k）

　　　　　　　　　　Lf．IH（N一（k＋1））＝」ぽ（々）［Q偽十1）＋P（N一像＋1））］H（k）

1は単位マトリクスである。

　（3．6），（3．7），（3．8）式と初期値P（0）＝0よりP（N－k），k＝0，1，＿，！＞一1を求めることができ

る。このPを下界マトリクスと名付ける。

　次に計算手順とフローチャー5を簡単に示す。（Fig．2）

　i）P（0）讐0より始めて，（3．6），（3，7），（3．8）式より各段での下界マトリクスを求める。
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ii）量子化された制御についてノ71＝！から順に分岐を行ない，状態値x（ん）を（2．！）式で計算

し，（2，3）式の条件を満しているか否かを判定し，もし満していなければそのノードを消去する。

iii）生じたノードに対して，その段までの評価み，残りの段の下界ム締と全体の下界／寿を

それぞれ，（2．5），（3．5），（3．1，）式より計算する。

　iv）　まだ分1岐されていないノードに関する一ド界ムを比較し，∫i受小の．下界をもつノードを選択

する。

　v）　もし，選らばれたノードが最終段以外のノードであればii）へもどる。最終段であれば最

適解が求まったことになる。

　3．3　問題2の計算法

　問題2の型の下限の推定値ムymh・［x（leT）］を求めるためにBrockett4），　Canales5）の不等式を使

う。

　【定理】（Brockett）

　homogeneousなシステムの評価fibに対する最：適な評価のllll合は次の不等式に従う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　先r毒　　　　　（3．9）

ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　　g＝：IiGIi＝sup（IIGullAIuH）　（3．10）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t｛
　証明は付’録Bを参照されたい。

　線形作用素Gのノルムであるgは周波数領域で考えると，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g一〈　sup　I　G（　／’ld）j

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bl
なる関係がある。ここで，G（ブω）は開ループ伝達関数である。

　つぎに，homogeneousなシステムのleT時間以後の評価を計算する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　五，…一碧ガ（t）Qx（t）dt

今，（3．！2）式の右辺の不定積分を一xt（t）Fx（t）とすると，

　　　　　　　　　　　　　　　一xl（t）Qx（t）＝xf（の（AtF十　FA）x（t）

となるから，　リアプノブの方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一Q＝　AtF十　FA

を満足する一’？トリクスFを求めると（3．12）式は次のように求まる。

　　　　　　　ノ1占，、v嘱＝κ’（んτ）Fx（leT）一xt（AiT）Fx（ノ＞T）

　　　　　　　　　　　　＝＝x’（feT）［F－exp｛A’（IV－lt）T｝Fexp｛A（N－le）T｝］x（kT）

したがってム弍は次式により計算される。

　　　　　　　　　　　　　　Ly－N・［x（leT）］　＝　x’（feT）P（N一　le）x（　leT）

ただし，下界マトリクスf）は，

　　　　　　　　　　　P（N＋三三1賑鍛趨謂三二塑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to
で求められる。

　計算手順は32節σ）手順とほとんど岡じでつぎの点が違う。

　i）

式よりん＝！＞一1から下界マトジクスP（1＞一ん）を各回において求める。

　ii）状態他の計算は各サンプリング時刻に対して計算する。

　iii）

（3．！1）

（3．12）

（3．13）

（3．14）

（3．！5）

（3．16）

（3．17）

6

始めにSUI）｛1＋IG（ブω）12｝を1汁算する。次に（3．14）式のリアプノブの方程式を解く6）。（3．17）

評価関数の値を数値計算する。ム・読，／，等はそれぞれ，（3．！6），（3．！）式より求める。

　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　例　　　　　題

　問題！および問題2のそれぞれについての計算例を示す。

　Fig．3は例題！の計算結果である。　a図は最適制御関数であり，　b図は最適制御を行なった場

合の状態値の遷移を示している。

　Fig・4は例題2の計算結果で，　a図，　b図はそれぞれ，例題！の図と対応している。

　例題1

　　　　　　　　　　　　　　　　　0．98　O．47　0．09　’1　iO．02／

　　　　　　　　　　　x（le十！）＝1－O．09　o．8！　0．29　［x（k）　十i　O．09　i　tt（k）　（4．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　一〇．29　一〇．67　O．23　j　（　O．29

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xe　ex　col．　［1　！　1］　（4．2）
　　　　　　　　　　　　　　x3「≦＝1．0，ただしκro1．［κlx2x3］　　　　　　　　　（4．3）

　　　　　　　　　　　　u∈iU，ただしU＝｛一1．0，一〇，9，＿，0，＿，1．0｝　　　　　　　　（4．4）

　　　　　　　　　　　　　　熊斗唖恥・画　　　（・・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N＝：10

例題2
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Fig・　3．　Control　function　and　states　of　exampie－1　Fisr．　4．　Control　function　and　states　of　example－2

　　　　　　　　　　　　　酬弱選瑚・脳　　　（・・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　xo＝col．　［一232］　（4．7）
制御については例題1と同じ（4．4）式を用いる。

　　　　　　　　　　　　　卜嘱鼎帥　　　（・・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　N＝　10．　T一一　O．8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

5．考 察

　D．1）の直接計算法は最適性の原理を用いて後退的に最適軌道を数値計算して表を作成してゆ

く。この過程はB。B法における下界を探索的に計算する過程と考えることができる。　D．　P法

で作られた表は，各田道に沿った評価関数の下限値を与えているので，初期値が与えられると最

適軌道が薩接計算される。B．　B法は解析的関係を用いて評1洲鍋数の下限億を推定するため，そ

の下界を修正してゆく意味での探索が必要となる。

　実際に両手法を比較すると，D．　P法は探索の各段において各々の状態値について計算してお

り，一方B．B法は制御について探索を行なっている。したがって，計算：箪はD．P法においては

状態変数ベクトルの次元に支配され，B．　B法では制御変数ベクトルの次元に支配される。また，

制御段に関係する計算量の増減は，D．　P法においては段数に比例して増減し，　B．　B法では下界
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の精度によって異なるが，一一般に段数倍よりも大きくなる。しかしながら，状態変数ベクトルの

次元が制御変数ベクトルの次元よりも大きい二三にぱ，全体としてB．B法の方が有利である。

　本論文で下界の計算法として，D，　Pの逐次計算法およびBrockettの不等式を用いた。

　3．1節でも述べたように，この一ド界の計算法はB．B法において非常に本質的な役割を果たす

ものである。しかしながら，現在，一般の最適制御問題に対する一般的な下界の計算法がまだ確

立されていない。したがって個々の問題に応じて計算法が考えられなければならない。

　実際に計算を行なう場舎において，B．　B法の計算にはかなりの自由度があり，記憶容量の節

減あるいは計算：時・間の短縮等の計算能力の向上のためback－track法？）との併用が考えられる。

制御変数ベクトルあるいは1嘘寝段数が大きくなる場合には，この方法が有利である。

6．　結 言

　状態変数および1別刷変数に鯛恨条件のある線形の最適制御問題をB．B法を適用して解く計算

法を述べた。これは従来，あまり試みられていない方法である。

　下界の計算法として，時間離散偵系ではD．Pの逐次計算法を，時間連続系においてはBro－

ckettの不等式を用いた○

　数例ではあるが実際に数値計算を行い，非常に良い結果が得られた。

　例題の計算は，すべて北大大型計算機センターのFACOM　230－60によった。

　最後にB．B法について適切な助言を与えで下さった関μ恭毅さん（現在日立製作所勤務）に

深く感謝いたします。

7．付 録

　A
　（2．5）式よりle制御段で残りの段に対する評価は次式で示される。

　　　　　　　　　　　　　　　ハア
　　　　　　　　　　　ゐL濫＝Σ｛x’（ブ）Q（ノ）x（カ＋u’（ブー1）u（ブーユ）｝　　　　　（7の
　　　　　　　　　　　　　　j＝・k＋1

最適性の原理より，

　　　　　　IArrmk［　t（k）コ＝min｛xt（々十！）Q（le十1）x（八十1）十ui（k）u（k）十ゐy＿伽1）［x（ん十1）］｝　　（7．2）

　　　　　　　　　　　　躍（κ）

ここでD・P法の一般的手法からいえば繰返し計算に移るのだが，この問題ではさらに解析的に

解くことが可能である。そのために次式を仮定する。

　　　　　　　　　　　　　　1’ixr　rm　A・　［x（ん）：］＝xt（ん）P（2＞一ん）x（le）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．3）

ただしPは正定値マトリクスで今は未知である。1、V－cn’＋、）［x（le　＋　1）］に対して（7．3）式を適用す

ると，

　　　　　　　　　　Lv一〈k＋n［x（k十1）］　：x’（le十1）P（AX一（k十1））x（k十1）

（7・4）式を（7．2）式に代入し，（2．1）式を用いると，

　　　　　　　Lv－k［‘t（le）］　＝　min　｛x’（fe）LGG（　iV　一　（le　＋　！））x（1｛）

　　　　　　　　　　　　　u（Jc）
　　　　　　　　　十2u’（た）ゐ麗（1＞一（ん十1））x（ん）十u’（h）［＝∠，t〃f（！＞一（k十！））十1：］u（ん）｝

（7．4）

（7．5）

となる。ただし（3．8）式の関係がある。（7．5）武の中括弧の中は（7．1）式の1・V－inがP（1＞一（k＋！））

なる未知行列によりx（k），u（le）のみの関数に変形されたもので，これのu（k）についての最小化

は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　編一・　　　　　（・・6）
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を用いて行なうことができる。ゐv誘は次0）ようにuについての2次形式となっている。

　　　　　　　　　　　　　　　！12yrm　k　＝　a　十　2u’（k）b　十　u’（le）cu（le）

ただし，

　　　　　　　　　　　　　a　＝xt（ん）Leσ（！V一（le十1））x（le）；スカラー　　　　　　　　　　　　｛

　　　　　　　　　　　　　b　＝＝　LJfa（N一（々十1））x（le）　　；ベクトル　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．7）

　　　　　　　　　　　　　C＝」L1〃J（！＞r一（ん十1））十1　　　；一マトリクス

したがって，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1編一・…　　　　　　（7・・）

（7．6），　（7．7），　（7．8）　ヲ覧よ　りf段葺嘩指ll笹麺　lt＊（le）　壱よ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　u“（k）　＝D（N一　le）x（fe）　（7．9）
　　　　　　　　　　2つ（！＞一ん）＝一〔Z，i〃1（八「一（ん十1））十1］一lLJIG（！＞一（た十1））　　　　　　　　　　　　　（7．！0）

で求められる。Z）の中には未知マトリクスPを含んでいるから次にこれを求める。（7．9）式を

使ってfA・＿k［X（le）］は，

　　　　　　　」，xr－k［x（le）］＝：x’（le）［LGe（N一（le十！））十LG”（N一（le十1））D（N－le）］x（le）　（7．1！）

となる。（7．3），（7．11）式より，

　　　　　　　　　　P（八1－le）＝Lσa（i＞一（ん十1））十」Lσ∬ノ（1＞一（ん十1））Z）（1＞一k）　　　　　　　　　　　（7ユ2）

を得る。これはPに関する漸化式である。その方向はP（N一（k＋1））→P（1V－le）となっており，

その初期値はP（0）＝0である。

　なお，詳細については参考文献を参照されたい。

　B
　y（t）　・＝　Cx（t）なるフπ次元ベクトルを考える。このとき，　Q　＝・　Ctcである。

　ベクトルの時間関数u（のとy（t）はヒルベルト空糊私＝ム；⊂lo，　t∫］とH2　・＝　L’犠　［to，　t∫］の要素

として考えられるn次にそのノルムを定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　1［雌£tブ躍（t）u（t）・lt

　　　　　　　　　　　　　　　　　ly／；　＝　Sl，1”g’（t）y（t）dt

L；［t。，　t，］から堵［’o，切へ写像する線形作用素Gは次のように定義される。

　　　　　　　　　　　　　呵1…（ち・）B・・（・）d・t・9動

（7．13）

（7．！4）

（7．15）

ここで（PA（t，　tu）はマトリクスAの遷移マトリクスである。作用素Gのゲインは次のように定

義される。

　　　　　　　　　　　　　　　g－IGIi一　sup　（ilGu12Alul12）　（7．16）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z乙∈毬〔’o・tf〕

IJhがhomogeneousな出力とすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9h（の＝：Cの（ちto）Xc｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．！7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ濾…欝1｝g「ノ、1屡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．18）

任意の個御U（のに対する評価は，

　　　　　　　　　　　　　　　　1（　it，　x，）＝II　uilg÷II　Gu　一£一　yh　／ig　（7．lg）

となるΩ
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　【補助定理！〕

もし配＊（のが最適制御で〃＊（のがそれに対応する出力であるならば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　ノ（u＊，Xe）＝ノ＊＝〈u＊，　lt＞十＜y＊，　y＞

　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

である。ここで雌）は任意の捌御で〃（のはそれに夷ナ応ずる出力である。

　証明は射影定理よりなされる。

　【補助定理2】

　もし五とノ＊がhomogeneousな実行の評価と最適な浄｝z価で，
カ㍉戎1り．～ケニつ∩

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＊　 ＝
ゐL　－　11　0u＊　　 ヨ韮　

一一
@…i　u＊　 …E韮

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＊＝み十＜Git’k・　，　Yh＞

　証明は補助定理1を用いる。

　つぎに定理の（3．9）式を証明する。

（7，21）式とiiO酬2≦（iiOi巾‘12を使うと，

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＊≦9f，一】IGu＊F：（！十！／92）

となり，同様に（7．22）式とSchwarzの不等武より次式が求まる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　iiGu＊／2⊇≧（五一ノ＊）／11yhB2

（7．24）式の両辺は負でないから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　i［　Gu＊Ll＝≧（五一ノ＊）2／fh

で，R≡ノr＊〃Fhと定義すると（7．25）式より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　［1　Gu“　i；／fh　2｝）　（1　一R）2

となる。（7．23）式の両辺をみで割ると，

　　　　　　　　　　　　　　　　R　s　！　一　（1］　Gza’：：　li’：／／h，）（1　＋　1／92）

が得られ，（7．26）式を（7．27）式に置きかえると，

　　　　　　　　　　　　　　　　（1－R）　）｝］　（1－R）2（1十1／g2）

（7．28）　ヲ窺4よ　R　カミ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　12≧」配〉＿1／（1十92）

を満足するならばその時のみ満足する。それゆえに，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝≧ノ＊／fiL＝≧1／（1十92）

が成立する。

　補助定理等のくわしい証明は文献5）を参照されたいe

1）
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4）

5）

6）

7）
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