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混成木グラフの実現について

イ山　　石　　　正　　 和瀞

（昭和47年9月301…1受理）

On　the　Realization　of　a　Hybrid　Tree　Graph

　　　　　　　　　Masal〈azu　SENGOKU

l）epartment　of　Eiectronic　Engineerlng，　FacuLty　of　Engineerinsr，

　　　　　　Hokkaido　University，　Sapporo，　Japan

　　　　　　　（Received　September　30，　1972）

Abstract

　　A　hybrid　tree　on　a　linear　graph　is　a　generalizecl　concept　of　a　tree　and　a　cotree．　A　hybrid

tree　graph　is　a　linear　graph　which　represents　the　relations　among　the　elements　of　the　set　of

hybrid　trees．

　　In　this　paper，　sonie　prope，rties　of　a　1’iybrid　tree　graph　of　a　connectecl　linear　graph　G　are

investigatecl．　Ancl　an　algorithm　for　’finding　a　cut　set　matrix　of　the　graph　which　realizes　the

given　subgraph　（the　local　subgraph）　of　a　hybricl　tree　graph　is　presented．　An　interesting

property　of　a　hybrid　tree　graph　ffTa　of　G，　that　is，　HTg　is　balanced，　is　used　fo，r　classification

of　eclges　in　G．　ll’hese　results　show　that　only　a　local　subgraph　of　the　hybricl　tree　graph　HTa

and　the　sign　of　edges（）f　a　tree（m　the　subgraph　are　the　su箭cient　knowledge　for　the　realization

of　the　set　of　hybrid　trees．

1．緒 言

　混成木1）は木，補木をその特別の場合として．含む概念であり，グラフ理論およびその応用上，特

に回路網理論においては有用な標念の一りである。混成木グラフ2）は一つのグラフの混成木集合

の要素間の関係を表わすものである。混成．木．集合を与えて，その混成木集合をもつもとのグラフ

を実現する問題は既に解決され4）ているが，その際，混成木集合HTのすべての要索が必要では

なく，ある基準混成木letoから，腕。㊥仏，　eD＝lzt「によって得られるhttの集合（混成木集合の

部分集合）が与えられればよいことを知った。このhttからなるffTの部分集合を基準混1戎木

htoに対するローカル集合とよぶ。このlzteに対するローカル集合は，混成木グラフ　HTg＝（X，

B）では，ht。に対応する節点Xo（Eff　X）から距離1にある節点の集舎に対応している。このx。か

ら距離1にある節点を含み，それらの銀点を両端点とする枝からなるH7》の部分グラフをロー

カルグラフとよぶ，（こグ）ローカルグラフは木グラフにおける概念3）であるが，混成木が木に一致

するとき同一概念となるので，ここでは同じ用語を用いる。）

　木グラフのローカルグラフからもとのグラフを実現する問題は行なわれている3）が，混成木グ

ラフでは枝の類別が重要なポイントとなる。本論文は，混成木グラフHTgのある一つの節点Xo

（基準節点）のローカルグラフが与えられた．場合にもとのグラフの棊本カットセット行列を求める
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一一菇@を述べる。これは，混成木集合の実現にはそのすべての要素が必要ではなく，単に一．一部の

要素闘の関係だけが必要であることを示すものである。また，枝の類別には，混成木グラフが均

衡している2）という性質が用いられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．準　　　　備

　グラフGの混成木集合HTの任意の一つの要素をlztoとし，　htoに対するローカル集合を

ff・（H・⊂∬7「，腕・申∬0）とする。　ff。の任意の部分集合をHsとするとき，記号HTσ。〔H・］で

H7レのlzt。に対するP一カルグラフのffsの要素に対応する節点を含み，その節点を両端点と

するすべての枝からなる部分グラフを表わす。この記号を用いると，院。に対するローカルグラ

フはHTq．　o［H〔〕］となるn

　さて，グラフGの枝集合Eを二つの部分に分けE＝Ev∩Ez，　Ey∩Ez＝φとする。　hto　＝ε　，y∩ε・・

εッ∩ε、m　¢，ε，y⊂E〃，　Ex⊂E、，ε〃讐EΨ一ε飾εz＝E、一εxとし，

　　　　　　　　　　　　　　　　　εド｛砺、，　e・yi2，…，　e，J　i，p　｝　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　・、一｛・、、、，e・，、，…，・・…，｝　　　　　　　　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　tt，J　m｛evl，　ey2，　c？Vl．｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　εzm｛egl，092，＿，　CiZs｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

とする。

　ところで，文献（4）においてlzleに対するP一カル集合HoはH7”（eer・；j）とHT（殉）または

／’IT（evi）とU7「（6％）から求まることを示した，つまり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ル　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　　　　　ff・＝｛UHT（θ腕∫）｝U｛UHT（e・i）｝　　　　　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　」＃1

または，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ド　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　H・＝｛UH’1「（C？1／j）｝U｛U・厚7「（6・‘ゴ）｝　　　　　　　　　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ四1　　　　　　　　ブ＝1
　H：τ’（eytj）・HT（砺），　HT（6ッノ），　E：T（egi」）の性質からつぎの補題を得る。

　〔補題1〕　ffTg。［H7’（θ％）］，（エくグ《ρ），　ffTσ。［H：r（砺）］，（19ブSs），　HT，。［HT（eV　tj）］，（1≦」

くり・UTa。［HT（6宕り）］，（f｛g　j　Eg　q）はいずれも完全部分グラフ（完全グラフをなしている部分グ

ラフであるのでこのように言い，節点一個または唯一つグ）枝の場合も含める。）である。

　（証明）UT（θ％）は文献（4）の性質4の（a）の演算によって求まる混成木の集合で，この巾の

要素は互いにhtn㊦｛砺碗瓢麓恥（ht．，　htm∈H7「伽り））の関係で結びつけられることから明らか

である。ffT（69ゴ），　UT（勉），　HT（θ％）も岡様である。（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　HT（ey・ij・）∩HT（eyik）：・：φ，（ブN一ん）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　1「∫T（ezi）f I　HT（eZA：）　＝φ，（」≒ん）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　Hコ「（evj）〔　ffT（eyK一）＝φ，（ブ≒le）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　ffT（eZi」）∩HT＠の＝φ，（ブ≒ん）　　　　　　　　　　　　（10）

　　　　　　　　　　　　　　　　l17「（eyij）∩H7「（e・lt）＝φ　　　　　　　　　　　　　　　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　HT（6Ψノ）∩HT（e・ik）＝φ　　　　　　　　　　　　　　（12）

であることから，つぎの補題を得る。

　〔補題2〕　・研丁σo［HT（eyiJ）］，　HTt　o［HT（eyik）コ，　HT［HT（e、。n）］，　HTσ　o［πT（c・。n）］，（ただし，ブ≒々，

解≒勿は共通部分を持たない。また，HTgo［HT（eyj）l　HTao［HT（軌）］，　HTq．　o［HT（e・im）］，　HTf　e
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　　　　　　　図1　混成木グラフの分解
　　　　Fig．　1．　Partition　of　a　hybrid　tree　graph．

成木に対応する節点唯一つであり，

にe，J　iC（ezfic）が含まれるとき，そのときに限る。
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［HT（c？Ein）コ，（ただし，ブ≒た，辮≒勿

は共通部分を持たない。

　また，つぎの補題が成立する。

　〔補題3〕　Hηo［HT（c・Ytゴ）］とHTσo

［HT（eyk）コ，（またぱHTσQ［HT（exik一）⊃

が共通部分を持つとすれば，hto④
｛eyie　eyiC｝（または，　lzto㊥｛ey・t」，　ezi，L．｝）

によって得られる漉成木に対応する

節点唯一つである。これは，θッリを含

み9v，εEに属する枝からなるカット

セットにeVte（θ砺）がく，1？まれるとき，

そのときに限る。　また，　HTq．。［ffT

（e、J）］と　ll’Tf，o［HT（娠）］（または，

ffTa。［1刀’（6隔）］）が共通部分を持つ

とすれば，hte㊥｛e、j，θ輸（または，

hto①｛ezl・，　C）z・i，h｝）によって得られる混

これは，ezjを！含みSv，　Evに属する枝からなるカットセット

　以上をまとめると，基準混成木ht｛〕（HTσではXo）に対するローカルグラフは，補題1，補題2

から図1の（a）または（b）のようにρ個（ρ：グラフGの階数）またはμ個（μ：Gの零度）の

即金グラフに分解できる。図1の（a）のα1，α2，＿，αpはff71x。［HT（e・yij）］，（！《ノ《ρ），　HTfto

〔HT（e．」）］，（lf｛1」．f｛　S）に：対応するρ個（ρ＝P＋S）の完金部分グラフであり，図（b）のβ藍，β2，＿，

βμはff’Ta。［HT（eVj）］，（1≦（ブく7），　HTσ。［HT（e・iゴ）］，（1　g　j≦（q）に対応するμ個（ite＝7’＋q）の

完全部分グラフである。（5），（6）からα1，α2，＿，αρおよびβ，，β2，＿，β．の中にはローカルグラフ

の節点すべてを含んでいる。そこで図！の（a），（b）の対応する節点と節点を重ね合わせてできる

グラフ図！の（c）（これがもとのローカルグラフである。）ではX　補題3からα’とβ」（1二くゼくρ，

1≦（充（μ）の共通部分が唯一つの節点からなっている。

　さて，ある一つの枝に関する最大完全部分グラフをその枝を含むような完全グラフのすべての

和として定義すると，以上の爆傷からつぎの定理を得る。

　〔定理1〕　ローカルグラフH’Tσo［He］の任意の一つの枝に関する最大完全部分グラフは完全部

分グラフであって，HTσ。〔UT（鋤ゴ）］，（1くブくρ），　HTa。［HT（殉）］，（1≦（ブ≦；S），　HT，・。［ffT（eVj）］，

（1《ノく7），HTa。〔HT（e・i」）］，（1≦；ブくσ）のうちの一一iつである。

　〔証明〕　図1のP一カルグラフの分解からわかるように。，HTq．。［ffi。］の任意の一つの枝ぱα1，

a・z，＿，αρまたはβ、，β2，＿，βμのいずれかに含まれなければならない。また，補題3から，一つの

枝に関する最大完全部分グラフは完全グラフの和でぱなくて，それ自身完全部分グラフとなって

いる。（完金グラフの和とすると，それらグ）完全グラフがその枝の両端二つまり2節点を共通とす

ることになるから。）これらのことと，cri（If｛9iくρ），β」（1≦三ブ≦（μ）がいずれもそれ自身完全

部分グラフであることから明らかである。（証明終）

　この定理によって，HTao［He］が一一意的に完全部分グラフに分解されることが証明された。

　つぎに，ht。磁観「κとすると，　P一カルグラフH’T，，。［H。］の節点は，　hT，に含まれる混成木と
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lz　TiC±2に含まれる混成木に対応する節点とに分けられる4）。　HT，。〔H。コの節点集合をX。とし，

ぬ五，ぬ丁妖，に含まれる混成木に対応する節点をそれぞれX、f：，　X　in±2とする。ここでXo濡X’U

X欝2．X胆X誉2＝φである。

　〔定理2〕　ローカルグラフHTao［Ho］の節点集合Xeを2分割し，　X｛〕講XI　U　XI，　Xl∩xg＝φ

として，Xlの節点間およびXb’の節点間の道の符号を正，嶋と鴎の節点間の道の符号を負

とするようにしたとき，鴎＝X苫，鴎＝Xδ±2または鵡響X磐，Xl＝X7，である。

　〔証明〕　HT。．。［ll。］は混成木グラフHTσの部分グラフであるので文献（2）の定理2から，均

衡しており，そのため同じく文献（2）の定理3から，節点，集合Xeを2分割し，　X。＝XIUX言，

Xl∩鵡＝φとして，濁の節点間および淵の節点間の道の符号を正，　XEとXlの節点間の道

の符号を負とするようにできる。また，Xoはhlo　Ei　h　TA，とすると，　h　T£とhTk．2に属する混

成木に対応する節点だけしか含んでいない。（文献（4）から）そのため一文献（2）の定理4から，

鵡瓢X含，Xま＝X奮±2または，　X3＝X5±2，避＝灘である。（証明終）

　この定理によってローカルグラフHTq．　o［He］の節点の（腕。（il　h　T，とするとき）hT，の混成木

に対応する節点か，観雇2の混成木に対応する節点かの類別ができる。また，’文献（2）の定理5

からHTσG〔私｝］のすべての枝の符号は必要なく，HTσ　o［H。］の一一つの木の枝の符号だけが必要

であることに注意すべきである。

3．　混成木グラフ実現の手順

　以上の準備で得た結果を用いて，ローカルグラフ　HTσ。［Hoコの位相幾何学的構造と，その中

の一つの木の枝の符号が与えられた場合に，このH7’ae［璃］を含む混成木グラフHTσを持つ

ようなもとのグラフGのカントセット行列（または閉路行列）を求めることができる。ここでは，

カッ1・セット行列を求める一rmrm一つのアルゴリズムを与える。

　P一カルグラフ　HTge〔He］の位相幾何学的構造と，その中の一つの木の枝の符号が与えられ

たとする。

　〔手順1〕　HTgO［Ho］の節点に適当に名札を付け，その節点の集合をXO＝｛Xi，κ2，＿，κ，、｝とす

る。そして，Xoの部分集合Nきをつぎのように作る。任意の一一つの節点κ、を選びx3に入れ

る。κ1と正の道（符号の与えられている木σ）枝をたどる道）で結ばれているすべての節点を鴎

に加える。蝿のX。に関する補集合を避とする。

　〔手順2〕　HTg。［He］の任意の一つの枝b，　・（Xi、，κゴ、），（4キブ、，1S　i，，ブ19z）を選び，　b，に関

する最大完全部分グラフを求めこれをθ，とする。つぎにθユに属さない任意の枝b，＝（Xi、，塑），

（ら≒ブ2，1くガ2，ノ頭（勿を選び，b，に関する最大完全部分グラフを求y）これをθ2とする。この

操作を続けて，E7レ⑪［璃］のすべての枝がいずれかの最大完全部分グラフに属するようにしたと

きの．最大完全都落グラフの集合を・4，＝｛Ot，θ2，＿，θ～｝とする。

　つぎに，A，の唯一つの要素（完全部分グラフ）にしか含まれないような節点のすべてを求め

これをA2＝：｛θ‘＋、，θt＋，，＿，θ，，、｝とする。（このA2α）要素は唯一つの節点からなる完全部分グラ

フであることに注意）A，とA2の和集合をとって，　A＝｛0、，　ti2，＿，θt，　Ot．，＿，θ，，、｝とする。

　〔手順3〕　X。P　・・　Xl，　Xξ±2＝眉とおく，ln個の枝の集合E＝｛e！，　e2，＿，　em｝を考え，馬跳（ei，

e，），（1〈＿i，ブ《フ勿の集合El，k，　EPk±L）をつぎのように作る。　Aの共通部分をもつ任意の2つの

要素（完全部分グラフ）θii，θε2，（1　S　i，，　i2　S　M）を選び，θi，，θ’2の共通都分が唯一つの節点紛

（1：くブ：《勿であって，xゴ∈X3　a）とき枝対（et、，砺）をEPk一，　X」∈穐±2のとき枝対（的，　eJ）をEp　iC±2
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の要素とする。この操作を続けてAの要素と要素の共通部分になる節点がなくなるまで行なう。

（これで得られた枝対集合EPic，　EPic±2の全要素数はn個である）。

　つぎに，X’＝X言，　X磐瓢瀦　として，同様に枝対集合を求め，　ES，，　E躯、とする。ただし，

E恥＝EPA　±　・2，　E無2＝EPkであるので，実際にはEPiCとEPk±2を求める操作だけでよい。

　〔手順4〕　EPk，　EPk±2（または，　E愈，　E躯2）を得たので，文献（4）の（iii）の場合の手順に続

く。

　以上，手順1～手順4によって，ローカルグラフHTg。［Hoコの位相幾何学的構造と，その中の

一一 ﾂの木の枝の符号が与えられた場合のもとのグラフの実現問題を文献（4）の（iii）の枝対集合

EPk，　EPk±2が与えられた場合の実現問題に帰着させることができた。

4．　例 題

　3。で述べた混成木グラフ実現のアルゴリズムを実際の例に適用してみる。

　図2のグラフをローカルグラフとする混成木グラフを持つもとのグラフGを求める。図2の

グラフで太線と破線の枝で一つの木をなしているが，太線の枝の符号は正，破線の枝の符号は負

であり，その他の符号は与えられていない。

　〔手順1〕

　図3のように節点に名札をつけ，

　　　　　　　　　　　Xo＝　｛xl，　x2，　x3，　x4，　x一，，　x6，　x7，　xti一，　x’g，　xle，　xll｝

とする。X。を与えられた木の枝の符号から，鴎と溜に分割する。

　　　　　　　　　　　　　　　Xol　＝＝　｛x’t，　X2，　X4，　Xs，　X6，　X7｝

　　　　　　　　　　　　　　　　．￥82　＝　｛x3，　xti，　．x；｛），　Xio，　Xl　1｝

　〔手1順2〕

　図3のようにHTgo［Ho］を完全部分グラフに分割し，　A，；｛θ1，θ2，θ3，04，θ5，∂6，θ7，θ8，｝，　A2＝

｛げ9，θ10｝

　　　　　　　　　　　　A＝　｛Oi，　ti2，　03，　04，　Of”　Or），　Os，　Ob　Os，　etj，　Oie｝

となる。

　Q手順3〕

　　　　　　　一一一一一t＿　　薫：解誠読ノ㍉
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Fig．　2．　Prescribed　graph　N’1”ao［ffo］
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　　　　　　　　　X，ic　一一　X5＝　｛xi・　x2，　x4，　xs，　x6，　X7｝

　　　　　　　　　X磐扁Xト｛κ3，κ8，Xg，　Xi。，　Xii｝

として，

　　　　　　　　Epk　＝　｛ele2．　esecj，　e3e4．，　e4es，　er，e6，　e6elo｝

　　　　　　　　　E・pk±2＝　｛ele6，　eles，　C’2，　e3，　e6e7，　e7e6｝

を得るeXぎ＝X謬，X告±2＝X9とした場合は，

　　　　　　　　E6it　＝　Epic±2＝＝　｛ele6，　eles，　e2e3，　e6c？7，　e7es｝

　　　　　　　El；k±2＝　Eplt　＝　｛ele2，　eleg，　e3e4，　e4es，　er，ecb　e6elo｝

となる。

〔手｝i頂4〕

文献（4）の（iii）の手順を用いて，枝対集合EPh，　EPh±2（またはE毒，　ES，±　・，）からもとのグラ

フのカットセット行列を．求める。

（a）EPk，　Epκ±2の場合

　　　　　　　　　　　　e2　eg　e6　es　e4

　　　　　　　　　　e，　，O¢110
　　　　　　　　　　e，　i／　oooo
　　　　　　　　　　e，　10　oOo　（D

　　　　　　　　　　e，　loollo
　　　　　　　　　　eie　〈，　O　O　1　O　O

ゆえに，

または，

e匡行

（b）E漏E塊±2の場舎

（a）と同様に，

または，

62，ev列　　　 e7孝了一一一一〉φ

1．蟹到一i．触・．rl壷

」’　Ev　：＝　｛ei，　e2，　e7，　eg｝

｛E．＝　｛e3，　e4，　es，　e6，　es，　e1o｝

｛匙櫓：1：：1：：臨筋｝

JEv　＝＝　｛e2，　e3，　ef．　ecj，　eio｝

（E，　＝　｛el，　e4，　e6，　e7，　es｝

｛ Ey　＝＝　｛ei，　e4，　e6，　e7，　es｝

E，＝　｛e2，　e3，　ei，　ecj，　eio｝

　　　　　　　　

e4列

（a）の最初のEy　＝・　｛ei，　e2，　e7，　e．j｝，　Ez＝｛e3，　e4，　ei，　e6，　es，　ele｝を用いると，もとのグラフのカッ

トセット行列D1は
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混成木グラフの実現について
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となる。（U，は単位行列）この！）1を満足する混成グラフを図4に示す。実線枝はEvの枝，破

線枝はE、の枝である。

　D，の他に，Z）2＝［U2　N，］（U2は単位行列）（D，¢）双対グラフ）としてもよく，また，動＝

｛C’3，e4，召5，　e6，　e8，　elo｝，　Eg＝｛θ1，　e2，　e7，　eg｝の場合はいま得られたグラフのEvの枝とExの枝を

交換して（εvとε、，らとε、を交換）得られる。

　（b）のEy　＝　｛e2，　c・3，　es，　eg，　elo｝，　Ez＝｛el，　e4，　e6，　e7，6け　のユ湯合，もとのグラフのカットセット行

列！）1は，
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となる。この1）｛を満足するグラフを図5に示す。実線枝はEv，破線枝はE、の枝である。
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　Fig．4．　A　hybrid　graph　G，　corresponding　　　　　Fig．5．　A　hybrid　graph　Gl　corresponcling

　　　　to　cut　set　matr三x　I）1　　　　　　　　　　　　　　　　　　to　cut　set　matrix　I）l

　D｛は1）1のεvとS，を交換したものであることに注意すべきである。！）｛の他にDf，　＝〔砺Nt］

（双対グラフ）としてもよく，またEy　m　｛ei，θ4，　ecs，　e7，　e6｝，　E。＝｛e2，　e3，　ei，，　eg，，C’1。｝の場合は1）｛の

場と傷つまり，εッとε、，動とε、を交換して得られるグラフである。
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5．　結 言

　混成木グラフの部分グラフHTg。［ffe］が与えられた場合に，そのffTg。〔ffo］を部分グラフと

する混成木グラフをもつようなもとのグラフGを求める一つのアルゴリズムを与えた。この混

成木グラフffTaの部分グラフHTg。［Eo］からもとのグラフを求める闇題は，混成木集合HT

を与えなくとも，HTの一部の要素間の関係だけから，もとのグラフが実現できることを示すも

のである。さらに，混成木グラフの枝の符号の決定には，その均衡性2）から，HTgo［Ho］のすべ

ての枝の符号は必要ではなく，一個の木の枝の符号だけが必要であることを利用している。また，

この混成木グラフの枝（道）の符号を用いて，もとのグラフの枝の類別を行なった。

　この結果，HTao［Ho］が与えられた場合，得られるグラフは互いに2一同形，またはその双対（乎

面グラフのとき），またはそれらのεvとε、，ttvとεzを交換したもの，あるいはSyとξ・を交換

したものであるという結論を得た。ただし，可分枝と自己閉路を含むグラフの場合，そのHTg。

［H。］は可分枝，自己閉路を除いても同形であるので，得られたグラフに任意の可分枝，自己閉

路を加えることができる。
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