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Knuthの形式微分アルゴリズムの実現

竹　内 章　　　山　　口　　　　忠　　　加　地　郁　夫

　　（昭和47年11月30日受理）

”1’he　Reallzation　of　Knuth’＄　Formal　1）lfferentiation　AlgorithTn

　　　Al〈ira　TAKEucHi　Tadashi　YAMAGucHI　lkuo　KAJI

　　　　　　　　（Received　November　30，　／972）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Absもract

　　This　paper　demonstrates　the　applicatien　of　Knutli’s　algorithm　usinsr　list　processing　for

formal　differentiation．　The　algorithm　Qf　formal　differentiation　is　composed　of　the　next　three

m21111　steps．

　　In　step　one，　the　matheniatical　expression　is　analyzed　ancl　translated　into　a　right　threadecl

tree．

　　Step　two　consists　of　an　actual　appJication　of　derivative　rules　aud　generates　the　clerivative

tree　from　the　right　threaded　tree．　We　applied　Knuth’s　algorithm　to　this　step．

　　In　the　last　step，　the　tree　obtainecl　in　the　first　step　is　translated　into　a　matheniatical

expresslon．

　　To　realize　these　algorithms，　we　have　usecl　the　1’L／1　language　which　provides　a　list　and

string－processing　facility．

　　　　　　　　　　　　　　　　　1．緒　　　　言

　リスト処理の一技法であるRight　Threaded　Tree（R．　T．　T．）を使用したKnuthの形式微分ア

ルゴリズム正）の考えを用い、形式微分プmグラムを開発した。　このアルゴリズムでの処理は大部

分リスト処埋，ストリング処理であるのでPLII言語を用いた。そのため，リスト処理向き言語

「MIXj用に書かれていたKnuthのアルゴリズムをPLIIに対して適用できるよう，改良を行

なった。さらにこの形式微分アルゴリズムを実現するために，全く新たに算術．式からtreeへ，

treeから算術式へ効率良く変換するアルゴリズムを開発した。さらに次の段階として，　FORT－

RAN言語のプログラムの中で．微分結果を使用できるようにするため，次の機能を持たせた。

　（1）入力式は「name（X）＝算争ll了式」なる形である。この時，微分はXについて行われる。

　（2）翫：i’ii力式は（！）の入力式に対して「Diname（X）＝i次導関数式」なる形である。

　　　　　　　　　　　　2．　形式微分アルゴリズム実現の過程

　2－1．形式微分アルゴリズム実現の過程

　このアルゴリズムの骨組みを形成しているのは，算術式からtreeへ変換するアルゴリズム，

Knuthのアルゴリズムを応用した導関数tree生成アルゴリズム，さらにtreeから算術式へ変
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換するアルゴリズムである。

　n次導関数を求めるステップは次の様になる。

Step　1．微分すべき式を読み込む。式を分解し変数，定数，

法により変換する。

Step　2．

Step　3．

Step　4．

Step　5．

2－2．

オペレーションを逆ボーランド記

算術式からtreeへ変換する。（アルゴリズムT）

導関数treeを生成する。（アルゴリズムD）

n次導関数ならばStep　5へ，そうでなければStep　3へ戻る。

Step　3で得られた導関数treeを算術式に変換し1士1力する。（アルゴリズムE）

以下でアルゴリズム　D

アルゴリズムの説明

　　　　　　　　，アルゴリズムT， アルゴリズムEを説明する。

　2－2－1．導関数生成アルゴりズム（アルゴリズム1））

　R．T．T．の各ノードの構造は三一1に示される。表一！に各々の項目の説明がある。このノード

の構i造は図一2の様にPLIIの構造体配列を使用することにより簡単に実現することができる。

　このアルゴリズムは既存のR．T．　T．をポストオーダ1）で探索しながら，ノードのTYPEに応

じて異なる微分規則を実行して導関数tree

を生成するもので，図一3にフPt一チャート　　　　RTAG　RLINK　　TYPE　　LLINK

を示す。なお1）IFF［TYPE］はTYPE　　　　　　　　　　INFO

が表わしている微分規則を実行するルーチ

ンであり，筆者のアルゴリズムでは，定数，

．変数，十，一，＊，／，＊＊，アナリーマイ

ナス，LOG，　SIN，　COS，．TAN，　COT，　SEC，

COSEC，　SQRT，　EXPを処理する機能を

与えた。なお，R．LINK（P）　という表言己法

は、Pというポインター変．数によって示さ

れたノードのRLINK部の内容を意味す
る。

　例を挙げると，

　　　　　　Y＝X＊＊2十AIX

は図一4のR．　T．　T．で表わされる。左肩の

番号はポストオーダを表わしている。

　（1）Xの微分　’rYPE　＝O

　規則　D（X）＝・　1　（イ）のtreeを構成す

る。

　（2）Aの微分　TYPE＝0
　規貝｝j　I）（A）＝0　（ロ）のtreeを構成す

る。

　（3）　＊＊の微分　TYPE＝6

　規則D（u＊＊v）＝D（u）＊（v＊（u＊＊

（v－1）））＋（LOG　u＊D　（v））＊（u＊＊v）

　今，D（v）＝O，　v－！＝1，　D（u）＝1であ

八一1．R．　T．　T，のノードの構造

　　DCL　1　NODE　（2000）　ALIGNED，

　　　　2　INFO　CHAR　（6）　VAR，

　　　　2　RTAG　BIT　（！），

　　　　2　TYI）E　BIN　FIXED，

　　　　2　LLINK　BIN　FIXED，

　　　　2　RLINK　BIN　FIXED；

図一2．R，　T．　T．を構成するノードのPLII＝衰現

STA盆T

1）

P←T￥
一　　　　　厨　　曹　　曽　　一　　鼎　　嘗　　一　　一 旙一一曜一『一謄圏 P

P1←LLINK（P）

P2←P　　　　り

o←P芋

F　　　PI≠A．

@　　　　　T

p｝←RLINK（P1）

RTAG〔P2）
@誕”＋”2

@　　　　T

　　　　2

SUB
cIFF〔TYPE（P）〕を行う 」＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿

RLiNK（P2）←Ω1
　　　　　　　1
Q＿＿＿＿＿」

@　　　F　　　工

L”寵＿ ＿1

P嬬Y？

@　　T

　TYPE㌍〉耶2項演算子？

@　　　　T

LLINK（DY）・一Q

qLINK（Q）←DY
qTAG（Q）←”一”

RLINK（P1＞←P2
END

1）　treeのボス1・オーダ1における最初のノHドの番地

2）treeのボス団－一グ戸における次のノードの番地

　図一3．アルゴリズムDフローチャート
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　　　　　　　表一1

項　　目
．1

内 容

LLINK

RLINIく

RTAG

1　そのノードの左に続くtreeの番地を示す。
葺9・ゴ鮪固く・ree塑麺を墾．

そのノードがRight　Threade（l　Linkを持てば‘1’Bで，持たなければ‘O’Bを示す1ビ
ットからなる。

INFO

’rYPE

1蝋葱，．憂高・塗茎u田・遊の璽巫最大・欝で雍
INFOの表わす内容により夫々異なる整数を与え．る。

　例　　　　INFOの内容　　　　　　　　TYPEの値
　　　　　　　　定数　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　変数　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　＊　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　／　　　　　　　　　　　5

るから，この場合v＊Uを表わすtreeを構成する。（ハ）の（a）図は＊＊に微分規則を実行す

る慣前のそれぞれのポインター変数の指している位置を表わしており，（b）図は実行後，構成さ

れた部分導関数treeである。このようにすべてのノードを探索した後，Ωには（二）図のtree

が構成されていて，これが求めるべき導関数treeである。例で良くわかるように，ポストオー

ダを使用する利点はオペランドノードの導関数部分treeを構成してしまった後で，オペレーシ

ョンノードに到着するところにある。

　2－2－2．算術式からRight　Tkreaded　Tree変換アルゴリズム（アルゴりズムT）

　R．　T．T。のポストオーダと算術式を逆ポーランド記法変換したオーーダが一致するということを，

R．T．T．を構成する際に利用した。まず算術式の逆ポーランド記法変換ストリング酎列をつく

る。この変換によるオー一・ダとスタックを利用し，tree構成関数TREE！，　TREE　2，　TREE　3

を適妾に働かせることにより効率良く，しかも簡轍にR・T・T・へ変換するアルゴリズムTを開

発した。

　このアルゴリズムは次のステップから成り立っている。

Step　T　1．

　逆ポーランド記法変換配列（POLISH）から1つ読み込む。

Step　T　2．．［　POLISHはオペレーションか？〕
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　もしオペレーションならばStep　T　3へ，でな

ければTREE　3を実行し，そのtreeの番地を

スタックヘプッシュダウンする。それからStep

T5へ行く。

Step　T　3．［POLISHは二項オペレータか？コ

　ニ項オペレータならばスタックを順次2個ポッ

プアップしTREE！を実行し，そのtreeの番

地をスタックヘプッシュダウンする。ほかの場合

にはStep　T　4へ行く。

Step　T　4．［アナリーオペレータ］

　スタックを！個ポップアップしTREE　2を実

行し，そのtreeの番地をスタックヘプッシュダ

ウンする。それからStep　T　5へ行く。

Step　T　5．［終りか？］

　POLISH配列すべてが処理されたな：らば，　リ

ストヘッドを取付ける。終りでなければStep　T

LL工NK　INFO　RTAG　RLINK
TREEユ

U

×

V

K
N
N
N
N

十 ．

TREE　2

U

TREE3

s

×

一
‘

i

X

図一6．tree構成関数

i
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1へ行く。

　算術式　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y

　　　　　Y－3－veLOG　（！＋X）一A／X　”
から図一8に示されている　R．T．　T．へ変換する過　ADiO＿

程を図一7に示す。この場合，鱒：術式の逆ボーラン

×

ド記法変換した式は

　　　　31X十　LOG　＊AX／一
となっている。

　2－2－3．Right　Threaded　Treeから算1ホ試変換アル

　　　　ゴリズム（アルゴリズムE）

　（1）Right　Threaded　Treeと括孤との対応

　R．　T．T．を通常の算術式へと変換する際，　tree

の構造により括孤がつく場合がある。どのような

時に括孤がつくということは，以下の規則によ

る。

〔規則1］

AD6
崇

　　　　”h‘Ns

　　　　　NX
　　　　ADsA．一ADI
　　3　F－i：一｝bLOG

S－L rS
　　SNN
　AD　9．
　　　　／

マAD4＋　、
　　　　　　Nx
　　　　　　　sX
　AD3A　AD2　　　　ユ　　　　　×

　　　　　NSsXN

ADsdl＞iA！2．

図一8．完成したR．T．　T．

　オペレーションに三一2のレベルを与える。あるオペレーーションノードに対して，その根となっ

ているノードのオペレーーションのレベルの方が高いか，あるいは根のノードのオペレーションが

単項オペレータであれば括孤がつく。

　規則1だけでは図一9のようなR．T．T．はA－x－B／c＊D　と変換されてしまい，実際の式

A＊B／（C＊D）を表わさない．従って次の規則が必要になる。
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表一2

オペレーショソ レ　　　ベ　　　ノレ

＊＊

＊・　／

十，

3

7．

3

2

工

1

unary　operator o

HEAD TAIL

STACK

レベル1一・／～～
　　　　　　　　　X一．N

レベル2一・米

NNNN

A

N N N
N
N

B

X　，）F．

c

NN N
N
N

D

　　HEAD；一方向リストの最頭部番地

　　TAIL；一方向リス｝の最尾部番地

図一10．アルゴリズムEで使用するス

　　　　タックの概要

STRING RLINK

STRING；treeを溝成しているノードのINFO部
　　　のコピげ，最大6文学
RLINK；冶’に続くノ・・ドの番地

　　　　図一11．Sノードの概要
　　　図一9．A＊B／（C＊D）を表わすR．　T．　T．

［規則2］

　図一9で示されているレベル1の位置にあるノードが除算であり，レベル2の位置にあるノード

が除算または乗算であって，しかもレベル！にあるノードに対して右オペランドであれば（すな

わち，Right　Threaded　Linkを持てば），そのオペランド部分に括孤がつく。

　（2）　アルゴリズム　E

　このアルゴリズムでは，treeのポストオーダと図一！0で示されるスタックを使用して，図一11

のストリングを項目として右リンクを持つノード（Sノード）からなる一一ii向リストの連結を行

う。この方法を用いることにより「ストリングの最大長は256（FACOM　230－60　PLIIの場合）」．

という制限に対処することができた。

　アルゴリズムEは次のステップから成り立っている。

Step　E　1．［初期化］

　treeのポストオーダにおける最：初のノードを訪れる。

Step　E　2．［オペレータノードか？］

　オペレータノードである場合はStep　E　3へ，そうでなければSノードにINFO部を腹写

し，そのHEAD，　TAIL（この場舎はHEAD・TAIL）番地をスタックヘプッシュダウソする。

それからStep　E　5へ行く。

Step　E　3．［単項オペレータか？］

　単項オペレータであれば，現在スタックが示している一方向リストに”（”，”）”，単項オペレ

ータをそれぞれ複写したSノードを連結し，そのHEAD，　TAIL番地をスタックヘプヅシュダ

ウンする。それからStep　E　5へ行く。ほかの場・禽には（二項オペレータの場合）Step　E4へ

行くQ

Step　E　4．［規則1，規貝ll　2を満足するか？］

　満足するならば，現在スタックが表わしている一方向リストのHEAD，”rAIL番地を111に2

個ポップアップし，その両リストと二項オペレータを複写したSノードを連結し，さらに「t（”，

”）”を表わすSノードを連結し，できた一方向リストのHEAD，　TAIL番地をスタックヘプ

ッシュダウンする。それからStep　E　5へ行く。規則を満足しない場合には，括孤をつけずに
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Step　E　5へ行く。

Step　E　5．

　R．T．T．のすべてのノードの探索が終れば一方向リストの出力を行う。．終らなけれぽその

R．T．　T．のボス1・オーダにおける次のノードを訪れStep　E　2へ行く。

　結局，図一12のR．T．T．は図一13で示されるような一方向リストに変換される。

　R．T．　T．はボスi・オーダでの探索がほかのtreeに比べて速く行なえるという性質を持ってい

る。アルゴリズムD，アルゴリズムT，アルゴリズムEではこれを利用し，ボス1・オーダ探索

を用いている。その結果，計簾効率が良くなっている。

　2－3．計算結果
　：被微分関数として

　　　　　　　　　　　　TEST（X）＝SIN（COS（LOG（A＊X＊＊B）））

を入力した時，その一次，二次，三次導関数がそれぞれDITEST（X），　D　2　TEST（X），　D

3TEST（X）として求まる。なおこの微分の実行時間は4165（ms）であった。
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図一14．計算結果例

3．今後の問題
　（1）計算結果を見ればわかるように，得られた導関数式はまだ完全に簡単化された式とはなっ

ていない。この傾向は高次導関数ほど著しくなっていく。従って，導関数treeを構成した段階

でtreeの形を検索しながら簡単化を行うアルゴリズムの開発が必要である。

　（2）数値定数として浮動小数点まで取扱えるようにすること。

　（3）取扱える基本関数を増やすこと。

　（4）偏導関数が求められること。
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（5）FORTRANプログラムの中で導関数表現が使用できるようにすること〔

4．　結 語

　このPLII言語で書かれたプPグラムは約100（sec）のコンパイルおよび結合，編集時問を必

要とする。そのため，このプpaグラムは実行形式で共同ファイルに格納されていて，データとし

て被微分関数を与えると導関数が求まる様になっている。

　今後の問題のうち，（1）は多項式の形武演算にまでその範囲が広がる恐れがあり，実現は多少

困難であるが（5）はPLII言語のファイル機能を使用することにより，近々，実現の見通しがつ

いている。この方法は従来の数値的解析法に比べて，誤差をほとんど意識しなくともよいという

大きなメリットがある。形式積分，多項式の形式的処理の機能を持たせれば，さらに強力なもの

となる。計箪機の容量が増大し，その演算時間がより速くなるに従い，今まで数値解析法に頼っ

ていた部分を形式演算に置き換えて使用するという場食が多くなろう。

　終りに，本研究における計算は北海道大学大型計算センターで行ったことを付記して謝辞にか

えたい。
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