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混成k木集合，混成k木集合とその性質（1）

仙石正不烏 黒…音B貞一う駕←　弓、川聴芋彦聾骨　　G公　＝本

　　G1召命47年1！月30日受理）

正幹

　　　Hybrid　k　Trees，　Hybrid　lc　Trees　and　Their　Some　Properties　（1）

　　　Masal〈azu　SF．NGoKu，　Teii¢hi　KvRoBE，　Yoshi．hiko　OGAwA，　Taclashi　MATsuMoTo

Department　of　Electronic，　Engineering，　Faculty　of　Engineering，　Hokkaido　University，　Sapporo，　Japat　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Reeeived　November　30，　19．72）

Abstract

　　　”lropological　formulas　of　the　computation　of　network　functions　are　expressed　in　terms　of

a　set　of　t．rees，　cotrees，　le　trees，　co－le　trees，　le　cotrees　and　co－le　cotrees　in　the　c．orresponding

sT　．r　Ei　ph　．

　　　In　this　pac　per，　“hybricl　le　trees　”　and　“hydrid　le　trees　”　in　a　g．　raph　which　are　the　generalizecl

concepts　of　“　le　trees　and　c．o－le　trees　”　and　“　le　c．otrees　and　co－le　cotrees，”　respectively　are　clefined．

And　relationships　amontt．　hybrid　trees，　hyclrid　2　trees，　hybrid　2　trees，　circuits，　cutsets，　paths

ancl　sub－cutsets　in　a　graph　are　presented．

　　　These　resul．ts　（using　hybrid　le　trees　and　hybrid　le　trees）　may　be　c．onsidered　as　a　general－

ization　and　an　extension　of　work　using　subgraphs　such　as．　trees，　c，otrees，　le　trees　and　co－le

trees　etc．

1． 緒 言

　　グラフ理論の基本概念である木（tree），補木（cotree）はそれぞれそのグラフの極大無閉路集合

および極大無カヅトセヅト：集．合とし．て定義される1）。　このように木と補木はそれぞれ閉路二および

カットセットを用いて定義されるが，閉路，カッ1・セット．両方の概念．を用いて定義される新たな

概念が考えられる。すなわち．グラフG．の枝集ムEを2分刮し，E　・EtiUE、，　E“∩瓦＝φとす

る。E、＝ε、Ug，，ε，∩S、　＝φとし．，εx，ξ，はそれぞれGのカットセット，閉路を含まぬものとす

る。εzを開放除去，Sorを短絡除去してできる．グラフG1はE／，1の枝からなっており，その．グラ

フにおいてEy＝％Uξ“，εy∩ξu　＝　ipとし，ε“，ξ“をそれぞれ6：vの閉路，カットセットを含まぬ

ようにし．たとき，eyUεzをG．のE？，に関する混成木（hybrid　tree）と呼ぶ。このように定義さ

れた混成木はE、＝　¢，E“≒φのとき木と一致し，　E！1＝φ，　E、≒φのとき．補木と一致すること

から混成木は木，補木の一般化概念であることがわかる。

　一方，1亘】路関数の位相幾何学的公式が木集合，ll木集合等によって表わされることから，従．来

木集合，le木集合および補木集合，補le木集合の性質カミ調べられてきた。　S．：L．　IIIal〈inii．2）は木

集合と道からた木集合を求める方法を導き，W．　K．　Chen，　S．1．．．　Mark3）は木集でヤ，　le木集合の

他に補木集合，補le木集合も取り．入れ，それ．らとグラフのカットセッ］・　，閉路との関係を明らか

。「”麻?ニニ1二｛学溶1・　t　｛翌波伍送二1二｛学キ講1到：盃

櫟　〃　　　　電子團路：：．1：二燦：諄灘践
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にした○また，1・Berger・A・Nathan4）ぱこれらの関係を“Wang代数”を用いて表現した。

本論文は，新たに混威’k．木肉よび混成乏木を定義し従来の議論に対して補充および拡張をし統

一的理論を発展させることを目的とする。そのため本文（1）では，混成k木および混成k木を

定義し，従来のk木，補k木，k補木，補々補木との関係を述べ，混成木集合，混成2木集

合，混成2木集舎　（2端予回路綱の匝】路関数がこれらの部分グラフの集合を用いて表現される）

の性質（グラフの閉路，カットセット，三等との関係）について述べる。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．　演算記号の定義

　グラフの性質を表現する場合，言葉で説明できる場合と，言葉では表現できないかまたは非常

に複雑になるという場合があるが，後者の場合数式によるいわゆる代数的表現が有効となる。こ

のためここでば本文で用いる代数的表現のための演算記号の定義とその説明を行なう。

　グラフG＝（Y，E）の部分グラフは簡単のためにGの枝集合Eの部分集合として表現する。

また，グラフGの部分グラフを9iとしたとき，＆は畠に含まれる枝の積の形で表わすもの
とする。例えば，＆鳳｛61，e3，　e6，　e7，　elO｝　・・　｛ele3e、e7eユe｝または単に9i　：ele3ebe7elOとする。

　グラフGの部分グラフを＆とし，A，　Bを0の部分グラフからなる集合とする。また6‘

をGの一つの枝とする。このとき三三記号×，＊，∂／∂銑，∫　deiを次のように定義する。

　　　　　　　　　　　　　　A×B＝　｛g，／Ug」1．aiEA，　g」　Ei　B｝　（2－1）

　　　　　　　　　　　　　　A＊B＝｛giegjlg，，EA，　g，iEB｝　（2－2）
（⑤はリングサム）

　　　　　　　　　　　　　　酬農∵謬）とき　　　（・一3）

ただし，（2－2）の9i㊥9」の演算において，＆＝g∫のときg，：㊤gン＝φとなるが，このφもA

：＞e　Bの要素となる。また，（2－3）において9i　＝　｛ei｝のとき，∂9，／／∂ei　＝｛φ｝となり，φとならな

いことに注意。

　　　　　　　　　　　　　　　　　tope・i－ge｛劉副　　　　 ・2－4）

　　　　　　　　　　　　　　s・・…，・一蹴鷺雛とき　　（・一5）

　　　　　　　　　　　　　　　　SAdei＝｛Sgidei，［g・iEA）　（2－6）

　＆＝残砺＿砺とすると，

1£一鍔㊦鋭㊦…㊦説

　　　　　　　　　　　　SAd．at　一一SAde・i，　〈｛DSAdei，　QD　．．．　（DSAdei．

就、蘇∫呵焔はそ欄・急諭∫（∫晦）dg・　ft示すもの・す・．

これらの演算には次の性質がある。

　　　　　　　　　　　　　　　　響町磯

∫（AOB）49F∫澄4細∫㈱

Aの中にBに含まれる枝を含まないとき

（2－7）

（2－8）

〈2－9）

（2－10）
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　　　　　　　　　　　　　　　鴨’一A・1£UB・舞

　　　　　　　　　　　　　　　　鷺β一A＊認uβ＊麩

となる。特にAの要素に8’iに含まれる枝を含まぬとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　5・砥β＿A×塑
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂島　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ogi．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鴨議β鍋＊麗　，

91

（2－！1）

（P一一12）

（2－11）r

（2－12），

　　　　　　　　　　　　　　　　SA　x　Bdg，／＝AxSBdgi　（2－13）

　　　　　　　　　　　　　　　　∫粥4餅み＊∫B4・・　　　　（2－1・）

が成立する。

　つぎに，実際の演算記号の使用例をあげるn

［例題2－1］

　A＝　｛eie2，　ei，e7｝，　B＝＝｛e3e6，　e3ebe8，　e4｝のとき，　A×B＝＝｛ele2，θ567｝×｛e3e6，　e3e6es，　e4｝＝｛ele2e；lee，，

ef，e7e3etb　ei62e3etes，　ese7e3eces，　ele2e4，　ese7e4｝，　C＝　｛e3，　ele2，　ese7es｝のとき，　A＊Cコ｛ele2，亀θマ｝葵｛e3，

ele2，　ese7ee｝　＝　｛ele2e3，　ese7e3，　di，　er，e7ele2，　ele2ei，e7e6，　es｝o

　　　　　　　　　　　　　　l農2健曙6鰻L｛e…e…｝

SBde3　＝S｛e3e6，　e3e6es，　e4｝de3　＝＝　｛e3e4｝

頚＝6364とすると

　　　　　　　　　　麗2幽離触｝一｛…　e・e・｝e｛φ｝鵡鱗φ｝

　　　　∫B4多一∫鵬・・卿・｝d…鍋θ・｝㊥卿…解・｝一｛・・e…e・e・e4・聯・の

（例題終）

　　　　　　　　　　　　　3．混成k木と混成k木の定義

　取扱うグラフをG＝＝（V，E）として，レ＝｛Vi，　V2，　V3，＿，　V。｝，　E＝｛ei，e2，　e3，＿，　e，。．｝とする。す

なわち各々の節点，枝は名札付けられており（labeled　graph），各々の節点，枝は区別できるグラ

フとする。またグラフGは無向とし，連結グラフのみを考える。というのは得られる結果は同

様に非連結グラフにも拡張できるからである。

　グラフGの枝集合Eを二つの部分E，y，　E、に分割し，　E＝EyUE：，　Ey∩Ez＝＝φとし，分割

（E，J，　Ez）を固定して考える。

　［定義］　混成le木：節点集合Vのle個の互に素な部分集合を砿，　V2，＿，琉とし，グラフ

Gの部分グラフ瓶，を考え，毎コ殉Uα、，cr　v　fi　・x、＝　gb，　cr　？1⊂Ev，α、⊂E。，α，＝E，一α、とするeα“U

lltが閉路を含まず，ρ一k十1個（ρ：Gの階数）の枝を含み，任意のi，ブ（！≦i，ゴ《々．ゴ≒の

に対してVl∈Vi，　v2∈巧のときVl，〃2間に道がなく，Vl　EI｛Vi　v2∈…V，グ）ときv1，　v2間に一つの

道が存在するとぎ，属をVのk個の部分集合V，，偽，＿，鶏，に関する混成le木という。（定義

終）
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　このような妬のすべての集まりを混成le木集合とよび記号HTVi．v2，＿，7A，で表わす。特にE、

＝φ，Ey　＝φの場合それぞれ砺をle木，補le木とよび混成k木集合HTT・i，　VL、，．．．，VA：はそれぞ

れた木集合T7、，γ2，＿，砺，補le木集合CTド、，ア2，，．り7孟，と表現することにする。定義からE、・・φ，

瑞罵φの場合のk木，補1｛木ぱ従来の定義と…教することがわかる。また混成k木集合
HTrv’L｝，＿，7k．とle木集合T，・1，．VLt，＿」・ル，補ん木集合CTTI　，　」・L）．．．，VA，とは次の関係で結ばれてい

ることがわかる。

　　　　　　　　　　　Tv1，’p’ti，．．，，vfi＝偽1ムF砺，㊦E，，　h，∈…HTK㌔ア2，．．．，アk｝　　　　　　　（3－1）

　　　　　　　　　　CTFr．」f2，，．．，vA，　：｛t－kl／　lk＝hk　（｛｝）　E！t，　hkeH［1”’vJ，　’Jr2，．．．，T－rK，｝　（3－ltL）

さて，混成le木の定義からcr　？t　U　exzはle鯛の成分（連結成分）からなっている。そのためこれ

にle－1細の枝をカ11えて一つの木を作ることができる。　この加える枝をδ＝｛ev、e？12＿e：u　i，ezi＋、．．．

砺，一、｝としδ・＝δyUδ，，δ～、⊂E，，，δ。⊂E、，δ／，ノ：・｛e？、1，e？12＿C・、、、i｝，δZ＝｛e、i＋、＿晦一、｝とすると，砺に

δvを加えδzを除いてできる部分グラフ（結果的にはδ“に毎，，δ、⊂砺であるので（砺（∋δ）とし

て求まる部分グラフ）は一つの混成木となっている。ここでδの要素はγi，V．iσ≒ゴ，！≦i，

ブ≦；ん）の節点間を結ぶ道をf／i三る枝であることに注意する必要がある。このような混成le木に対

して，Gの部分グラフ”’を考え，　k－1鰯の枝をγ＝｛e111e！1、．一％6、ブ＋、．．．％＿、｝，　r　＝γ！、Ur2，γy

⊂燭，γ。⊂：瓦，為＝｛砺躯＿6浦，為；｛砺＋1＿8。肩｝とするとぎ，献にkを加えγ〃を除いて

できる部分グラフが一一一，一一つの混成木とるようなものを考える。

　［定義］　混成k木＝玲，玲，＿，Y，cはそれぞれ節点対の集合でその要素の節点対を両端点とす

る枝が存在するものとし，自己閉路，並列枝の場合は枝の番号を節点対にサフィックスとし付け

るものとする。｛Y2，　Y3，＿，琉｝のそれぞれのYi（2《∫くん）にヌ気ナして枝θ～漏（砺vO，（v・i7湧）∈

y～を選びその集舎をγ鳳｛¢263＿爾，的≒の（2≦ζi，ブK々）とする。ただしγの中にGのカ

ットセットを含まないように選ぶものとする。γ　・γ？iUrx，γv〔γ、＝φ，γy⊂瑞，γ，⊂E，とし，グ

ラフGの部分グラフがからr11を取り去り，γgを加える操作を行なったとき（結果としてγ・u

⊂が，γ。¢がでなければならないたy）（hit　O　r）の操作となる）得られる部分グラフが混成木と

なっている場合，IZ　A；を玲，鶏，＿，玲に関する混成le木という。（定義終）

　グラフGのこのような部分グラフh＝の集合を混成le木集合とよび記．号H’T　v2，　Y3・…，Ykで表

わす。hA：　＝＝　Btv　U　Bx，βv，　Uβx＝φ，βy⊂瑞，βg⊂E、，　fi、＝：Ex　mβ、とするとき。βy　Uβ、からん一1個

の枝γを取り除いた部分グテフはGの木となっている。（注意：ある部分グラフに“枝を加え

る，”“枝を取り除く（取り去る）”という言葉はそれぞれ“その部分グラフに含まれていなかっ

た枝をある節点賜に接続する（復帰させる），”“その部分グラフに含まれている枝を開放除去す

る”という意味である）また，E，y＝φおよびEg

＝φのときそれぞれ混成距本隊1口々補木およ　　　　V’

び補le補木に一致することに注意すべきである。

なお，便宜上節点対，集合Y，・は単に節黙〔の列で表

現し，左から瓢．つずつの節点対を表わすものとす

る。例えば，Yi＝｛〃幽防7％〃7〃ψ93妬3｝は左から

（Vlv3），（〃57〃57），（V7V9），（V｛｝3Vle3），の節点対を表わし

ており，c？7＝（V’：）7，　V：7）は自己1刑路，63漏＠93，　Vl（）3）

は並列枝である。

　つぎに図3－1のグラフで混成le木、混成le木
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の説明をする。

図3紋のグラフG＝＝（レ，E）に．おいて，

　　　　　　　　　　　　　　　　　，Eir＝　｛eleL，e3e4ese6e？esC’o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Erl　＝　｛　c？4er，c26e7esc）｛　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Eg＝｛eie2e3｝

　　　　　　　　　　　　　　　　V＝｛vl，　v2，　v3，　v4，　v一，．　v6｝

とすると混成木集合H7Tは
　　　　　　　／’1’T＝　｛ele3e4ebebeT，　ele3e4er，cv6es，　eic’3c．4c）i，ebc．g，　e2e’3e，lc’r，c’e」c7T，　C’2c’3e4e：，e6eti，

　　　　　　　　　eL）e3e4ese6eg，　ele4eseb　ele4er）es，　ele4ef，eg，　ele4ece6，　e2e4c？se｛s，　e2e4ebe7，

　　　　　　　　　e2c？4c2fies，　c？2e4c）fieg，　c23c？4c？：）c］6，　c？3e4e6c？7，　ese4e6es，　e3e4c？6c？｛）　cp3ese6c？7，

　　　　　　　　　e3ese6es，　e，3ese6c）g，　e4es，　e4e6，　e4e7，　e4es，　e4eg，　ebe6，　ef，e7，　ei｝es，　e7，eo，｝

となる。

　部分グラフ病＝｛616腐｝を考えると，α〃篇｛es，　c’6｝，α、濡｛c’1｝，慨囎｛6263｝，　CtuUitz＝｛eL，e3C’．nC）c｝と

なる。cryUa’zは4個（4・＝ρ一ll＋1＝5－2＋！）の枝からなり閉路を含まず〃b，　v6閣に道があり，

VSV6とVl間に道がないのでh2∈HT。，i，v．。V6とみなすことができる。

　部分グラフIZ　2　＝　｛　C・　，iese6｝を考える。γ＝｛ej｝とし，γ〃篇φ，γ、　＝｛e｝とするとIZ2Uγ、＝｛e】θ幽66｝

は混成木集合HTに含まれる。つまり。・1　・＝　（v1，　v・2）であるからlz2∈ffTvl”L，となる。また：γ＝　｛eb｝

としてγ〃漏｛c・：｝｝，為＝φ，が一γy＝｛e4e6｝とすると，｛e4c？6｝∈ffTとなる。このことからがはγ：

｛e且｝としてもγ　・｛es｝としても混成2木となるので解磁H7’建腕”曲とみることができる。つぎ

に混成3木集合，混成4木集合の例をあげる。

　　　　　　　　　　　　　　　HTviv2v3，v，i，v．．　＝　｛eL）c？3er，e6，　e2c，s｝

　　　　　　　　　　　　　Hcz’ivlvL，vL，v3，vsv6，V47VJr7　＝　｛e4ese6e7eB，　e4CVf，e6CV7C？｛｝｝

　混成4木集合HT”IVL’”2v3’vr）v6，v，t7v：）7ではγ　＝　｛　c・　1　c・　6e7｝，γ＝｛er，eee7｝として（いずれもグラフGの

カットセットを含んでいない）考えると四一できるであろう。（注意1混成！木集合，混成iT ﾘ
集合は混成木集合と一致する）

4．混成木集合，混成2木集合，混成2木集合とカットセット，閉路，道との関係

　混成le木と混成le木の性質を調べるためにまず混成2木と混成2木の性質を調べる必要があ

る。ここでは漉成木集合とカットセット，閉路，甲奴から混成2木集合，混成2本集合を求める

ことを中心にこれらの間の関係を2．で定義した演算記号を用いて表現することにする。

　［補題1］2）　グラフGの木集合をT，節点Vl，〃i閥の一つの道をPu・とすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7励’一∂殊

である。

　（証明）　7’Va，v1’の任意の2木をちとする。　t．2はVlを含む成分とび1を含む成分のr：1つから

できておりその二つの成分に分割するカッi・セット（唯一に決まる）をQn’とする。θ。蔓・P、、’と

する擁q’か・た・・　e…GQ・’であ・・山鴫1’の搬嘉∋t2とな・・…t・研聴魏

の共通枝をも・てい・ので馬嶋一｛嶋剛崎数）・す…’・覧為・な・・

e・，　g　Qii’誕わち・一紙プ・・，…の齢1距線素は必ずQ，，’の樋餓鋸¢・’の
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枝鹸んでいない・ゆえに・暢啄1翫・な…れらの・とか噛・’⊂銑，・な・・

つ猷隔⊂銑を訓ず・・Tの臆の一つ嚇超とす・・e・eP…として・e・Eit

で訴珊嚇を考え・．跡・対す・・・・…Qは仮定か・いi客分離す・も

のではない。そのためQとP、、’は偶数個の共通枝を持つことになる。P、、’∩Q＝｛eie2…eノ｝・（ノ：

騰）とすると・彪∈弘σ一1・・・・…ノ）とな・・瞭鈴∂（諜．診ン）調…μ…の

場合・副・・ろ・慌はQの枝を含・ないので鈴菰碁．，．）とな・・ゆえに

　　　　　　　　　　　　　　　　　at，　oT　oT
　　　　　　　　　　　　　　　　礪年∂忌詞コのθゴ．、∵）＝∂P覧；

・の・とから講で翫ない魏・隔’の中に念・れる・と伽・・．つ・・T…it⊂銑

でかつ・7”・・，・i⊂銑であ・・とから・隔’輩・醐終）

　［補題2］　節点Vl，び｛を分離する一つのカットセットをQl、，とすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＝ST．，，．，　dQ，，・

である。

　（証明）Tの任意の一つの木をtとする。tの枝からなるVl，　v｛闘の道をPH’とする。砺優
Qn’とするとe。，（Ei　P11rかまたはe。．　G　I）1、，である。　e。，∈P、、，の場合，　t∈…∫T。i，。i’de。，となり，　Q，，’∩

P、、’＝｛ele2＿e」｝　＝Rとするとブは奇数であるので∫Tv、，。2dRの演算内にはtが奇数回現われて

t∈∫T・i，・2dRとなる。θ。∈P、1’の場合，∫T。t，。i・def、，の要素にはP1、，の全枝を含んだものはない。

しかしP、、’⊂：tであるのでt＄　fTv、　IV、・de，tとなる。ゆえに任意の木tは∫7「V、，V、’dQ、、’に含まれる。

つまりT⊂∫TVi，v1’dQn’とな：る。

　つぎにT⊃∫T・、，。、’dQi、’を証明する。　T，，、，。、・の任意の一つの要素をちとしe。，∈Qユ、’とする。

θ・・∈ちのとき∫t2dea　：φとなる。もしθ，、臼2で銑4θ講τとすると．銑46，、には一つの閉路L

を含むことになる。e（Lぱしに含まれるので∫t2de，。からe，1を取り去ればこれはT。i，。i’に含ま

れる。つまり　∫T㌔i，vi’4砺∋∫ち（ieaとなる。しかしLUQn’＝｛eleL）．．．　ej｝＝Rとし，　et（1≦ゴ≦三ブ）∈

Rとすると∫t2de。∈∫T。i，。i’detとなる。ところが」は偶数であるので∫ち46。牢∫7「。、，v、・dRとな

る。ε謁…乙すなわちi＝ブ＋1，」＋2，＿の場合，∫t2de，bは閉路Lを含むので∫ち諺¢、坤∫T・・、，・i，d

（6ノ＋、e」＋2＿）となる。すなわち∫ち4θ，陣∫7’。1，。、’d（ete2＿6ノθノ＋、＿）＝　JTv、，。i・dQi、’となり，∫T。、、。1’dQ、，・

で消去されずに残る要素はすべて木となる。つまりT⊃∫T・i，・i’dQn’。ゆえにT＝∫Tv・，v・’dQ・・’。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［定理1］節点Vl，　v｛間の一つの道をPII’とし，　Pi！’　＝Pyn・UPzli’，　P〃11・∩P。ll・　・・　¢，　P，y　ll　’⊂E，，

P、i、’⊂Exとすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　uTv，，．，・一2．pl　／／r；r，　o　SHTdpz，，・

　（証明）　混成ん木の定義から得られた関係（3－1），（2－2）から，HTv、　T。、r＝E、＊Tv、，・1’と表わ

せる。ここでE。は瓦の枝からなる部分グラフを示し枝の部分集合Ezと同記号で用いてい

る○補題1と（2－7）を用いて，



7　　　　　　　　　　　　　混成le木集合，混成f？，木集合とその性質　　　　　　　　　　　　　95

　　　　　　　　　　　　　HTvi，vi’　＝　Ez　＊　b（13Tit，　＝　E“　＊　btttlil」，，　‘｛D　Ez　＊　a＄’　Z’；iJ

Py、、’¢E、であるから，（2－！2）’から，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ee＊∂鍔1国券面一鍔；

（∵混成木の定義からHT＝Ez＊T）。また，　P、n’＝　eヨe2＿eiC，　P、u’⊂E、とすると，

　　　　　Ez・、鍛恐＊［書署畷①…①諾］一・Ez＊器㊥Ez＊護㊥…㊥Ez・1乙

ところで，ei∈Px、、’とするとe，；∈Ezであるので，

　　　　　　　　　　　　　　　　a＊1夏一∫E・＊T4・ド∫H臨

となる。この関係と（2－8）より，

　　　　Ez＊∂舞伽・1㊦∫鵬㊥一・㊦∫鵬一∫撒・θ・……一SH7”dP，，，t

ゆえに，

　　　　　　　　　　　　　　　　　HT・…i’一多得㊥∫躍耐

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［定理2］　節点Vl，〃1を分離するカットセットをQ，、’とし，　Q、1・＝Qy、i・UQ・n’，　Q！ノ、、’∩Qz、、・＝＝

φ，Qv、、⊂瑞，　Qg、、’⊂E、とすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　HT一∂殿1タ’㊥∫π隔賜・・t

　（証明）混成木の定義からHT＝Eg＊T，補題2を用いると，

HT　一一　Ez　＊T＝：　Ez　＊　STvi，vi・dQii・　”　Eg＊　STvi，vi’dQiii’　＠　Ez　＊　STvi，vi’dQyif

（1伽’¢E、であるので（2一ユ4）から，

Ea＊STvi，vidQtvii’＝　SEz＊Tvi，vi’dQyii’＝SHTvi，vi’dQvii’

また，Q、n’＝ele2＿c・A：，　Q、1i’（＝Ezとすると，

　　　　呵ハ1・v・’・Q・ii’一Ez＊［ST・・，・izdei①∫Tvi，v，・de，　o…小、漁］

　　　　　　　　　　　　　：fi）e＊S7’vi，vi・dei　e　Eg　’a’：　＊ST？，i，vi・de2　（｛ll）　a．．　e　E，＊STvt，z，t・deic

ところで，ei∈Pz、、’とするとの∈Ezであるので，

　　　　　　　　　　　　　　Ez＊∫み。幽運砦誇些亟舞劇

この関係と（2－7）を用いて，

　　　　呵隔幽』讐盟’㊥量蝶理⑱・一㊦幣・L課撒一∂罪；1：：V・r

ゆえに

　　　　　　　　　　　　　　　　昨驚響①∫弘，縄・ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（言正明糸冬）

　定理1を用いてつぎの定理を得る。

　［定理3］　グラフGの一つの閉路をL，とし，Li　・Lyi，UL2i，，　LiVe∩傷＝φ，　Lyt⊂E，，傷⊂Eq
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とするとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　募④∫HT4傷一φ

　（証明）　グラフGの任意の一一一つの枝をの＝（Vl，　v｛）とする。台を含む任意の一つの閉路Lt

を考えると¢一ei，）はVl，び｛間の一一一…iつの道である。（Lt－ei．）＝：Pii’，Pii’　＝Rvn’UPxn’，／）1111’∩P・・11’

譜φ，f）、、、’⊂Ev，1）、、ゴ⊂Eaとすると，　c7，：∈…E／vのとき，

　　　　　　　　　　　　瓢㊥∫HT4砺（蝦藻㊦∫HT4殉㊦響

となりeiもVl，び1の一一一つ¢）道であるので，定理！から，

　　　　　　　　　　（劉1碓T殉①饗＝＝HT・…i’㊦砿バ・

となる。ei∈Egび）ときも同様である。（証明終）

　また，定理2からつぎの定理を得る。

　ε定理4］　グラフGの一つのカットセットをQ，，とし（必讐（～ViUQ、，／，　Qyi∩（2、斤φ，　Qyi⊂E・，．

Q、i⊂Eaとするとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　謬㊦伽4鈴φ

　（証明）帰納法で証明する。ρ日瀧1のとき，〔2F6，：は可分技となり，的∈馬ならばei，はす

べてのf／Tの要素に含まれる。ゆえに，∫HTdei，　＝：　ip。またの∈Ezならば，　etはHTのどの

要素に給轍い・販に．ｿ一・．

　iQ’＝：7z－1，まで成立したとする。　i（函⇒zの場合，　Q，．の中の一つ4）枝をetとする。の∈E“の

場合，H：T　＝＝　HT（1りUH7’（勃，（？／，ye一の＝qyiとすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫HT幽一観・H7一（1り・

　　　　　　　．瓢㊦∫∬晦一点撃1）①鯉（言り4％♂殿甑）①∫亙τω4駒・

となる。

　ここで，H7T（：i）はeiを開放除去したグラフの混成木集舎で，　Q、，Uqu‘はそのグラフの一つ

のカットセットである。また，iQ、εUσ“，←n－！であるので仮定から，

　　　　　　　　　　　　　　　　論り㊥∫礁）吻s・1・＝・

また，亙TGり誤｛et｝×H：T。、iV、・，（の＝（〃‘，〃1））であるので，

　　　　　澱）㊦∫一回一・｝・（駕野ψT　・吻の一｛etl｝・聯）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（∵定理2から）

ゆえに，

　　　　　　謬㊦SHTdQ，，，．一（謁∫㊥∫班49〃・）（・）｛ei｝　×　HT（の㊦側・HT（1り一φ

となる。

　ei．（wr　E．σ）場合も同様に，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓢二e∫HTdQ・，，　一　ip
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となる。

　この結果，iQe［　・nの場合も成立し定理は証明された。（証明終）

　混成le木の定義から混成2木集舎HT”2”2’は次の補題のように求めることができる。

　〔補題3］e2＝（v2，v．：）とすると，

　　　　　　　　　　　　　　HT”…’一∫ffTde2…鴫のとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　一響…e助・き

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（補題終）

　補題3では枝e2　＝　（v2，〃；）を用いて混成2木集合が求められるが枝e2を含む一つのカットセ

ットQ22’を考え，　S22’＝（Q22’一　c’2）の枝からなる部分グラフを枝e2に関する“サブカットセッ

ト”とよぶことにする（ただし，枝C・2が一つの節点になっている場合つまりV2，〃；が同一節

点になっている場合VL］，垢を分割してできたグラフのv2，　vlを分離するカッFセットとするQ

これは特別な場合であって一つ4）節点中に仮想な枝（長さ0σ）枝）があると考えている）と，サ

ブカットセットS22’を用いてつぎのように混成2木集合を求めることができる。

　［定理5］　枝e2　・・　（v2，垢）に関する一つのサブカットセットをS22・とし，　S22’＝S1122’USz22’，　S，，ノ22・

∩S、22’　・φ，SltL2’⊂ELy，　S、22’⊂E，とすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　班一回㊦卿4s醜

　（証明）　定礫4からV・2，垢を分離する一つのカットセットを（222’とし，Q，，，’＝Qy22・UQx22’，

Q㌧22’∩Q、22’謂φ，Q〃22・⊂＝E，ノ，　Q、22’⊂Ezとすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　瓢㊦∫欄〃・・一・

となる。

　C12∈Eyの場合。　S2，，’＝Q，，、’一e2であるので，

　　　　　　　　　　　　　　（多護①∫∬T4s…’）㊥∫鵬一・

となる。

ゆえに，

　　　　　　　　　　　　　　　SHTcle，一krsH一一t，T，一，eSHTds・，，，・・

補題3から，

　　　　　　　　　　　　　　　　HT醜学課㊦∫HT4s配

θ2∈E，の場合も同様である。（証明終）

　例を示す。

　［例題4－1］

　（i）図4－1の（a）のグラフを考えよう。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E＝｛eleL，e3C24esCi6C］7｝

　　　　　　　　　　　　　　　Ey＝｛eie2e：，e6e7｝，　E，　＝｛e3e4｝

このグラフの混成木集合HTは，
　　　　　　　HT＝　｛ele2e；｛e4es，　eie2e3e4e6，　eleac）4efie6，　c）le2c13，　c）le2c74，　c）lc？3ei，

　　　　　　　　　　　　ele4e6，　e2e3ei，　e2e3e6，　eu，e4e；，，　e2e4e6，　e3ese6，　e4er，e6，　el，　es，　e6｝
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　　　　　　　　　　　＝：　｛ele2eliei，　ele2e3e6，　eEc？2e4efi，　e；e2e4e6，　ele3ese6，　eEe4ese6，　eles，　elec，｝

これは明らかに∫H：Tdeiと一致している。つぎに，　S22’＝｛e3e7｝，　S，J22’＝｛e7｝，　S、，，’　・＝｛e3｝とする

と，これは仮想の枝e・i　＝　（v2，　V；）に関するサブカットセットである。　HT”2V2’はつぎのように求

まる。

　　　　HT櫨一∂謬①∫HTde7

　　　　　　　＝　｛ele2e3e4ese7，　ele2e3e4e6e7，　ele3e4ef，e6e7，　ele2e3e7，　ele2eae；，，　ele2e4e6，　ele2e4e7，

　　　　　　　ele3ese7，　ele4ese6，　ele4e6e7，　e2e3ese7，　e2e」e6e7，　e2e4ese7，　e2e4e．e7，　e3ese6e7，

　　　　　　　e4ese6e7，　ele2，　elefi，　ele7，　e2ei，　e2e6，　ese6，　ese7，　e6eb｝

　（ii）図4－！の（b）のグラフを考えよう。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E＝　｛ele2e3e4C’s｝

　　　　　　　　　　　　　　　E・u　一一　｛eie2es｝，　E，　＝　｛e3e4｝

このグラフの混成木集合HTは，
　　　　　　　　　　llT＝　｛ele2e3e4es，　ele2e4，　ele4ei，　ele3eb，　e2eaeb，　el，　e2，　ei｝

Vl，〃1間に枝がないが仮想の枝6芦ωi，　V｛）を考えetに関するサブカットセットS、、’を考える。

　　　　　　　　　　　　Sn，　＝　｛e3est，　Sy，，，＝　｛er，｝，　Sz，，・＝　｛e3｝

　　　　　　HTvivi’　＝2’5ZglliZ－eSHTde，＝　｛e，e2e，es，　e，es，　e2es｝e｛eie2e4ei，　eies，　e2ei，｝　＝＝　¢

この結果はS1、’・・　Q、、’であることから定理4により明らかである。（例題終）

この例題4－1からわかるように定理5は定理1に鮒応ずるものである。定理1ではVl，〃1が同

一節点でなくVl，　V｛間に枝がない場合，仮想の技ei＝（Vl，　vl）を考えのを含む閉路L，からei

を除いた部分グラフである道P、、’を用いてHT。i，vi’を求めた。またVl，　V｛が同一節点の場合，

仮想の枝et　＝　（Va，　vl）を考えるとVl，　V、1の間の道はそのグラフの一つの閉路となりH7「。輿＝φ
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（定埋3）となる。これに対して定理5はv1，　vlが同一節点の場合，仮想の枝6F（v1，　v｛）を考え

6‘を奮むカットセットからeiを除いたものすなわちのに関するサブカットセットを用いて

HTVI’Vl’を求めた。　また，　Vl，〃1が同一一節点でなく　Vl，　vl間に枝がない場合，仮想の枝et　：

（Vi，　V；）を含むカットセットからeiを除いたものはそのグラフの一つのカットセットであるので

（eiは仮想の枝であるから）H7「駒’＝φ（定理4）となる。

5．　結 言

　新たな部分グラフとして混成々木，混成ん木を定義し，漉成k木が従来の概念le木，補ん

木を，混成le木が従来の概念le補木，補le補木をその特別の場舎として愈むことを示した。そ

して，混成木集合，混成le木集合，混成le木集合の性質を調べるために，まずeg　！段階として

混成木集合，混成2木集念，混成2木集合の間の関係を調べる心要があり（実際，2端子1潮路網

の回路関数ぱ混成木集合，混成2木集合，混成2木集合を用いて表現できる），混成木集合と一

つの道（閉路の部分グラフと考えられる）とから混成2木集舎が求まり（定埋1），混成木集合と

一つのサブカットセット（カットセッ1・の部分グラフ）とから混成2木集合が求まる　（定理5）

ことを示した。その他混成木集合と閉路，カットセットとの関係を述べた。

　これらの関係は混成le木集合，混成々木集合へ拡張されなければならない（回路網的には，

多端子網の回路関数の位相幾何学的表現に相当する）が，これについては（H）で述べる。
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