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任意サンフ．ル数のデータによる二次元高速

　　　　　　　フーリエ変換法（第1報）

一一一．．．・… ｻのアルゴリズムー…．．…

青　　木　　　　　直
（［1召禾「147脅三11月30日受∫里）

Two－Dimensional　Fast　Fourier　Transform　with　Data

　　　　　　of　Arbitrary　Sampling　Number　（1）

　　　　　　　　　　　　　一lts　Algorithm一

　　　　　Yoshinao　Aom

Department　of　Electronic　Engineering

　　（Received　November　30，　1972）

Abstraet

　　An　algorithm　of　a　two－dimensional　fast　Fourier　transform　is　discussecl．　The　algorithm

is　applicable　for　the　calculation　of　a　two－dimensional　discrete　Fourier　transform　with　data　of

different　sampiing　numbers　with　respect　to　each　dimension．　The　algorithm　is　derived　by

factoring　the　Fourier　transform　matrix　when　the　sampling　numbers　can　be　factored．　Even

when　the　sampling　numbers　are　primes，　the　algorithm　is　valid，　resulting　in　an　algorithm

applicable　to　any　numbers　of　samplecl　data．　To　estimate　the　tjme　required　in　the　tansform

operation，　the　number　of　multiplications　is　discussed　by　running　a　comparison　between　the　fast

Fourier　transform　ac　lgorithm　and　a　conventional　one．

1．　ま　え　が　き

　CooleyとTukeyにより閉発された高速フーり＝変換法（Fast　Fourler　Transform，略して

FFT　と書く）1・2）は，フーリエ変換を短時闘で計算することを可能にしいろいろな分野で有効に

使用されている。特にデータの数が多くなる程FFTのアルゴリズムはその有効【生を発揮するの

で，ホログラム情報処理3）などのような二次元の情報を扱う場．合には従来の計算方法に比べて格

段に計算時間を短縮することができる。し．かしCooleyとTukeyによるFFTのアルゴリズム

では，データのサンプル数が2n（n需1，2，＿）のものであるため不便なことが多い。．例えば二次

元の場合，64×64＝4096個のサンプル点で不充分な場合次にとり得るサンプル数は128×128＝

16384個となりテ「一一タの個数の選び方が非常に制限されてくる。そこで任意のサンプル数のデー

タによるFFTのアルゴリズムの開発が望まれることになるが，一次元の場合についてはそのよ

うなアルゴリズム4）が発表されてきている。本報告ではこの一次元のアルゴリズムに沿って二次

元FFTのアルゴリズムについて論じている。二次元のアルゴリズムは一次元のアルゴリズムの

拡張であるが，二次元のため一次元のアルゴリズムでは’考えなくてもよい問題があらわれてく
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る。例えば各次元のサンプル数が異なる場合などがそれで，これらの点を考慮し二次元のアルゴ

リズムを考案している。

　　　　　　　　　　　　　2．　二次元の離散的フーリエ変換

　二変数t，Vの関数X（t，　V）のフーリエ・スペクトル関数をy（S，　Zt）とする。ここでS，　Uはそ

れぞれ変数t，Vに対応するフーリエ・スペクトル座標である。関数X（t，のとy（S，　U）は次式の

フーリエ変換で結びつけられている。

　　　　　　　　　　　　　J｝’（s，u）　：∫二．．鑑κ（ちv）e一’i．2pt（st＋tvV＞cltdv　　　　　（1）

ここで関数κα，のがオ，び座標に関してそれぞれ漉，ぬのサンプル間隔でサンプルされたとし

て，サンプルされた関数X（t，V）をつぎのようにあらわす。

　　　　　　　　　　　　x（ちの考嵩瓢・（ちv）δGr・％）・（あ一n）　　　（・）

ただしδはデラックのデルタ関数でμ，ンはちV座標に関してのサンプル数である。式（2）を

式（1）に代入して，離散的関数X（ちV）のフーリエ・スペクトルY（S，ve）を求めるとつぎのよう

になる。

　　　　綱一島£麟瓢卿）・（　t’r．一7dt）・（あ一・り・一触…〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　ユレ　エ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・　dtdv　XΣx（耀ちnAv）e一砲π（s”1ゴt”t一～tntiV＞　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ME・on＝o
ここでサンプル数μ，ンが整数α，β，M，！＞でμ瓢α114，ン＝βNとあらわされるように選ぶ。つ

ぎに式（3）においてs，tt座標に関して閥隔1／MAt，1／1＞Avでサンプリングをおこなう。この

サンプリングは，関数κ（ちのを

　　　　　　　　κ（t，v）＝x（t十M∠ft，　zゆ＝x（t，　v十1＞∠ゴzノ）＝x（t一←ルノ∠t，　zフ十八「∠tv）＝・一　　　　　　　　　　　（4）

のようにMdt，　NAvを周期とする周期関数とした場合，そのフーリエ係数はs－z・t平面で，！／

MAt，1／A「Avの間隔でならんでいることを意味している。この点については一次元の場合につき

付録1で説明をくわえている。サンプルされたフーリエ・スペクトルはつぎのようにあらわさ

れる。

　　　　　γ（Mt　ntMAt’　Ndv）口叩覧卿卿・砿齢・一口

　　　　　　　　　　一訟黛：（di－1　B－1ΣΣx（吻＋aMa＝＝o　b＝o）・ち＠＋鵬）ピー一勘（・）

ただし式（5）の導出にあたっては，指数関数の周期性を利用してexp［一ガ2π〃吻＋αM）／M］＝

exp［一犯π”刎！14コとしている。ここで式（5）のなかの関数をつぎのように書き漁＝す。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ω一1β一1
　　　　　　　　　　　．x’吻4ちnAv）　・ΣΣx（吻＋aM）dち＠÷bN）dv）　　　　　　　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　a・＝Ob＝＝O

式（6）であらわされた関数は，元の関数をt座標に関してはMdt，2Mdt，＿，　v座標に関し

てはNAv，2N∠〃，＿のようにずらして重ね合わせた関数である。ここで元の関数をオ痙標に関

　しては一　MAt／2か日MAt／2までしか値を持たず，　v座標に関しては一！＞dv／2からIVdv／2ま

でしか値を持たぬようにしてやれば，式（6）の関数はちv座標に関してそれぞれ周期がMAt，

Ndvの周期関数になっているのがわかる。この場合一周期についてのみ考慮すれば充分である

から式（5）をつぎのように書き鷹す。
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　　　　　　　　　γ（771t　ntMdt’ノ〉∠ゴz，）畷黛ズ（・蜘・・の・一一一・／・・　　（・）

式（7）は元の関数の一周期にわたる　M×N個のサンプル値の離散的フーリエ変換（Discrete

Fourier　Transform，略してDFT）をあらわしている。

　つぎに式（7）をみやすくするために，7n’＝le’一1，　n’＝JL　1，　m＝le－1，π＝1－！と置き換え，

つぎのような｛巖ぎ換えをおこなうn
　　　Y（lt？Ciilili－tl，　t’　一一zil　）＝　Yk・tt，　x’（（le－1）dt，　（1－1）‘dv）＝　x”L，t，　v”＝　e－i・2＝・iM，　vv＝e－i’2r・／・y　（s）

簡単のためdt＝1／M，　dv＝　1／Nとすると式（8）を用いて式（7）はつぎのようにあらわされる。

　　　　　　　　　　　　・伽「繕か胆叩一・・　　　（・）

式（9）であらわされた二次元r）FTをいかに腹索数の掛算回数を少なくして計算するかがつぎ

の聞茶となる。

　　　　　　　　　　　　　3．　変換マトリックスの因数分解

　式（9）をマトリックスで表わすとつぎのようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　［Y］一［V］［X］［1？V］　（！0）
ただし［Y］はYx，・i’のマトリックス要素を持つM行N列の’マトリックスで［X］は照’の

マトリックス要素を持つM行ノ〉列のマトリックスである。［V］，［研］はフーリエ変換マ1・リ

ックスとでもよばれるべきマトリックスでそれぞれM行M列，！＞行N列のつぎのようなマ

トリックスである（付録II参照）。

　　　　　　　　　　　　　噛：1臨☆セi　（・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　rl一一一一一一一一一！一一一一t－t一一a一一一一一　1

　　　　　　　　　　　　　［町一i…w（t’：・）（’一・・…Yl・　（1，一’1）（・v一・）　　　　　　　（12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　i．．．W（tVm：1）（irm1）．．．．．．　tiY

ここで式（i1）および（12）のマトリックについてマトリックスの困数分解をおこなってゆく方

法を考える。式を簡単にするためにつぎのような表記法を胴いる。要索がσ。、のM行からなる

列べクトルを〔・41とし，

　　　　　　　　　　　　　　　　　囲1絶脇　　　（13）

とあらわす。同様にM列の行ベクトルレ4］については
　　　　　　　　　　　　　i／4］＝［αド『・Ct？ガ・・Cl　」t］＝雰f襯ilaτ，置］＝1（1　ni］霧扁1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

とあらわす。

　式（11）と（12）のマトリックスは同じ形をしているから式（1！）のマトリックスについて考

えれば岡じ議論が式（12）のマトリックスについても成立つeサンプル数Mが素数でなく　M

＝p×M’のように因数に分解できたとする。この場舎式（11）のマトリックスのle’番目の行ベ

クトルを取り出して書いてみるとつぎのようになる。
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　　　　1Vlt，ic］ff．．1＝＝　［Vk，i　Vk，za　…　Vktp　VAvlVP（ic’一1）　vk，2YP（ic’th1）　・・．vk，pV’P（i：’一1）

　　　　　　Vk’、砕ρ（胸♪砺・2砕P（A：～1）…Vk・P　V2P　（k’一ユ）

　　　　　　ViC’1V（u’一1）P（A：’一1）　Vk・2V（M’一1）P（κ’一1）　Vk・pl／（N’　1）P（k’一1＞ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

ただし式（15）において小文字のVL・，kは式（！1）のマトリックス要素をあらわしておりVA，’k＝

y（席Llx適）である。ここで

　　　　　　　　　　　　　　iVA：’k］kP一一i”：［Vk：，1　VA：，2　’・・　Vk，p］　（16）

を用いて式（！5）を書き直すとつぎのようになる。
　　1，vk・nt］1！ti．，，＝［ivh，k］：．．．．，　l　vk：，k，］£L一，V7’（ic’一i）　…　l　vJvte］：．L，V｛”Li）i’（k’rmi）］＝：／lvts，h］：一，V（q－i）p（L”一i）］r．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！7）

ここで

である。ただし｛

　　　Vp（AV－1）＝e一（io．：／bl＞p（n；’一1）＝e－i2”｛p（n：’一1）｝］loD　ff

｝MOD　UぱMで割った余りを示す。
｛　P（k’一　1）｝　iloD　M＝　｛P（le’一　！）｝　｝（oD　p　xur・　＝　IS）　｛（k’　一　1）｝］toD　M’

であるので，

　　　　　　　　　　　1妬・k］篇u。（q－1＞］農・

　　　　　　　　　　　II　vltv，］｛．i」IVPCQ－1）］Sf／　1，

　　　　　　lv，，，，，］，2．Et’一，＝
　　　　　　　　　　　llvA．k］ll“IV2P（q－i）］r　1，

　　　　　　　　　　　瞬’調一1y（ftt’一Mq－1＞］誕1・

となる。さらに式を簡単にするために，

iv・k］鴛。、一α1，　lv，魂．、継α，，

φp＝｝0］鴛訟1瓢［0，0，…，0］

　　（’1　9”“’？

Up w1気i，
　　L6一＿1こ61

｛（le’一1）｝mD盈漏0

｛（let－1）｝ハ10D即＝1

｛（k’　一　1）｝　｝ioD　M・　＝＝　2

｛（k’　rm　！）｝　MoD　bl・　＝　M’　一　！

・・」
C　lvu，k］kP＝i＝am，

（18）

（19）

（20）

（21）

とおく。ただしφIJ，　Upはそれぞれ力個の0を要素として持つ行ベクトルとP行力列の単位マ

トリックスである。式（20）と（2！）を用いて式（11）のマトリックスを黙1数分解した形で書く

とつぎのようになる。

［V］　一

cr1　¢P　¢P’””’””

φP　α2　φグ…一

¢P　ipAi　a3

96｝・一一一一・一一一一一一一一一・一一・一一一一一一一

αnt・＋、φグ・一…一一

¢p　ctU’＋2’’’’’’’’’’’”

1φレー一一・一

1触・・φプ’”』…

φP　a2N’＋ジー』・…

　i

a（p－1）art“1　dip”’’”

¢，p　cr（p－1）M’＋2，．．．．．．．

¢i
垂普@一一一一一一一一一一一一・一一一一一一一一一一一一

‘””’h一’””””’”’
曹吹f

‘一一’”h”…“’HM－V
曹

　　　幽“rrr“■

．．．．．．．一．．．．．．．．．．一一

≠撃汲煤fl

　　　　　　I’’”H’”””H’一’”
曹

’’’’”””H一一’’’”
曹

ill“ill‘JillL；：1”；’一’icr2itt　1

‘…』』甲…』”「‘ ﾓ屑

”HHH”MMH一”
@¢p　i

　　　　　i　ii

…一…．．h．“一一一
№Up　i

．一．．．　1

．．．．：1二τ：＝二1：ll’：。，w

Vl’　Up

V2PUp

Up　V（N’一1）1’Up　V｛M’rm　2）PUp

Up　一””“…””””””’””一　Up

Y2P　Uii一一一一一一一一一VCbl’一1｝pUp

V‘PUpr一一一一一一一一V（M’一2｝PUp

　　　　．．．．．．一一　Vp　U，，

（22）
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式（22）の困数分解されたマトリックスのうち第2番目のものは元のマトリックス［V］と似た

形をしている。つまり式（11）のマトリックスにおいて要素1のかわりに単位マトリックスUp，　y

のかわりにVl’とおきMをMtと考えれば式（22）の第2番目のマトリックスとなる。したが

ってMtが素数でなくさらに因数分解できれぽ，今まで述べて来たと同じ方法で式（22）の第2

番目のマトリックスも因数分解できる。式（22）の第1番目のマトリックスを［V，］とし，第2

番鼠のマトリックスを因数分解して得られる最初のマトリックスを［偽］と順次名づけてゆけば，

Mの因数がm個の場合マトリックス［V］はつぎのようにあらわされる。

　　　　　　　　　　　　　　　［V］　＝［Va］［V2］　．．・　［Vm］　（L’3）

式（12）のマトリックスに関しても同様の議論が成立する。ここで式（22）の第1番屠のマトリ

ックスからも明らかなように［V，〕，ε％］，＿のマトリソクスはその要素の大部分が0となって

いる。このことが［Vコをまともに計算するよりも式（23）のように0を多く含むマトリックス

に分解して計算をおこなった方が計算回数が少なくてすむことの理由になっている。次節では実

例を示し，計箪回数に関して考察をおこなってみる。

4．　因数分解法の例と計算回数

　簡単な場合につき3節で述べたフーリエと変換マトリックスの因数分解法の例を示しておく。

データが8×6個の場合，M＝8，　N＝6としてMについては因数2を取り嚇し，1＞について

は因数3を取り出して計算してみる。つまりマトリックス［V］に関してはp＝2，M’＝4，マト

リックス［W］に関してはP・＝3，M’　・2として式（22）にしたがって因数分解する。

　　　　　　　　　　　　　　［Y］　＝［V，］［V｛］［Xj［VV，］［W，］　（24）

　　　　ユ　1io　oio　oiO

　　　　O　Oi！　ViiO　OIO

　　　　O　OiO　Oil　V210
［Vi］一一1－9一’”：9：’ii”9H’”9’ii”9”’”9r’1”！，・・

　　　　1　v4io　olo　olO

o

o

o

V3

0

0

0

V7

　　　　　　　ヒ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　に

　　　　1　　0i1　　0　i　1　　0　i　1　　0

［V｛］一

?：燃1：1

（25）

（26）
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＿嬉縄縣：〕

　　　11　1　W4　W2iO　O　O

　　　to　0

　　　　1　0

　　　　0　！

　　　　o　o
［レレ2］職………・…

　　　　1　0

　　　　0　1

　　　　0　0

　Oi！　1＞llbW4／

　Oi！　0　0、
・i・1・｝

！i・ooI

0躍300i
・1・’W30t
　1｝0　　　　0　W3ノ

（27）

（‘．，．8）

ここで式（26）の［V｛］は再び因数分解可能である。つまりM’＝4・＝2×2として因．数2を取り

1：1二｝して式（22）にしたがって式（26）のマトリヅクスを［V｛］・・　［　Y，■V3］と分解するとつぎのよ

うになる。

［V2］一一

［　V3］　＝＝

yi・

IiE

1胡1詔9！
O　O　O　！　O　V20

0　O　O　O　1　OV2

0　V40　0　0　0　0

！　0　V40　00　0

0　0　0　1　0　V6　0

0　0　0　0　1　0V6，

O　O　O　1　O　O　0

！　0　0　0　1　0　O

O　！　O　O　O　1　O

O　O　1　O　O　O　I

ooo　V4　OO　Oi

！　O　O　O　V40　0

0　1　0　0　0　V4　O　I

O　O　l　O　O　OV4　ii

（29）

（30）

よってフーリエ係数［Y］はつぎのようにして計算されることになる。

　　　　　　　　　　　〔〕イ］＝〔〔＝1レ1／2］’J’｛＝】珂／1］T〔［1／1］［レ「2］［V3］［ix］］T］7’　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

ここで添字丁はマトリックスの転置をおこなうことを意味している。

　つぎに式（31）のようにあらわされたマトリックスの積の計算において0でない掛算の回数に

ついて考えてみる。まず一次元FFTの場合を考え，　Mの囚数をPi，　P2，＿，カ。1．とすれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M＝T「P・e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in・1

となる。M行M列のマトリックスの掛算において0でない掛算の醐数をF（M）であらわすと

式（22）のようにマトリックスを一回因数分解をした後では掛算の圓数はつぎのようになる○
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　　　　　　　　　　　　　　　　F（M）一MP，・P，F（鈴　　　　（33）

式（22）においては，α1，α2，．．．等はA個の行ベクトルで，その行ベクトルが全部でM個ある

から式（33）の右辺の第1項が出てくる。式（22）の第2番目のマトリックスは，Pi行Pi列の

単位マトリックスとMtp，行ルηあ列のマトリックスの積であるので掛算の圓数はP，F（MIP，）

となる。’」式（3．　，3）のF（M／Pエ）に式（33）の関係を繰返し用いると

　　　　　　　　　　　　　　　　　アダし　ユ　　　　　　　　　　　　　F（M）司4Σ♪‘＋Pi　P2＿Prtt．．　zF（P。）　　　　　　　　　（34）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　’i＝1
となる。ここでPmは素数であるのでF（P，，e）＝揚bとすれば結局F（M）は次式のように求まる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アノヒ　
　　　　　　　　　　　　　　　　　F（M）篇MΣあ　　　　　　　　　　　　　（35）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ε鐸1

一次元の場合はデータが1列の列べクトルであったものが，二次元ではN列に増えるわけであ

るので式（35）をN倍すれば［V］のマトリックスの掛算照1数については数えつくしたことに

なる。したがって〔W］のマトリックスの計算にあらわれてくる掛算の園数を同様に計算して加

えれば全体の掛算の回数F（M，N）が得られる。　N＝qiq2＿q，t’と因数分解できるとすれば，

F（M，1＞）はつぎのように書ける。

　　　　　　　　　　　　　　F（M・・N）一MN（慧ρ・＋嵐の　　　　（36）

特にM＝pm，1＞．・，　qnの場合はつぎのようになる。

　　　　　　　　　　　　　　F（M，N）一M1＞（P1・9許gl・9容）　　　　　　　（37）

式（7）であらわされているDFTをまともに計算するとその掛箪回数F’（M，1＞）は，スペクト

ル画の一点を計算するのにM×1＞側の計算が必要なことを考えればつぎのように求まる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ft（M，！＞）＝M22＞2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

式（37）であらわされる回数は式（38）であらわされる回数より少なく，M，！＞が大きくなると

その差はきわめて大きくなる。例えばM＝！＞，P＝q＝2とすれば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　2顎〔ノゾ，！＞）＝42＞210g　aV　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F’（N，N）＝・N4　　　　　　　　　　　（40）

となるからNが大きくなるとF（N，N）はF’（N，N）に比べてきわめて小さくなることがわか

る。したがって二次元のサンプル数の多いDFTの計算法としてFFTのアルゴリズムがきわ

めて有効な方法であることがわかる。

5．　あ　と　が　き

　任意サンプル数のデータの二次元FFTのアルゴリズムについて考察した。このアルゴリズム

はフーリエ変換マトリソクスを因数分解してゆく方法なので，サンプル数が素数であればFFT

の意味がないが，サンプル数がすこしでも因数分解できれば，それだけ計算回数を減らしてゆく

ことができる。このアルゴリズムのように任意サンプル数のデータにFFTが適用できると，デ

ータ数の選び方をFFTのアルゴリズムに合わせる必要がなくなり，　FFTを使用することが格

段に便利になるe

　アルゴリズムができるとつぎの娼聾題はこのアルゴリズムを利用しての計算機プvグラミングで

ある。プログラミングも作り方によっては，　FFTのアルゴリズムを利用しているのに理論通り

演算時閥が短縮されない場合がある。このようなプmグラミングの開題についてはrこのテーマ

の第2報で論ずる予定であるg
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付 録

　I　DFTに関する二，三の考察

　簡．単のため一次元でDFTに関する＝．，三の考察をおこなってみる。図！－aのようなδ関数

をずらして重ねていったサンプリング関数comb（t／lit）を考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　comb　（St）　＝．＝XO－O　．6（tl－t・　一n）　（A－1）

ただしdtはサンプリング間隔である。ノをフーリエ変換オペレータとすれば式（A－1）のフー
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リェ変換はつぎのように求まる：）。

外・m・（tdt）］一軸・（A・s）識・（・一蕩） （A－2）

武（A－2）であらわされる関数を閣！－bに示しておく。つぎに図2－aに示すように　一7「／2く’

＜：T／2の範闘で値をもち，その他の範囲では。となっている関数を∫（t）とし，そのフーリエ変

換をF（s）とする。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，9　［f（t）］一F（s）　（A－3）

図2－aの関数をTつつずらせて重ねてつくった図2－bに示すような周期：τ「の周期関数fi）（t）

はつぎのようにあらわされるQ

　　　　　　fp（t）＝．m＝OHe　．．f（tmnT）　＝　S－Oeco　．t：lll’．o“（t’一nT）f（．t－t’）dt’＝i一　comb　（一Tt一一）　’rc’　f（t）　（A－4）

ただし普はコンヴォリューシ。ン積分をあらわす。ここで式（A－4）の関係を式（A－！）の関数

で示されるようなサンプリングをおこなって得られる関数をfs（のとする。　fs（のは式（A－4）と

式（A－1）の積よりつぎのように．覗ける。

f・（t）一［ナ・・m・（参）畷の］・・m・（あ）
（A－5）

式（A－5）の関数を図3－aに示しておく○つぎにこのfs（t）のフーリエ変換をおこなってみるQ

二つの関数の積のフーリエ変換は各々の関数のフーリエ変換のコリレーションに，二つの関数の

コンヴォリューションのフーリエ変換は各々の関．数のフーリエ変換の積になることに留意すれ

ば，fs（のq）フーリエ変換はつぎのように求まる。

へ（s）一9陶の］一，yat［ナ・・m・（手）殉］・外・m・G彦）］一［・・m・（7”s）F（・）］・・’・・nib（dts）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－6）

ただし＊印はコリレーショソ積分をあらわしている。comb関数とのコリレーションは，コン

ヴォリューションと囲じものになるから式（A－6）はコンヴォーリューション積分と考えてもよ

い。すると関数Fs（s）は，図2－bの関数f（t）のフーリエ変換F（s）をs座標上で1／T間隔で

サンプルしたものを，！／dtつつずらして重ね合せた周期関数となっている。図3－bはFs（s）を

示している。このことからフーリ＝・スペクトル鷹三園では1）FTの伯ll｛は（！／T）＝（1／Ndt）（1＞＝：

T／dt）の闘隔でならんでいることになる。　f（t）のフーリエ変換F（s）がs座標上で1／dt以上に

ひろがっていると　comb（Ts）F（s）を1／dtつつずらして重ねていった場合・F（s）の形が保存・され

ぬ部分がでてくる。これに反してF（s）が！／dt以内にあれば，つまり元の関数プ（t）が！／2At以上

の周波数成分を含まねば，comb（Ts）F（s）を！／Atつつずらして重ねていっても重なり合う都分

がないから，　DFTで得られるフーリ＝・スペクトルは正確に！てののフーリエ・スペクトルと

なっている。

　II　DFTのマトリックス表示

　式（9）のDFTをマトリックスで表わすとつぎのようになる。

　　　　鰭掘1蔀ll：証iill州
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×

　　　　　　　　　　青木由直

エソ　　　　　　　　　　　　　が　　　　　　　　　　　　　　　　ル

ΣXie　M／。（t・　一1＞…ΣX、tW（乙’一1）（‘一1）…Σ　X，‘　VV（N－1＞（t－1）

t．　ml　　　　　　　　　　t．　＝1　　　　　　　　　　　　　1．m1

西　　　　　　　泣　　　　　　　　挿
ΣXた調0（t｝1）…ΣX，，wr（‘一1）（i・　一1）…Σ　Xi、‘W（’V－1）（乙一1）

t・　r1　　　　　　‘ラ1　　　　　　　‘『1

ハド　　　　　　　　　　　　　ルド　　　　　　　　　　　　　　　エヘド

Σ　X．，　PVO（～1）…ΣX紐γ（”㎜1Xト1）…Σ］X濯‘W（’NJ－1）（i’　一1）

∠鄙1　　　　　　　　　　t＝＝1　　　　　　　　　　　　　t＝1

　　！…！……………！　　　、r．Yi1…X1！…X1粕　　「……　　…　　………｛
＝隠’”Ilx｛k’一1）（k　1）’”￥嗣〉（Af“o辱”’蜘’噂’酬

　　＼！…V（」Lt一・）（伺）…レ　　　　（　X，t、…XOtt…Xlt，x・J

　　　　　　　　　　　　　　　　i｝”’i”……●1

　　　　　　　　　　　　　　　×…1…rv（”一・）（L－1）．．．VV（t’一1）（・V－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　Ii　i　　　　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　L1＿w（・IL　1）（t－1）＿w　　　　ノ

！0

（A－7）


