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凸多面体の端点の階級付けアルゴリズム

大　内　　　東労　加　地　郁　夫幹

　　　　（昭和47年11月30日受理）

An　Aigorithm　£or　Ranking　All　Extreme　Points

　　　　　　　Azuma　Ooucm　and　lkuo　KAJI

　　　　　　　（Received　November　30，　1972）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstraet

　　An　algorithm　for　searching　and　leveling．　alj　extreme　points　of　a　convex　polyhedron

corresponding　to　a　linear　programming　problem　lm　a　decreasing　order　of　the　linear　objective

function　is　described．

　　　　　　　　　　　　　　　　1．　ま　え　が　き

　最適計画問題に於いて，「最適解が実行可能解の集合の端点（EXTREME　PoエNT，　EP）上に於い

て起る」という問題は数多い。従ってこれらの端点を調らべる必要がしばしば起る。本報告では

これらの端点の階級付け（すべての端点を圏的関数の値の大きい順に並べること）の一方法につ

いて述べたものである。ここに述べたアルゴリズムの対象としている最：適問題はLPであり，ま

た縮退は起らないと仮定している。

　本報告の概饗は次のようになっている。第2章では，アルゴリズムの基となる凸多面体の重要

な性質について，これを定理として表わし，証明を行なっている。第3章では，第2章の定理に

旧いて考案したアルゴリズムについて述べ，更にこのアルゴリズムの実行される様子を二つの例

題を使って説明している。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．理論的背景

　次の1．ll：1題。‘LP（1）”と‘‘S（1）”を設定する。

　LP（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　max　z＝　cx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sub．　to；　Ax　za　b

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＞一〇

　S（1）

　LP（1）の実行可能解の端点を階級付けせよ。

　ここで，Aは77t×72の実数のマトリクス，　bは771次元空閥，　E7nの70e，成分ベクトル，　C

　　　　　とXはEnのn成分ベクトル
である。

　以下において，LP（1）は解を持ち，縮退は起らないとして議論を進めるe

’：“
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　2．1　定　　　　　義

　次の事：柄を定義する1）。（第1図，第2図）

定義1．辺（EDGE）

　辞，浦を凸集合X内の異なる任意の二つの

端点とする。これらの二点を結ぶ線分がXと支

持超平面との“まじわり”であるとき，この線

分を和集合Xの辺であると云う。（第1図では，

爾えばABは辺である）

　またκIX’をXの一つの端点とし，　X内の他

の点xをx＝xi“　＋λ（κ一κ診がすべて4）λ）≧0

に対してX内にあるような点とする。集合L＝

｛xlx＝んで＋λ（x－xf），　allλ＞0｝がXと支持超

平面との“まじわり”であるとき，Lは無限に

伸びるXの辺であると云う。

定義2．隣接する端点（ADJACENT　EP）

　凸集合の異なる任意の二つの端点xrとxSは

これらを結ぶ線分が凸集合の辺であるとき隣接し

ていると云う。（第1図では，BとCとはAに
隣接している端点である）

定義3．端点のレベル（LEvEL　of　EP）

　目的関数の値が21＞z2であるような二つの端

点xfと綴に対して，　xiX’は崎よりレベルが

X2

コCl

第1図　辺，隣接する端点，端点のレベルの例
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第2図凸多面錐Cとextreme　supporting
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hyperplane　7，

上にあると云い，逆に崎はxi”よりレベルが下にあると云う。る概2である場合は，　xfと雌

は同じレベルにある，またはエ労とκζはそれぞれ他のalternativeであると云う。（第／図に於

いては，Aは第1レベルの端点，　Cは第2レベルの端点、＿etc．）

定義4．凸多面錐（CoNvEx　PoLYHEDRAL　CoNE）

　凸多面錐Cは有限個の半直線の和で定義される。i．e．，　C・ΣL，。ここで和の意味は集合A，　B

に対してその和SはS＝｛α＋bi，α∈A，　b∈B｝で定義する。（第2図では半直線L，，恥によっ

て1乍られる山多面錐を斜線で示してある）

定義5。ExTREME　suPPoRTING　HALF－sPAcE

　Enの点集舎Hひ　＝｛v［cv　J．≧0｝は，点α1，＿，　ar（r＞勿から生成される　n次元凸多面錐C

が半空間営内にあり，且つ集合｛α、，＿，α。｝び）うちの（n－1）f固の線型独立な点が超平面ω＝

0の上にあるとき，Cに対する“ExTREME　suPPoRTING　HALF－sPAcE”と云う。（第2図におけ

るS，）

定義6．ExTREME　suPPoRTING　HYPERPLANE

　ExTREME　suPPoRTING　HALF－sPAcEの境界を形成する超平面cv＝0は凸多面錐Cの“Ex－

TREME　SUPPORTING　HYPERPLANE”である。（第2図に於けるπはその例である）

　以上の定義のもとに次の補助定理を証明なしで述べる。

　2。2補　助　定　理

補助定理1．

　r個の点α、，＿，α。によって生成される72次元凸多面錐Cに対して，すべてのEXTREME
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suPPoRTING　HYPERPLANEπ，によって1，1，1来るEx　　x2

TREME　SUPPORTING　HALF－SPACE　1／Pεの‘‘まじ衆つり〉，

はC自身である。

補助定理2．

　π次元凸多面体Xの任意の一つの端点を。と

すれば，oと隣接しているすべての端点は。を頂

点とするn次元凸多面錐Cを生成する。このn次

元凸多面錐CはXのすべての端点を含む。（第3

昧D　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xl

　2．3定　　　　理
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第3図　補助定理2の例
　LPσ）の制約式によって定められる実行可能解の

集合は凸多面体であり，実行可能基底解がこの凸多面体の端点に対応し，最適解はこれらの端点

のうちの一つあるいは二つ以上で起ると云うことは周知である。このとき次の定理が成り立つ。

定理1．

　LP（1）の制約式を満足する端点の集合は連結である。　i．e．，集合内の任意の二点は隣接する辺に

よって作られる道により結ぶことが出来る。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レベル0
　証明略す。

定理2．

　LP（1）に於いて，最適偵max　2＝εvを与える最適

端点の集合X。（i．e．，第0レベルσ）端点集合）と次善の

値2＝21，（4－o　＞Zl）を与える第二最適端点の集合X，

（i．e．，第1レベルの端数集合）を考えると，　Xlに属す

る任意の端点に対して，これに隣接する端点が少なく

とも一つはXo内に存在する。（第4図）

証明

　証明は背理法による。

3

　　4
第4図　5レベルに分類される端点の1燐接関係

　x誉をX，に属する任意の端点とする。．￥oに含まれるいかなる端点もxrとは隣接していな

いと仮定する。κrは羅的関数から作られる超平面π，；CX＝Cκ1王にある。超平面πsはEnを

互に素である二つの半空間SiとS2に分割する。すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　　S，　＝　｛xlcx　〉　cx，｝

　　　　　　　　　　　　　　　　S2＝｛xlcx　f．　cx，｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　s，　ns，，　＝　di

　　　　　　　　　　　　　　　　　Si　US2　TErt

仮定により半空間S、内には集合XU以外の他のどんな端点も存在しない。従ってκ詐を頂点と

し雌と隣接しているすべての端点より作られる1！’！’1多面錐Cは半空間S2内にある。よってC

はXoを含まない。これは補助定理2が述べている「CがXのすべての端点を含む」という事

実に反する。従ってXoにはx望と隣接している端点が少なくとも一つ存在する。証明終り。

定理3。

　LP（1）に於いて，ある9の値Z・・Zkを与える端点の集合邸（すなわち，第leレベルの端点

集余）とそれよりレベルが上の端点の集合斯，露0，1，＿，ん一1を考えれば，＆に属する任意

の端点に対して，これに隣接する端点が少なくとも一つは　｛X。UX、U＿U　Xk＿，｝内に存在す
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　る。（第4図）

証明

　定理2を帰納的に用いることにより証明できるので略す。

　2．4　ALTERNATIVE　OPTIMAについての考察2）

　LP（1）の基底マトリクスをB，κ劇をベクトルXB＝B－ibの第i成分とし，ッリをy）＝B－iα」

　の第i成分とする。このとき，シンプレヅクス法により得られる属的関数Zの増減は基底から

出るベクトルをαr，新しく基底に入るベクトルをajとし，　Zの新しい値を2で表わせば

　　　　　　　　　　　　　　身＝＝　z十XBr／iYrゴ（cゴーzプ〉＝z十〇（Cj－zゴ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4．1）

　となる。すなわち，2の変化は0（C」　M　Z」）により決まる。従って最適値と同じ9の値を与える端

点を得るためには，最適解を与えている最終タブローにおいて，（a）2ゴーの＝0（」は非基底）のべ

　クトルαノを新しく基底に入れる，（b）θ＝0，i．e．，　XBr＝0のベクトルb。を基底から追い出す，

のいずれかを行う事により新しい端点を求めれば，この端点はALTERNATIVEとなる。

　2．5　ある端点と隣接している実行可能な端点を求める事

　ある端点と隣接している端点を求める事は基底を一つ交換することにより得られるe掃き出し

のピボットを（r，」）とすれば新しい基底変数の値騒は次の式により得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　舘ドκB1－y’ゴ勘・たyり，　i≠r　　　　　　　　　　　（2．5．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fVBi，　：JUfsr／Yrj　（2，5．2）
ゆえにfYBi⊇≧0であるためには（2，52）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yrj　〉．．　O　（2．5．3）
でなければならない。

　またY。ノ＞O，lyo　g　Oのときは（2．5．1）ぱ自動的に満たされる。

　y々＞0のときは
　　　　　　　　　　　　　　　　　　κβ，／yり一XBr／1ソrj二≧o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5．4）

　（2．5．3），（2．5．4）よりr」Si）≧0であるためには，次のようにして基底から出るベクトルα，を決

定すれば良い。

　　　　　　　　　　　　　　xBr／Yr」＝min｛；VBi／Yij，　Yi，」　＞O｝　＝0　2　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　’i

　一方，Xl的関数の増減は（2．4．1）式で与えられるからzの増大のときはzノー。ゴ＜0であるブ

を，減少のときはる一εブ＞Gであるブを選らべば，新しく基底に入るベクトルぱ決定される。

3．問題S（1）の解法アルゴリズム

　前章の2．3で述べた定理に基いてS（1）の解法アルゴリズムが考えられる。3．1でこのアルゴリ

ズムの概要を，3．2で実際に用いられるラベリング技法について，それぞれ述べることにする。

そのまえに以下の記号を定義しておく。

　X；X＝＝　｛x＊睡＊はしP（1）の実行可能基底解｝

　x8；LP（1）の最適解

　袴；LP（1）における第iレベルで」番団の端点

　X瓢X∈｛擁｝，for　alU（le＝1，2，＿，で，特にX，はしP（1）の最適解の集合を表わす）

　s為凡と隣接している第ブ番目の端点
Sk；　Sk＝　｛sx’，｝，　for　all　／’　（le＝　1，　2，　．．．，　）

　み；み二｛」［ブはX＊の基底を構成しているベクトルα」の添字ガ
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ノ；ノ＝｛あるステップまでに求めたすべてのノi｝

　『；・A－Bで集合Aと集合Bの差集合を表わすe

　3．1　アルゴリズムの概要

　アルゴリズムの概要は以下の様である。

　（1）　シンプレックス法によりしP（1）の最適解Jcgを求め

る。

　（2）x8のALTERNAT1VEを求める。これでXlが決定出
来た。（但し，」・　erノの解は改らためて求める必要はない）

　以下は繰り返えしの手順となる。

　（3）脇と隣接しているすべての端点を求める。＆，とす

る○（み∈∋ノ｝よli余く）

　（4）　集舎　｛（s，us2u＿us，）一（x】ux・，u＿ux，）｝は空

ズ
又

、

ド

1　＼
t　＼
、　　一
＼

＼　　　／

〈7x

い
x

第5図
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　　　　　一　　　一／

L一
アルゴリズムの実行さ

れる様子

であるか？空ならアルゴリズムは完了した。空でないなら次のステップへ∩

　（5）｛S，US2U＿US，，｝一｛X、UX2U＿UX・，｝の中からX，＋、を決定する。ステップ（3）へ。

　このアルゴリズムに従う端点探索の様子1よ第5図に示してある。

　3．2　ラベリング技法

　（a）　ラベルの説明

　前章の3．1で述べたアルゴリズムを実行するために，四種類のラベル｛o，α，β，λ｝を用いる。こ

れらのラベルについて説明する。

　今，アルゴリズムのステップ（5）でSK：，　XA，まで求められたと仮定する。　またα（x＊）と書い

て，Xのうちαとラベル付けられた端点を表わすことにするeo（x＊），β（x＊），λ（κ＊）についても

嗣様の意味とする。

　　　　　　　　　　　　　　た　ラベル［0］；0（濫＊）＝　｛X＊　lxa‘　ql　us，，　or　X＊OP　X，｝

　　　　　　　　　　　　　　’讐1
　　　　　　　　　　　　　　た　　　　　みニ
　ラベル［α］；α（κ＊）＝＝　｛x＊1x＊∈US乞一U茂｝

　　　　　　　　　　　　　　’貫1　　　San1
　ラベル［β］；β（X＊）＝｛κ＊ゆ＊6mi　X，　｝

　ラベル［z］；λ（κ＊）コ釧み〔…ノ｝

　ラベル［o］は，このラベルの付けられた端点に関する情報はこのステップでは必要のないこ

とを示している。すなわち，（i）まだ探索されていない端点，又は（ii）すでにX，，＿，　Xn，一iのど

のレベルかに属していて，且つその隣接端点を探し終った端点，に付けられる。一般のラベリン

グ法では（ii）のikうに以前のラベルを消してしまうような事は起らないが，この問題の場合は

1：1的関数の値が大きい方から順に探索して来ているのでこのような方法が許されるn

　ラベル［α］ぱこのステップで新しく隣接隣点として求められた端点のうち，まだA「且，＿，澱

のどのレベルにも属していない端点に付けられる。　ラベルαの端点は次のレベル分けのとき新

しいレベルの端点として候補にあがる。（ラベルαの端点のうち次のステップで新しく　（le＋1）

レベルの端点となる端点はαからβへとラベルを付け変えられる）

　ラベル［β］ぱ新しくレベルに分類された端点に付けられ，このラベルの端点は次に隣接端点

を求めるときの基となる。（隣接端点を求y）た後，βラベルの端点ぱβから。へとラベルを付け

変えられる）

　基底解はそれを構成するベクトルが岡じであるなら嗣じ解となる。例えば，基底解xi”とxS

について，f，　・＝　1，であるなら厨＝罵である。従って，ある基底添字集合ノ’に対してノ，の要
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素のすべての組合せ刀，刀，＿，乃に対して同一の解厨が対応している。よって，ある組合せで

ある1／／についての解が得られたなら他の組合せ乃（ブ≠1）については新たに解を求める必要

がない。この目的のためにラベルλを用いる。

　（b）　ラベリング・アルゴリズム

　ラベル｛o，α，β，λ｝を用いたラベリング・アルゴリズムは次のように実行される。

　（1）シンプレックス法により　認を求める。認を求める途［・［・：1で得られた端点にはラベルα

を，認にはラベルβを付ける。また，それぞれの基底添字集合みにはラベル1を付ける。

　（2）ラベルβの端点のALTERNATエVESを求め，ラベルβを付ける。これを繰り返し，∫梓ノ

であるALTERNATIvEsがなくなったら（3）へ。（liS然ALTERNATエvEsに対してのみにもλを

付ける）

　次の（3）から（5）は繰り返しの手順となる。

　（3）　ラベルβの端点に対して，その1燐接端点があれぽそれを求める。このとき，その隣接端

点の基底添宇集合みにラベルλが付いている（すなわち，み∈ノ）ならばその基底解を求める

必要ぱない。新しく求めた隣接端点にはラベルαを，その基底添字集合みにはλを付ける。

ラベルβの端点はその隣接端点のあるなしにかかわらずラベル0に付け変える。

　（4）　ラベルαの端点が存在するか？なければアルゴ蓼ズムは終了。あれぽ次へ。

　（5）　ラベルαの端点の中から目的関数の値が最大の端点集合を決定し，これらの端点につい

てαからβへとラベルを付け変える。（3）へ。

　3．3　計　　算　　例

　例1を用いてアルゴリズムの実行される様子を詳しく説明し，ALTERNATIvEsが存在する例と

して，例2をあげる。また用いているタブローはコンパクト・タブP一で次の型をしている。（表

！）o

例1
　第6図を参照しながら説明する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z＝5x，十3x2

　　　　　　　　　　　　　　　　　sub．　to　；　3xi　一y　5x”2　g　15

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5x，　十　2x2　fl｛g　10

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xl，　x2　2｝）　O

　（1）一1　シンプレックス法によりInax　zを求める。　この

とき調べられる端点は0→B→AでAがmax　zを与え
る端点である。0，B，　Aに対するタブローは表2－1から表

2－3に示す。o（x＊）＝｛C｝，α（x＊）＝｛0，　B｝，β（x＊）＝｛A｝。基

表1　コンパクト・タブpa　一
3

X2

塞＼簿1
jli！で》ミ窒i 絹ft
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e・　i．i　．．．．．Lyrmi，e

frt
XB 2

6隻 ツ1π XBI

bm

aj一。ゴ

1

3’mi Y”12 Jr7nn XBne o

zl－cl　1　z2－c2　i 陣一砺

c

A

B

1 2

第6図例　　題　　！

Xl



7　　　　　　　　　　　　　　凸多面体の端点の階級付けアルゴリズム　　　　　　　　　　　　　　61

　　　　　　表2－1　端　　点　　O　　　　　　　　　　　　表2－2　端　　点　　B

　　　　　　i　ai　i　a2　［　xB　i　a4　1　a2　1　xB

　　　＝：噸隈幡　　 ll糊「 P：ll憐
　　勧i　ve5・OO片3・00｝α00　　　2・一〇ブー・00－1£。110・00

　　　　　　表2－3　端　　点　　A　　　　　　　　　　　　表2－4　端　　点　　C

　　　　　　ptt4）as　）xB　rr’rls－al／　a3／xB
　　　llレ1：ll－8：割1：舘　　＝：11：19　Ll：劉1：ll　l

　　zJ－lc」　1　e．s4　1　o．26　1　i2．37　2J・」c」・　1　一3．20　1　o．60　1　g．oo

底ベター・ルがノFl＝｛3，4｝，12　＝＝｛3，1｝，ノF3　＝｛2，1｝からなる解にはラベルλを付ける。ノF＝　｛ノ，，ノ2，

f3｝o

　（2）一IAのALTERNATIVESを求める。この例ではない。

　（3）一！Aの隣接端点を探す。BとCであるがBはすでに求めてあるので捨てる。　o（x＊）＝

｛A｝，cr（x＊）＝｛O，　B，　C｝，β（x＊）＝φ，ノ4＝＝｛2，4｝，ノ＝｛fi，ノ2，ノF3，ノ4｝。（表2－4）

　（4）一1　α（x＊）≠φ。（5）へ。

　（5）岐　α（x＊）＝｛O，B，　C｝の中からzの最大の端点を決める。　Bがそれである。　o（x＊）＝｛A｝，

α（x＊）＝｛O，C｝，β（x＊）＝｛B｝。（3）へ。

　（3）一2　β（x＊）＝＝　｛B｝であるからBと隣接している端点を探す。0であるが0はすでに求め

てある。o（x＊）：＝　｛A，　B｝，α（x＊）＝｛O，C｝，β（x＊）：φ。

　（4）一2　α（x＊）≒φo（5）へ。

　（5）一20とCとのz値を比べて大きい方のCを第3レベルの端点とする。o（x＊）＝｛A，B｝，

α（x＊）＝：｛O｝，β（x＊）＝｛C｝。（3）へ。

　（3）一3　Cの隣接端点0を見つけるが，0はでに求めてある。o（x＊）コ｛A，B，　C｝，α（x＊）＝＝　｛0｝，

fi（x：k）　一一　¢o

（4）一3

（5）一3

（3）一4

α（x＊）＝｛O｝≠φ。（5）へ。

Oが第4レベルの端点となる。o（x＊）＝＝｛A，　B，　C｝，α（x＊）篇φ，β（x＊）＝＝　｛O｝。（3）へ。

すべての端点のラベルは。となる。o（x＊）；｛A，B，C，0｝，α（x＊）一φ，β（x＊）＝・φ，ノ＝｛ノ1，

ノ2，ノr3，ノ4｝O

　（4）一4

例2

cr（x＊）＝¢o　stopo

第7図について説明する。

（1）一！

　　　　z＝一xl－4x2

　　sub．　to；　一xi十2x292

　　　　　．x，十x2　S　1！

　　　　5x，　十　2x2　g　40

　　　　　xl，　x2　2｝）　O

O－D一一一＞B一一一＞A．　o（x＊）＝＝｛C，E｝，　ex（x＊）＝

X1

6

4

2

｛O，D，　B｝，β（X＊）＝　｛A｝。ノr1＝｛3，4，5，6｝，ノ2＝｛2，4，

5，6｝，ノ3＝｛2，1，5，6｝，！4＝｛2，1，3，6｝o

o

D

B

A

c

2　　　　4　　　　6　　　　8
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表3－1　端　　点　　C 表3－2　　立揚　　　　，点　　　　B

11　as afi XB a4 ae XB

ae

α隻

a3

a4

御一（ろプ

一〇．33　／1・　！．67

0．33　1i　一〇，67

　1．oo　ii　一3．oo

　l．OO　1　一4．00

－！．00　’i　6．00

5．00

6．00

9．00

6．00

26，00

aL，

at

as

a6

Zj｝cゴ

O，67　ii　一〇．33

0．33　1　一〇．67

－！，00　1　1．00

－3．00　1　400

3．00　i　一2．00

6．00

2．00

3．00

18．00

26．00

（2）一1　ALTERNA’rlvESなし．。次へ。

（3）一！　0（x＊）＝｛A，C，　E｝，α（x＊）＝｛O，　D，　B，　C｝，β（x＊）＝φ，ノ5＝｛2，！，3，4｝。

（4）一！　α（x＊）≠φ。（5）へ。

（5）一！　0（x＊）＝｛A，C，　E｝，α（x＊）＝｛O，　D｝，β（x＊）・：｛B，　C｝。（表3－！，3－2）。（3）へ。

（3）一2　o（x＊）＝｛A，　B，　C｝，　cr（x＊）＝｛O，　D，　E｝，　B（x“）＝¢．

（4）一2　α（x＊）≠φ○（5）へ。

（5）一2　o（x”’一）＝＝　｛A，　B，　C｝，　a（x“）＝：｛O＞，　P（x”）｛D，　E｝．

（3）一3　o〈x’”’）＝｛A，　B，　C，　D，　E｝，　cr（xts’）＝｛O｝，　P（x”）rth．

（4）一3　α（x＊）≠φ。（5）へ。

（5）一3　o（xasL）＝｛A，　B，　C，　D，　E｝，　a（x“）　＝¢，　B（xX：）＝｛O｝．

（3）一4　o（x”’S’）＝｛A，　B，　C，　D，　E，　O｝，　a（xn’‘’）＝¢，　P（xrr’t’）＝¢．．

（4）一4　a（x”’：’）＝¢．　stopo

4．　あ　と　が　き

　本報告で述べたアルゴリズムは非線型計画問題を解くための部分アルゴリズムとしての利用が

考えられ，筆者等は固定値frj’き問題への応用を図っている。この闇題については改めて報告した

い○
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