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短直角柱の3次元応力解析について

　　奥　　村　　　勇＊

（B召和48年3月23日受理）

On　the　Three　Dimensional　Stress
　　　　　　　　　of　a　Short　Right　Prism

Analysis

Isamu　OKvMuRA

Abstract

　　　This　paper　presents　a　three　dimensional　stress　analysis　of　a　short　right　prism　by　the

series　method，　The　solution　of　the　governing　equations　of　three　dimensional　stress　prob－

lems　was　expressed　in　a　generalized　H．　Neuber’s　solutioni）　to　which　was　added　the　third

term　2　rot　8　and　which　is　equivalent　to　J．　Boussinesq’s　solution．

　　　The　boundary　conditions　of　the　short　right　prism　are　free　from　external　forces　on

the　slde　surfaces　of　the　prism　and　the　uniformly　distributed　partial　rectangular　compres－

sive　load　is　accepted　on　the　upper　surface．　The　displacements　of　the　lower　surface　of

the　prism　are　constrained，　that　is，　u＝O，　v＝＝O　and　xv＝＝O．

　　　The　boundary　conditions　of　this　type　are　freqttently　found　in　the　fouRdation　struc－

tures　of　civi｝　engineering．

　　　Numerical　calculations　were　done　for　the　case　of　a　cube　under　a　square　load　dis－

tributed　in　symmetry．

　　　The　stress　distributions　were　calculated　for　several　ratios　of　the　cross－sectional　breadth

of　the　prism　to　the　loaded　breadth　from　6．0　to　10／9．　These　results　are　shown　in　Fig．

3～F玉g．8．

　　　The　numerical　results　presented　here　were　obtained　usiRg　18　terms　in　the　Fourier

series．　The　simultaneous　linear　equations　of　high　order　in　many　unknown　eonstants　pro－

duced　in　such　cases　were　solved　successfuly　by　the　iterative　method　using　an　accelerator．

　　　The　convergence　of　normal　stress　is　satisfactory　in　the　interior　of　the　prism．　Par－

ticular！y，　the　convergence　of　the　normal　stress　a＝　along　the　central　axis　of　the　prism　is

very　rapid　and　satisfactory　results　are　obtained　by　using　only　8　terms　in　the　Fourier　series．

1． 緒 言

　　　3次元応力問題の理論解には種々あるが，それらが一応J，Boussinesq．．の解に一致すること，

また逆に，」．　Boussinesqの解に等価な解が見かけ上，　H。　Neuberの解およびそれに等価な解に

変形され得ることが秦教授により示されている1）。

　　　本論文では，H．　Neuberの解に第3項2　rot　Sを附加したJ．　Boussinesqの解に等価な一般化

されたあるいは拡張されたH．Neuberの解を用い，　Fig．1に示した短直角柱の3次元応力解析を
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級数解法によりおこなったものである。

　　F三g．！に示した短直角柱の境界条件は，側面が自

由で，上面にX，解紬に関して対称に分布した矩形部

分圧縮荷重を受け，底面の変位が拘束された場合であ

る。この種の境界条件は，土木構造物の基礎構造によ

く見られるものである。
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　　　　　　2．　基礎方程式とその解
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　1．　Coordinate　system　of
　　変位ベクトルuで表わした弾性体の釣合方程式は　　　　　　the　right　prism．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　grad　div　u＝＝O　（！）　　　　　　　　　　　　　　　72u十
　　　　　　　　　　　　　　　　　1－2v

　　ここで，

　　　　　　　　　　　　　　匹轟＋券＋券

　　G：せん断弾性係数，レ：ポアソン比

となる。上式の解である，J．　Boussinesqの解の一般化された表現は次のようである。

　　　　　　　　　　　2Gu　一＝　grad　9十2　rot　8十grad　（rn）一4（1－v）A　（2）

ただし

　　　　　　　　　　　729　＝　72n　＝＝　72S　＝O

　　　　　　　　　　　r＝　（x，y，2）　，　it　＝＝　（？Li，　22，　23）　，　S　＝＝　（Oi，　02，・03）

　　一方，H．　Neuberの解は周知のように次のようなものである。

　　　　　　　　　　　2Gu＝一　grad　F十4（1－v）　di　（3　a）

ただし

　　　　　　　　　　　F　＝dio十rpt　（3　b）
　　　　　　　　　　　72¢，　＝＝　72pt　＝＝　O，　di　＝（thi，　di2，　ip3）

　　今，式（2）において

　　　　　　　　　　　g　＝一　¢o　，　n＝一　di　，　F＝　¢o十r　di

とおくと次式が得られる。

　　　　　　　　　　　2Gu　＝＝一grad　F十4（1－v）　di　十2　rot　8　（4）

　　式（4）は右辺の第3項2rot　Sを除けば式（3　a）のH．　Neuberの角孕に一致する。すなわち，　H．

Neuberの解に2rotθを附加したものはJ．　Boussinesqの解ということができる。したがって，

式（4）を」．　Boussinesvの解あるいは一般化されたH．　Neuberの解！）と呼ぶことができる。本論

文ではこれを用いることにする。

　　式（4）に含まれる調和関数の選択には種々あると思われるが，次のようにしてこれを決定

する。

　　式（3b）の両辺にgradを作用させると

　　　　　　　　　grad　F　＝＝　grad　¢o－1一　di　十a；　grad　〈Z＞i十QJ　grad　di2十z　grad　¢3

さらにdivを作用を作用させて
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　　　　　　　　　　　　V2F　＝＝72φo－Y　2　divφ十x72a），十y72φ2十z72ψ3

ψe，φ痘＝1，2，3）が3次元的調和関数であることを考慮し，上式に再び72を作用させると

　　　　　　　　　　　　V272F　me　272　divφua　2　div　72φ＝＝：0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

が得られる。したがって．Fは3次元的弓調和関数となる。

　　　　　　　　　　　　F　・　e”；arx　e’i，Ss？xeirkx　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

を式（5）に代入すると次の特性方程式が得られる。

　　　　　　　　　　　　αタ＋β珪＋rl・＋2（α撃β§＋β§r2＋α孝γ急）＝：0　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

これを為について解くと

　　　　　　　　　　　　γL一一±舜α蘇β1＝±砺s　（等根）　　　　　　　　　　　（8）

ただし

　　　　　　　　　　　　nr、＝》α舞＋β§　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

式（8）を式（6）に代入し，x，写軸に関する対称性を考慮すると次式を得る。

　　　　　　　　　
F・・，・　”ΣΣcos　a’・・　rc　cos　Ps2y（一Cl，・s　cosh　n，・sx一δ1。s　sinh　n。s　z十α、驚sinhノ婦之十6？．s　x　cosh　n．s　2）

　　　　7’　　5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10a＞

同様に式（7）をα。，β、について解いて次式を得る。

　　　　　　　　　　　oo　　　oo

ただし

したがって

F細一ΣΣ　COS　P、　2」　COS　r、　x（一Als　cosh　lks　x＋A易魂sinh　Z、、X）

　　　な　　8

　　　　　　　　
F、戸ΣΣcosα泌。・s恥（一砒。・sh　7nk・ry＋B篇sinh？7z、，初
　　　冶　　’t・

　　　　　　lk、＝・　v’B§十7昊，　”z融瓢》α舞十γ莞

　　　　　　・肝署，属一二，・・畜

　　　　　　プ，5，た＝0，1，2，…

　　　　　　F＝凡・，ε十F，・，，・十F．㍉s

（10　b）

（10　c）

（11）

　　式（3b）および式（10a）から式（11）によりφo，ψゴが決定され，それらを一括して示すと次のよ

うである。

　　　　　　　　　　
φ⑪1（L．，s＞＝一ΣΣcos　Bs　zx　cos　rk　Z（Aik，　cosh　lks　x＞

　　　　　k　　8

　　　　　　　　の
OP1（、，s）　＝：　ZlΣ・・s喰。・sβ、Ψ畷、　si箆h隔£）

　　　　ん　　8

　　　　　　　　　　
ψ。、（姻・一ΣΣC・Sα，・XC・・γ・X（熾，・C・sh・・nk，初

　　　　　ん　　2・

　　　　　　　　の
ψ2（L．，，．）＝ΣΣcos　a’．x　cos　rk之（B艮，・sinh　mkr　y）

　　　　乃　　7・

　　　　　　　　　　ψ。3（r，，）＝一一ΣΣc・s・c・，　1）　C・・β、y（α、c・・h・・，’，・2＋δ｝、s紬n，・、　z）

　　　　　．”　　8

　　　　　　　　　
φ、（。，の一ΣΣ・・sα，・xc・・β、？y（α、　sinhπ。。之＋C；．、　c・sh・’n，・s　x）

　　　　，’　　δ

（12）
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φ。，ψゴと独立な調和関数θ〆ノー！，2，3）は自由に選べて，本問題に適したO」は次のようで

ある。

　　　　　　　　　
θ1（A：，，）篇ΣΣsin　rL・　2　sinβ，？」（A実εcosh　Z左、x＞

　　　　ん　　ε

　　　　　　　　　
θ2（L一，，．）置ΣΣsin　rk　2　sin　cr．x（B3ke．　cosh　mkry）

　　　　な　　7・

　　　　の　　　　
θ3（．，、）一ΣΣ】sinα泌sinβ、y（α，　c・sh刀。、π＋C；a、　sinh／z。、z）

　　　　7’　　5

（13）

ただし，式（12）および式（13）において，アー一s－0，s・＝k＝・Oおよびr＝＝　k一　Oのようなsuflixが（00）

となる項ははずすことにする。

　　　　　　　　　　　　　　　3．　応力と変位の表現式

　　変位と応力の関係式により，例えば直応力σ。，せん断’応力τ。，yは次のように表わされる。

　　　　a・　・・　7・F標＋・（・一v）（讐一k92一鷺3）＋・（農一器）

　　　　働一器＋・（・一・）（筈＋鶉）＋（雛一頭）＋（嘉一券）

他の応力についても式（14）に類似した式が得られる。

｝

（14）

式（10a）から式（！3）および式（14）とそれに類似した式を用いることにより直応力およびせん

断応力は次のように表わされる。

　　　σ。＝σ。（ん，ε）＋σ。（切＋σ。（。，，）

　　　　　　　　　　　　
　　　σx（i；，、）＝ΣΣcosβ、　y　cos　rk　2［（1晃、　A蒐s十2（1一ン）lks、4灸、）cosh畠、：τ一

　　　　　　　ゐ　　お
　　　　　一1釜s∠42L．，x　sinh　lks　x］

　　　　　　　　　　　の　　　σ。嗣一ΣΣcosα，．　e　cosγ、，　x【（　一　cr3　Bh．，．＋2PMk，Bkr－2crr　”i　f：　B2r）coshmk・．y÷

　　　　　　　ん　　ヅ
　　　　　÷cr　Zr　B髪，．y　sinh　mk・n　Y］

　　　　　　　　　　　　
　　　σx（r，S）＝ΣΣcos　alr　X　COSβ謂［（2vn．．s　Ca．s十2α。β8¢ε一諺α5）cosh　n。s　2十

　　　　　　　ザ　　　お
　　　　　十（2vn・r、δ：s十2α．r　P、δ阜、一cr　？r　C；s）sinh　nr，2十αf．　C；．s2sinh　11、．n，z÷

　　　　　十α蓼ζ）多、xcosh　7Zrs　2］

　　　σジ篇σ漁、）＋σシ（k，v・）＋07J（・n，s）

　　　　　　　　　　　　
　　　％（k，s）＝ΣΣcosβs　y　cos　rL．　2　｛（2りlks　A2ks一β憲AΣ、十2β8γんA晃、）cosh　lks　x．十

　　　　　　　ゐ　　お
　　　　　十β§AI．sx　sinh　lks　x］

　　　　　　　　　　　　　　　σy？（、，，）　＝＝　Z］Σ　cos　cr，．x　cos　r。2［｛Mlr　BL，・＋2（1－v）mhrBl・r｝cosh　m。，．　y一

　　　　　　　ん　　プ
　　　　　一ηz私B発溜sinhη3加切

　　　　　　　　　　　　
　　　ay（。，δ）＝・・ΣΣcosα，．x　cos　Psy　｛（2レπ．8C葬ε一2碍βδα8一β1α8）cosh　n，．sz十

　　　　　　　プ　　　お
　　　　　＋（2pnr、　C？rs一β§0｝、一2α。β、　O鼻、）sinh　n，．、　z＋

　　　　　十β§　ce，．，　z　sinh　n，．s2十β§　C3nS　z　cosh　nrS　z］

（15）

（15　a）

（16）

（16　a）
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　　σβσ・（ん，δ）＋σ。（切＋σ。（，・，，）

　　　　　　　　　　　　
　　σ。（k，s）＝ΣΣcos　Ps　？」　cos　rk　2［（2りZん8／1発ドγ菟A》ド2β8γ左A莫ε）cosh　Z左ε∬十

　　　　　　　な　　お

　　　　　＋γ晃A髪、κsinhZ“調　　　　　　　　　　　　）「v

　　　　　　　　　　　　
　　σ蜘・）・一　：Z］　cos　a’．．x　cos　rkx［（2レノノZk・nB髪7．十2α7．γkBi，アー一γ舞，B為，．）　cosh　’inL一，．？y＋

　　　　　　　な　　プ
　　　　　＋r2、　Bl．y　sin．h　’」nk．　2」］

　　　　　　　　　　　　
　　砺（，・，。）・：ΣΣcosα，諾cosβ。Ψ［＠多。　C｝、＋2（！一り）フ隔α，｝cosh　n，s　2＋

　　　　　　　アロ　　お
　　　　　＋｛n葬、δ｝，＋2（1－v）7z，．、δ；，，｝sinh　n，．、㍗π葺、α、z　sinh　n。s2一

　　　　　一刀鼻。δ多、之coshア～，調

　　吻＝勉（k，s）＋動（砂）＋τ吻（，、、）

　　　　　　　　の　　　　
　　τxy（k，、）一ΣΣcos　rk2　sinβ、y［｛一β、1，、　Al・s一（1－2レ）β、　AY，、＋

　　　　　　　　な　　お

　　　　　十γ4加．A集8｝sinh　li，S　z：十βs　lks．Al，s　c　cosh　lks　x］

　　　　　　　　わ　　　　
　　τxy（k・・う＝ΣΣsinα・・£cos為之［｛　一　a’r　’2？Z　lc　・r　BLr　’　（1　’　2v）α，　B2k　・，．一

　　　　　　　　ん　　ゾ
　　　！　一7k　’in　L一　．，・　B3kγ｝sinh’Mk，・y十α，．ノIZk，・B三，．2！cosh刀z左，・？y］．

　　　　　　　　　　　　　
　　τ卿，、）一ΣΣsinα，．itr・sin．伽1｛α，．β。α。＋（cvl．β碁）C塁。＞cosh　n，．。・z＋

　　　　　　　　プ　　　お
　　　　　＋｛a’．。β、O；，＋（α葬一β§）房、｝sinh・n，．sz一α，．β、　C？．、　2　sinh　n，．，z一

　　　　　一αゾβ、δ葬8之cosh　11．rS・2］

　　τ解靴τ。，（k，s）＋Txx（k，r）十τ鍍（，、，）

　　　　　　　　　　　　　
　　τx＝（k，8）＝ΣΣcosβs　IJ　sin　”rkx　［｛一γk　lk，∠4｝8一（！－2り）γんA釜8一

　　　　　　　　ん　　お
　　　　　一β5傷6A晃8｝sinh　la．s　n十γx．　lks〆A2k，s　x　cosh　llts　c｝

　　　　　　　　　　　　　
　　τ、，。C・，vう一Σ】Σ　sin　cr．．　X　sin　rL・Z［｛α，・r，・　Bl，，．＋

　　　　　　　　ん　　ノマ

　　　　　＋（γ卜α須）醜｝…h”・癬軍一αみB掬・i・h・π加Ψ］

　　　　　　　　の　　　ゆ
　　τ㍑（・・，・〉・・ΣΣsin　cr・X　COS　PsY［｛一αブπ，霊C掃一¢「2り）α。α・＋

　　　　　　　　ゾ　　　お
　　　　　十一β、nrs　C3rs｝sinh　nrsx十｛一αγノz濾δ渥一（1－2v）α、．δ麹十βs　n，．、δ拠｝cosh／z．、．s2十

　　　　　十α2．ll？．s　C，2・s　2　cosh　21．，．s・2十cr・，t，ノ2鰐δ急之sinl〕フ1．，．sz］

　　τ鍵＝τ鍵（綱＋勉（姫）＋τ獅、、）

　　　　　　　　　　　　の
　　τy。（k，，’）＝ΣΣsinβs　2y　sin　rkz［｛β，γ，　A｝、十（β§一γ髪）・4異、｝cosh　Z丞ε」じ一

　　　　　　　　ん　　ざ

　　　　　一β，γkA舞，xsinh　lksxj

　　　　　　　　の　　　の
　　・。。（、，，．）一ΣΣc・sα，．必sin喰［←r、　7？z、，・Bレ（レ2・）r、　BZ，，＋

　　　　　　　　ん　　プ
　　　　　十a’r77Zk，．B9、r｝sinh　v7Zk・t．2」十γk　mk，．　B2k，，ycosh　2π肋．y］

　　　　　　　　　　　　
　　τ鍵（，、、）＝＝　ZΣc・sα。x　sin　P、y［｛一β、π，。αr（1－2レ）β、C3．、一

　　　　　　　　ヅ　　　お
　　　　　一α，．n．rs　C？．s｝sinhn，．s　2十｛一βs　nrs　Clrs　um（1－2り）βεOタε一α，、21プ8δ募δ｝cosh／Zt．s　Z十

　　　　　＋β、　n，一s　C？、　2　cosh　n．s　z＋β、η，。δ多。之sinh煽之］

x，？」およびz方向の変位をそれぞれu，vおよびwで表わすと式（2）より，

（17）

（i7　a）

（18）

（18　a）

（19）

（19　a）

（？“o）

（20　a）

15

変位は次のよう

に表わされる。
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　　　　2Gu＝2G（ze（k，s）十u（L一，，う一1－u（．，．，s＞）

　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2Gz‘（A，，、）＝ΣΣcos　rL一　x　cos　Psy［｛lk、　A迄s十（3－4り）A莞s｝sinh　lksx一

　　　　　　　　　　　な　　お

　　　　　　　一lksA発sxcosh　lk，x］

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2Gu（切一ΣΣc・s　r、　Z・sin　cr．x［（一α。B髪パ27、　B渤。・sh　mL－r　y＋

　　　　　　　　　　　ん　　げロ

　　　　　　　十α，，Bk＿rYsinhηzんe，．y］

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2Gu（．。，、〉＝・　ZΣ　sin　・・，．xc・s伽［（一α．α、＋2β，　C鼻、）c・sh　nrs　z＋

　　　　　　　　　　　ノロ　　お
　　　　　　　→一（一a’，．　O｝・、十2β、δ曇8）sinh　llr、2十α，．C鼻sgsinh　nrs　X十eVrC3rsxcosh＞z．．sz］

　　　　2（］’v＝2（］（’v（k，s）一Y・v（k，．t．）十’v（，．，8））

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2Gv（k，8＞＝Σ　ΣsinβsycosγkX［（一β、A蒐、十2γな／1集8）cosh　lks　x一ト

　　　　　　　　　　　な　　お
　　　　　　　＋β、　A2k，x　sinh　lh、　x］

　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　2Gv（k，り犀ΣΣcos　a．．　x　cos　rk　2　1｛mk．．　Bえ。十（3一一4リ）B2・．．｝sinh　mL一　・．　y一

　　　　　　　　　　　ん　　ゾ
　　　　　　　一mk・r　B彦rYcosh　nZk，．2！］

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2G’v〔，㌧s）＝ΣΣcosα，．　c　sin　Bsy　｛一（β8α8十2α，．C鋤coshπ，．s　x一

　　　　　　　　　　　プ　　　ざ
　　　　　　　一（Ps　Cges　＋2crr　e，3・s）sinh　2ZrsZ十β、C募8驚sinh　7z，・s　Z十β、δ葺、xcoshπ，．sx］

　　　　2Gw＝2G（w（L’　，s）十w（k，．t・）十w（，・，s））

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2Gw（L’，s）＝ΣΣcosβsΨ　sin　rk　z卜（γんAk．s十2βεノ4L集s）cosh　lks　x十

　　　　　　　　　　　な　　ご
　　　　　　　＋γth．AZ、　x　sinh　lk、　x］

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2Gw（L．，グ〉＝ΣΣcosα，．x　sin　rL．　z［←γ左　B髪，．十2a・．t．　B晃，．）cosh　mk，．y十

　　　　　　　　　　　ん　　ケロ
　　　　　　　＋γL・　Bk．．y　s圭nh　mk，．yl

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　2Gzv（，㍉s＞；ΣΣcos　cr，．x　cos　Psy［｛η。8　C｝ポ十（3－4ッ）α8｝sinh　n，．szt一

　　　　　　　　　　　ノロ　　ヨ
　　　　　　　十｛11　．rs　C｝rs十（3－4り）δ舞s｝cosh　nrs　X一πプβC舞3之cosh　n，．、z－n．sご孕szsinhn，・sz］

は90を荷重強度とすると次式となる。

　　　　蜘）一讐＋2舞。。鼻、÷・・…一・c一÷繧。、量、÷…β・d…P・・

　　　　　　　＋等。。量、、茎、素・蜘…P・d・…rXc・・β・・

（21）

（21　a）

（22）

（22　a）

（23）

（23　a）

6

Fig．2の斜線で示した短直角柱の上面に作用する矩形分布の部分荷重の重フーリエ級数展開

（24）

i昏一〇 ・ヨ　　脚

ト。 o引

Tげ

下宇

島
ゴ⊥ 1

∂⊥

Fig．　Z．　Right　prism　with　the　central　loading．



7　　　　　　　　　　　　　　　短直角柱の3次元応力解析について　　　　　　　　　　　　　　　17

　　式（24）の級数展開に表われる定数項に対応した簡単な解が必要となる。それをJ．Boussinesq

の第3基本解

　　　　　　　　　　　　　．P．Gu3　＝一　grad　（rn）一4（1－v）　7，　（25）

より求めて，

　　　　　　　　　　　　　？Li　xx：　Aoo　」c，　22＝Boo　2」，　23　”＝　Coo　z　（26）

を得る。この解による応力および変位は次のようである。

　　　　　　　　　　　　　axo　＝　一2（1－v）　Aoo－2vBoo－2vCoe

　　　　　　　　　　　　　a？Jo　＝’2（1－v）　Boo－2vAoo－2］　Coo

　　　　　　　　　　　　　σ。o・・＝一2（1－v）Coo－2リ・40。一2リB。。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）
　　　　　　　　　　　　　2G　uo　＝　一　2（1　ww　2v）　Aoo　x

　　　　　　　　　　　　　2G　ve　＝　一　2（1－2v）　Booy

　　　　　　　　　　　　　2G　zvo　＝＝　一2（1－p）　Coe　2

　　　　　　　　　　　　　4、　境界条件と未知定数の関係式

　　Fig．！に示した短直角柱の境界条件は，側面が自由で，上面にx，　y軸に関して対称に分布し

た矩形部分圧縮荷重を受け，底面の変位が拘束された場合である。この条件を式で表わすと次の

ようである。

　　　　　　　x＝±a：　Tx．＝：O，　rxy＝O，　ax＝：O

　　　　　　　？」　＝＝　±b：　Txy　r＝　O，　T？？．　＝O，　a1，　＝0

　　　　　　　　2M；　O：　U＝　O，　’V　＝＝　O，　W＝＝O

　　　　　　　　z　＝＝：　2h　：　Txx　＝O，　r7yx　＝O，　ax　＝一P（x，　2y）

式（28a）と式（28b）とにより

　　　　　　　Aレ・，砺蓄（2v一・＋1・・s・a…h堀・）

式（29a）と式（29b）とにより

　　　　　　　醜一。，Bト鑑（2。一、＋min・b、。、h砺∂）

　　　　　　　　　　　　　　　7nkノ・

また，式（30c），式（31a）および式（3！b）とにより

　　　　　　　C；．，　＝　tlZ’S”　（4v－3）　，　C3rs　＝＝　一CFrs　coth　‘？Jhn，’s

　　　　　　　　　　2Zrs

　　　　　毒［　　　　　｛

（28a，　b，　c）

（29　a，　b，　c）

（30a，　b，　c）

（31　a，　b，　c）

（32）

（33）

　　　　　C振一一Cみ（2h7t．，．s　coth　2／ilZrs→一2り一1）一トC蓼，｛2（1一り）…h・h・，・s＋・州

を得る。また，式lt26）に含まれている未知定数／100，　BooおよびCooは式（28c），式（29　c）および式

（31c）より求められ，次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　Aoo　””　Boo　＝”　m　vCeo

　　　　　　　　　　　　　　　Coo＝＝mgi’：＃！Cbd’det一．一2．2）一　（36）

　　したがって，応力および変位の表現式中に含まれている12群の未知定数が式（32）から式

（35）の関係式により5群の未知定数A契。，磁。，α、，碑、およびδ§、に減少したことになる。この5

群の未知定数で応力および変位の式を書きかえれば，例えば，ax，2Guついては次のようになる。

（34）

（35）
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　　　　　σドσ。（左，δ）＋σ。（爾＋σ。（，・，、）

　　　　　ax・・，・・一孝導…P・・・・・…（傷8A気s）［（・＋・・…th・1・s　a）…h…一・・一・・h呵

　　　　　a・x・一越・…’・’・x…圃B卸）［de，、　r（…莞＋・募一・…？’・・…kr　b…h醐…h・mkry＋

　　　　　　　絢…h刺

　　　　　・x・・，s）一巽…（・’・　V…呵鶏｛（2りβ§十α募一2α募るノz，・、coth　2hn，，、）・…一＋

　　　　　　　臨　・・h　・｝＋驚｛一・鼻（・・一・c・・h・h　n・rs　＋2h　？lrs）…h噺

　　　　　　　＋（・・鷲＋・・募）・…噺・多一・圃一

　　　　　　　一。急（・…βs）｛…h・hnrs…h噺…圃］

　　　　2（ヲu＝2G（u（k，s）一1－ze（L’、，，・）十u（’，’，s＞）

　　　　・G・・一曇…r・・　・c・・伽（A2ks）［（2（1－v）＋・・・…嗣…h偏一1・sx…h・司

　　　　・G・・一孝茸…7’・・s・n・・…（B晃r7n　L－r）［一・葬｛・・一・＋m・・b…h励｝…h一＋

　　　　　　　＋卿堀i・h〃・司

　　　　・G…，・・一巽…c・・　z…P・・［α劇一（・h・nrs…h・hnrs一・＋・・）…h噺

　　　　　　　＋・・s2…圃＋α贈｛一（・・一・c・・h・h・・s＋・h・・s）…h一＋

　　　　　　　＋（・一・・）・i・…．s・＋n　s・…h・隔・｝÷嚥）｛…h一一…h・hnrs…h煽・｝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　未知定数の連立方程式

　　5群の未知定数を決定するためには，残りの5個の境界条件すなわち，式（28c），（39c），（30a），

（30b）および式（31c）を用いる。これらの境界条件を満足させるためには直応力および変位をフー

リ＝級数に展開することが必要となる。結果のみを示すことにし，次の5群連立方程式を得る。

　　式（30a）より

　　　　　　
　　　　Σし駄∠鴫8十ん」ま，・．磯，・）十KみCみ十Kも傍8－L茜C興ε＝M，！s　　　　　　　　（37）
　　　　h＝o

ここで

　　　　論一4πsi弊・議洋漏1｛ll・s＋（1一レ）（1晃、＋α募）｝

　　　　・・Jls；，・　＝］　一f｛Z’！一ST　S’宴曲・（結ll；・｛β1一（・嶽β§）｝

　　　　K㍉→1｛・h・n・・s…h・h・・s一・＋・・｝　　　　（37。）

　　　　群÷｛・（・一・）…h・h・n・ns＋・h・nrs｝

　　　　．乙｝．s－2β8　coth　2んノz，・s

　　　　M，ls－4δ・δ・（一1）1’　v（、一2。）。C。。

　　　　　　　　　　　πr
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　　　　　　　　　E・一・｛去：：：1：，　・・　．＝（1：：；1：，㌫一｛1：：：；：：（37b）

　　式（30b）よ　り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（た誘集A気5÷klsa・B2r）十KみC多げ十π多5δ翼δ十L？．s　Ci；・s＝ハ4，？s　　　　　（38）

　　　　　　　　　k＝O

ここで，ん瑞，ん鴻などは，式（37a）中の浸漏通漏において，それぞれ，α訟6，7．2∫，碍～2β8，

lk、～Z2／　71Zknと置き換えたものである。

　　式（28c）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（rJs3A，　B菟r一ト，・K晃s　C芦s十，・Klsδ多s一，・。乙髪sδ？・s）十1是s／1菟s＝0　　　　　　　　　　　（39）

　　　　　　　　　r＝，e

　　ここで

Irei’s　””　Tgff／　SEIrvi’nhA”i　．，a　｛IL’sa＋cosh　IL・sa　sinh　lksa｝

嘉4sinﾋ・擁撫｛・募βξ綴（鴻＋β1）｝

鵡2s’n_2妬・諾制・葺・2＋・飾圃

・…1・s－2cos w2嫉・鴇｝簿｛リβ§（ノ1？rS＋rl＿〉圃一

　　騰編ll・｛鵜鋤＋・（β§一・・r）（・義繍｝

誌一 ﾖ留簗）（一一

（39　a）

　　式（29c）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ：（sJ，5k／1舞s十εK落、．　C？．s一トεK莞ゾδ3s－1－3乙莞，．ごタδ）一ト1君．　B昆，・＝0　　　　　　　　　　　　（40）

　　　　　　　　　S＝O

ここで，瑞，，」毒および、磯．などは，それぞれ式（39a）の靖，。礁および．鴎、などにおいて，

ar2b，1・～；〉　s，α溜β，，隔訪πかとそれぞれ置き換えたものである。

　　最後に式（31c）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（ん塊∠4溢十冠匪B気の十K葺8α8十1葬δ∂急＝一2t’，’s　　　　　　　（4王）

　　　　　　　　　L・＝O

ここで

燕4sin`耀制・2一・繍塩＋・曇）｝

・・ドsin騨・三三｛・急β§＋・・繍β§）｝

二一、、。詫濡｛・鳩…h…1・s…h・妬｝

Iun煤f3’s＝n
№堰^ilrflllXwgmnh／／’Shn．．（2（1－v）＋sinh22hn．，］

P・・s－2ﾃ・早・・一＋禦・δ乎…嗣

　　＋誓一・δ；lls　S・一…嗣

（41　a）
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　　　　　　　　　　　　　　　6．Cubeの問題に対する解

　　召置う一hのCubeの場合で，載荷幅が。－dの正方形分布の場合を取り扱う。この場舎には，

式（37）から式（41）までの5群連立方程式は対称性により4群連立方程式になる。

　　未知定数を次のように置いて式の無次元化を行なう。

　　　　　　　　　　　　　礁組、，，聾＿Bドん。，
　　　　　　　　　　　　　ago　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ago
　　　　　　　　　　　　　ξ鉱＿疎，9・・＿c。。

　　　　　　　　　　　　　ago　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　go

　　また，

　　　　　　　　　　　　　Zド鋳2＋4・い…蓬》ん2＋4r2

　　　　　　　　　　　　　π。、一π4〆＋52，E唖2＋452÷412

とおく。式（37），（38），（39）または（40）と式（4！）の4群連立方程式を反復法（iteration　method）で

解くのではあるが，C．？sとC2sは1’＞5，　s＞5の範囲では符号が異なるだけでその絶対値は大約等

しく，計算機を用いて解く場合に二二の影響が強く表われる。この弊害を除去するために，ここ

で新しい未知定数を導入し，次のように置き換える。

　　　　　　　　　　　Crs－2鑑，。（cg，＋ez，．，）・砧2あ。（C麹一瓢）

　　これらの諸量を用いて式（37），（38），（39）および式（41）の4群連立方程式を反復法で解くのに

適した形に整頓すると次のようになる。

　　式（37）と式（38）よりD。sを消去して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n，・sN。s　Cr、・・一Iz．ns　Nr8　Crs十ΣG潔、　A，s十んZgr　Ak．）一M，・、　　　　　　（42）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝0

ここで

　　　　　　　　N，　，s＝2（7z．rs十1一レ）coth　2n，・s十2v－！十2nrs

　　　　　　　　／iア，，s＝2（7Zrs－1十リ）coth　2nrs十2り一1－2n・ns

　　　　　　　　M・・s　＝＝・・（・一・・）C・（聯一・）r＋・・　8s（一・）s）

　　　　　　　　轟」（一！E2）r＋1　s・繭卜｛糾・s・　＋（・一　・）　E］　一…　s2（・〆剃

　　式（42）と式（41）よりC，sを消去して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hレ、　c，．s一一A7。sΣ（左1濱、Ak、→一左1渦．、4，，．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　左量。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一K，sΣ（hL！sん、＋ん瑞んの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝・O
　’　　　　　　　　　　　　　　　十　K。’、　M。s　一一A7。、　Pns

ここで

　　　　　馬娠［，孟、｛・・細レ・）（・一・・）｝

　　　　　　　＋・・…（2v一・一・（・一・）…h・n・s｝一e一一2…（・・一・＋・（・一・）…h・・lrs｝］

（43）
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式（39）より

ここで

　　　　　短直角柱の3次元応力解析について

Krs　＝　一g／ikt　2＞，；．y　（n．s－1＋　v）＋e’m2”rs

・・急」kずプ鼻・・nh・lks（k…＋・s・E＞

　　　　　　為、！1，、＝：一Σ（。」，kノ1kr＋。Kk、　C，’s＋。Kk、　C，・s一’Lk、　D、’s）

　　　　　・n＝0

…　・・、、銑（婦…hゆh㈲

・，」sk－8（ wl）2S一＋”ES　sinh　mk．（！6r2s2＋vk2E）

　　　　　　　　　燕、・・8（＝lli3；tiltcik－ll’一’kEA：　e2”rs（k2r2＋vs2E）一

　　　　　　　　　　　」（『誰｛・・（k・＋E＞＋・（・・一祠

　　　　　　　　　r7fk・一一±（・i）ii－S＋kS！Le－2nrs（k・r2＋・s・E）＋

　　　　　　　　　　　　＋8（？1，）’S“’（r2（k2＋E）＋・（・・一r2）E｝

　　　　　　　　　臨一越丑γε々鵬

　　最後に式（37）と式（38）よりC，s，δ。8を消出して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム固D。、；Σ（左璃Aた、一ん1畠・・4の

　　　　　　　　　　　　　k・・＝e

ここで

　　　　　　　　　L，．s一勉、。、h、2nrs

　　　　　　　　　　　　7’s

・碍32（ a{1（・一・）・i・h・1・s

（44）

（45）

21

反復法によれば，先ず式（43＞において右辺のんsを零としてC。、を求め，次にこれを式（42）

の右辺に代入して己、を求める。このC。、とδ。sを式（44）の右辺に代入しん8てを求め，最後に

式（45）にこれを代入してD，’sを求める。このようにして得られた値を第1近似値とし，これを各

式の：右辺に代入し，同じ手順を繰返すことにより，第2，第3の近似値を得る。これを必要な精

度に至るまで繰返すのであるが，その場合，加速係数を用いると収束が非常に早くなる。

　　閥題の対称性により

　　　　　　　　　Crs　＝　Cs，’　，　Crmrs　＝：　esr，　Drs　＝＝　一　Dsr，　Drr　wwww　O

の関係がある。

　　　　　　　　　　　　　　　　　7・数値計算例…．．．

　　a－b・＝hのCubeの揚合で，載荷幅が。－dの正方形分布の場含を取り扱った。　Cubeの辺

長：と載荷幅との比a／cが10／9，2．oおよび6．oの三つの場合に対し，　Poisson比はすべてv　＝　o．20

とL．て応力を求めFig．3～Fig．8までに図示した。
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　　級数の項数は18項まで取って計算を行なったが，12項まで取った場合と比較すると応力値

は，短直角柱の内部ではほとんど変らず，表面附近でわずかに異なるだけであった。特に，直応

力σ、の収束性が良く，2軸に沿ったそれは8項位でも十分正確な値が得られた。

　　問題の対称性により，級数の項数を18項まで取った場合には，800元程度の多元連立一次方

程式を解くことが必要になり，電子計算機により行なったが，電子計算機によると言えども，800

元程にもなれば，直接法で解くことは計算機の容量また解の精度の面などで種々の困難さを含ん

でいる。その点，反復法によれば，零要素を記憶させる必要がないので，容量の面，解の精度の

面などで非常に有利である。

　　反復法による場合，加速係数を用いると収束が早くなり，799元連立一次方程式が60回前後

の反復で有効数字8桁までの精度で解かれた。

8．　結 語

　　H．Neuberの解にee　3　lj　2　rot　8を附加した」．　Boussinesqの解に等価な一般化されたH．

Nuberの解を用いて，側面が自由で，上面に矩形分布の部分圧縮荷重を受け，底面の変位が拘束

された短直角柱の3次元応力解析を級数解法により行なった。

　　底面の変位の拘束であるが，筆者は先に，うかつにも，底面の変位が“完全”に拘束されて

いると述べたが2），計算の結果，底面の内部では確か“c　u・c＝e，u篇0の条件を満たしているが，底

面の周辺ではわずかに，変位U，Vが残り，“完全”には拘束されていないことがわかった。この

ことは，変位Zt，’vをFourier級数に展開する際，周辺では零とならない関数を周辺で零になる

Fourier級数に展開した矛盾から生じたものと思われる。しかし，このことは底面から少し離れ

た位置での応力分布には，さほど影響を及ぼさないと考えられる。

　　数値計算はα一b－hのCubeの場合で，載荷幅が。＝dの正方形分布で，　Cubeの辺長と載

荷幅との比α／cが10／9，2．o，6．0の3っの場合に対して行なった。

　　級数の項数は！8項までとって行なったが，その際生ずる未知定数の多元連立一次方程式の

解法には，加速係数を併用した反復法により行なった。その際αsおよび尋、を新しくC，’s，ご，。

に置きかえたことは大切な事であり，これによって計算機の桁落の影響を少なくすることがで

きた。

　　応力の収束性は短直角柱の内部では良く，表面附近ではあまり良くなかった。特に，直応力

σ。の収束は良く，中心軸に沿ったそれは項数が8項までの場合でも十分正確な値が得られた。

　　終りに，数値計算にあたって，有益な御助言を賜わった北大工学部土木学科の芳村　仁教授

並びに機械工学第二学科の秦　謹一教授及び大学院博士課程在学中の小林道明君に深謝の意を表

する次第です。
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