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Torsional　Stress　Analysis　for　a　Continuous　Box

Girder　Bridge　With　a　Variable　Cross　Section

　　　　　　　　　　and　its　Numerical　Examples

Noboru　SAEKI　and　Yoshio　FUJITA“

　　　　　　　（Received　March　23，　1973）

Abstract

　　　Torsion－bending　theory　in　consideration　of　deformation　due　to　secondary　shearing

stress　is　proposed　by　the　authors　aRd　torsional　stress　on　a　continuous　beam　with　varible

cross　sections　is　analyzed　by　the　theory．　Results　of　model　beam　test　on　a　box－beam

having　a　｝ength　of　50　cm，　a　width　of　4　cm　and　a　height　of　3　cm，　are　compared　with　values

calculated　by　Bornscheuer’s，　Grasse’s　and　the　author’s　theory，　and　it　was　ascertained　that

the　proposed　theory　in　the　present　paper　has　a　higher　degree　of　accuracy　as　compared

with　the　others．

　　　Infiuence　lines　of　primary　torsional　moment，　secondary　torsional　moment，　warping

moment，　and　torsional　stress　are　calculated　by　this　theory　and　compared　with　Bred’t　and

Bornscheuer’s，　thus　it　was　clarified　that　the　torsional　stress　on　continuous　concrete　beams

takes　an　intermediate　value　between　Bredt’s　and　Bornscheuer’s．

1．　lntroduction

　　　　In　eonstruction　of　a　concrete　girder　bridge　with　a　long　span，　a　type　of　statically

indeterminate　box　girder　with　variab1e　crosss　sctions　has　been　widely　used　and　owing

to　the　pro．oress　of　quality　of　materials　and　execution　of　work，　thin－walled　box　beams

have　come　into　use　and　dead　load　has　been　lightened．　Therefore　it　has　become

possible　to　design　a　bridge　with　longer　span．　ln　this　paper　the　problem　of　a　tor－

sional　stress　continuous　beam　with　thin－walled　box　is　discussed　on　the　base　of

torsion－bending　in　consideration　of　deformation　due　to　secondary　shearing　stress．

Torsional　stresses　on丘xed　beam　and　simple一飯ed　beam　have　been　reported　in　the

previous　paperi）．

　　　　Formerly，　the　torsion－bending　theory　was　established　by　Wagner2）　and　system－

atically　described　by　Bornscheuer3）　and　Vlasov4）．

　　　　Recent1y　the　theory　in　conslderation　of　the　deformation　due　to　secondary　sheay－

ing　stress　．has　been　presented　by　Heilig5），　Roik6）　and　Grasse7）．

　　　　In　these　papers　the　deformation　due　to　secondary　shearing　flow　was　assumed

in　the　same　direction，　thus　these　theories　were　generally　tend　to　estimate　excessive

deformation．

　　　　In　this　paper　the　secondary　deformation　is　given　by　the　way　of　“the　principle

of　virtual　work”，　taking　into　account　the　direction　of　the　secondary　shear　flow，

thus　the　deformation　has　a　tendency　to　be　smaller　than　Heilig’s　and　Grasse’s．　ln

order　to　clarify　the　differences　among　the　theories　by　Heilig，　Grasse　and　the　author，
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numerical　examples　are　shQwn　in

the　figures　concerning　coeficients

indicating　the　effect　of　deformation

due　to　secondary　shearing　stress，

and　further，　model　beams　made　of

acrylic　resin　is　experimentally　tested

to　verify　the　theory　of　torsion－

bending　in　consideration　of　the　sec－

ondary　deformation．　lnternal　forces

of　a　continuous　beam　with　var－

iable　cross　section　are　analyzed　by

“Knoten　Last”　method　and　influence

lines　of　mt，　mM’　・t，　and　m．．　and　torsional

stress　are　discusssed．
Picture　1　Model　test　beam

Z．　Notation

　　T　＝　total　torsional　moment

　　mt　＝　primary　torsional　moment

　　m－t　＝：＝　secondary　torsional　moment

m．　＝　warplng　Moment

　　　O＝　angle　of　rotation

　　O，＝angle　of　rotation　of　Saint－venant’s　part

　　V，　＝　displacement　in　s－direction

　　VV＝　displacement　in　z－direction

　　　s　＝　curvilinear　coordinate

　　　a　＝＝　warpmg　stress

　　　T　＝　primary　shearing　stress

　　　i’　＝＝　secondary　shearing　stress

　　　r＝primary　shearing　strain

　　　7　＝　secondary　shearing　strain

　　r＊　＝　total　shearing　strain

　　q，．＝primary　shear　flow

　　　q’　＝　secondary　shear　flow

　　D　＝　shear　center

　　rD　＝　radius　from　shear　center

　　F＝　area　enclosed　by　the　center　line　of　the　cross　section

EC，．　＝sectorial　rigidity

　GI，．＝　torsional　rigidity

　　IB　＝　torsion　constant　by　Bredt

　　I，　＝　torsion　constant　by　Saint－venant

　　I．　＝　torsion　constant　calculated　by　Trefftz’s　method
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　Assumption

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z●百

　　　（a）　Preservation　of　the　shape　of　the　cross　section．　N　X

　　　　　This　means　that　the　function　V，（s，　2）　and　e（s，　z）　must　×．　f

be　constant　in　ail　points　of　the　cross　section，　nameiy　Fig．　1．　coordinate　system

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vs　＝　Vs　（z），　0＝＝0（2）

　　　（b）　Propotion　between　stresses　and　strains．

　　　　　The　materiai　satisfies　Hooke’s　law．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6W
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＝E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O2

　　　（c）　Thin－walled　cross　section

　　　　　It　is　necessary　that　primary　shear　fiow　be　constant　in　all　points　of　ciosed　cross

　sectlon．

　　　　　In　order　to　verify　the　validity　of　the　assumption　“Thin－wa11ed”，　numerical

，　example　is　calculated　by　Trefftz’s8）　method　as　shown　in　Table　！　and　Fig．　2．　lt　was

noted　that　the　siope　of　the　curves　1．／JB　are　very　small　in　the　range　of　the　ratio　of

t／h〈O．2，　therefore　within　that　range　the　primary　shear　flow　is　almost　uniform．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tableユ．

b×h×t　（m）

2×2×e．4

4×2×O．4

4×1．5×O．4

4×1．0×O．2

1．918

5．795

3．085

0．880

IB

1．638

5，104

2．667

0．804

J。／IB＋為 bxh　（m）

！．071

1．085

1．070

1．063

2×2

4×2

4×L5

4×　LO

2．244

7．318

3．437

！．！24

2．249

7．320

3．428

1．131

　　2．2

　　2．1

　　a．0

　　1．9

　　1．8

エ％∴7

　　”1．6

　　Ls

　　L4

　　1．ラ

t

L2

1．1

1．0

直1・
一一b一一叫

　　

□・

　　ら

［］・

〔＝］…

〔1

O．Q　O．1 O．2　O．）　o．tt

　　　Fig．　2．
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3．1　Torsion．Bending　Theory　in　Consideration　of　the　s

　　　　　Deformation　due　to　Secondary　Shearing　Stress　1　．．o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　．：

　　　　We　obtained　primary　shearing　strain　r，　due　to　primary　1　r一“Zr，i

shear　fiow　g，　as　shown　in　Fig．　3，　l／　ti

　　　　　　　　　　　　　　　　　r・一？Y＋響藩（・）　。、ご1『

　　　　Secondary　shear　strain　7　due　to　secondary　shear　flow　q－

is　shown　by　a　dotted　line　in　Fig．　3　and　we　obtain　the　folloing，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　alv
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　＝＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oz

Disp｝acement　V，　due　to　rotation　of　0，　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽』＝ア「ノ）・θ8

z

4

Deformation　of

an　element

（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

Subst三tuting　these　into　Eq．（1）and　preforming　the　integration　in　regard　to　W，　we蝕d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w一小ds＋さ∫嫉嘱．団一　（・）

where　Wo　is　a　constan．t　of　i磁egration．

　　　　The　longitudinal　deformat圭on「卑属de五ned　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W＝タ）θ9　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一瓢・ds＋訪1∫拶＋・・　　（・）

　　　　gis　called　warp圭ng　function．　go　is　a　constant　of三ntegration．

The　continu量ty　condition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫窪飼

must　be　sat量sf…ed，　substit亡ting　Eq．（6）into　the　above　condition．

We　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　論講　　　（7）

Substitut三ng　this　in　Eq．（6），　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一一∫・・　ds＋拶％　　（8）

W・・pi・g・t・ess　a・d・ec・nd・・y・h・a・圭・g・t・ess　　　（q・聖・・）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　慧∠b．．．（・1．・・9・・4・・一謡L・一…

ds dz
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By　performing　the　integration．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q一　一’　go－Sa’t　dY

where　go　is　a　constant　of　integration．

The　strains　are　related　with　the　stresses　by　Hooke’s　law　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ow
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al／　・　＝　Egegt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＝E

Substituting　this　into　Eq．　（iO）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　TT．ntt

（10）

　　　（！1）

／／／qy．

95

　　　　　　　　　　　　　　　　　　q一　一一　g，一EOg’F，　（12）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fp　＝　SgdF　Fig．　s．　XIIEt［1［ldundant　force

The　continuity　condition　of　the　strain　produced　by　secondary　shear　fiow，　that　is

AI］V＝O，　must　be　satisfied

By　app｝ying　“the　principle　of　virtual　work”，　as　shown　in　Fig．　5，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AW’・・∫・テdV一÷／（σ・一蹴〉一孚一・　．（・3）

　　　　q一，IEeg”　is　denoted　q－x，　and　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヴ・一∫樗腰　　　　（・4）

Substituting　this　in　Eq．　（！2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q一　um一　一EOr，”（F，一q一．）　（15）

Distribution　of　the　secondary　shear　flow　q一　has　a　parabolic　form　and　the　additional

unit　rotation　e’　yields　due　to　the　shear　fiow　q一．

　　　　Displacement　in　the　direction　of　s　by　the　angle　of　rotation　e　is　related　as

fo｝lows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V　＝笏θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

From　Eq．　（i）　and　Eq．　（2），　total　shearing　strain　r＊　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一暢＋響＋もζ一£一　　　（・7）

Compatibility　condition，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∂匙一・

must　be　also　satisfied．

We　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＊瓢G卿i跨　　　（18）

　　　　We　get　primary　torsional　moment　mt　by　performing　integration　of　g＊ro



96　Noboru　SAEKI　anb　Yoshio　FuJITA　．　6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m，＝Sq＊r．＝G（Og＋e’）f．　’”　i

　（19）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4F2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（20）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　窃一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　轄

Secondary　torsional　moment　M，　is’・as　fo11ows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　玩’一レ諮　　　　（・・）

From　the　Eq．　（！3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫。σ尋＊飼　　　　（22）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＊襯
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　跨

The　Eq．　（21）　is　therefore　equal　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　玩’一一E・1〃∫。（賊）（窃一尋＊）ds　　（23）

Substituting　the　relation　Sq－x（rD－F＊／t）　ds＝O　into　the　above　equation，　then　integra－

ting　this　by　part，　and　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　ml一三瓦∫（　　　　F＊lb　一　　　　　t）司＋畷卿・一・）ds

The　first　terrn　of　the　right　side　vanishes，　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mrm，＝一Eeg”　S，，g2　dF　一：　一EOgt’　C，．　（24）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　傷イ躍

The　torsion　costant　1，　is　given　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11，＝Is＋1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

　　　Total　torsional　moment　T　is　obtained　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＝：　m，＋nt，＝　GI，　（Og＋e’）一EC，．　egtt　（26）

Calculation　of　shear　center　D　can　be　made　in　the　same　manner　as　the　torsion－

bending　theory．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S．．．gvclF　S，，gy　clF

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y　∫ノ・dF’XD＝∫ノ4F
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　　　　　　　　　　　　　　4．

　　　Zero　points　of

noted　by　Si，　S2，　S3　…，　as　shown　in　Fig．　6．

　　　　Secondary　torsiona1　moment　is　divlded　into　two

parts，　One　is　a　positive　part　of　c－ P　and　the　other　is　a

negative　part　of　q一，　We　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　死一∫、．卿＋∫、．）

　　　　We　define　that　the　angle　of　rotation　correspondin

respectively．

　　　　The　intemal　work　by　7Htti　and　2一）t2　are　nttP｛　an

follows　correspondingly

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷∫、．，4一ぬさ∫，一，雫

Determination　of　Additional　unit　Rotation

the　secoBdary　shear　flow　are　de一　Asi S4

　　　　　　　　　　　　　　　　“A

　　　　　　　　　　　　　　　　v

　　　　　　　　　　　　　　　　S2

　　　　　　　　　　　Fig．　6．

σ7「ηゐ一死、＋玩・，2

pt ．Blf

　　　　　　　　　　　P■＝＝＝　昏一「

　　　　　　　　　Secondary　shear　fiow　ij

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

g　to　ntti　and　ntt2　are　ei　and　02

　z

S3

d　nt，2e2’　and　internal　work　are　as

cls

The　external　work　must　be　equal　to　the　lnternal　work，　we　obtain

where

　　　　θト器∫、．、瓢

　　　　∂1一蓄∫、．、手ゐ

，．．　q（＋）　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q（一）

σ・＝一旧ｧ”・　σ・＝Eθ1”
（Pi　＝　S（．）　c7i　rD　cls，　¢2　＝　S（一）　q－2　7r．　ds

（28）

Symbols　of　（＋）　and　（一）　represent　a　positive　and　a　negative　part　of　q一　respectively．

The　resu1tant　unit　rotation　due　to　OI　and　eS　is　denoted　by　e’．

　　　　Additional　angle　yieding　by　the　unit　rotation　el　and　OS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　et－ei＋es　（2g）

by　the　reciprocal　law　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　intl∂1一彌，2θ1罵O

we丘nd
　　　　　　　　　　　　　　　o’　＝　一｛’liT　rairi．li－a¢Mi’　（S，．，m｛1？L－j，．，un（？？一　ds）　＝＝　一creeg”　（30）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一ぎφ、e，，（∫、一、一，睾呈ds　一∫、一、撃ds）　　（・・）

Substituting　this　in　Eq．　（26）．　We　obtain　the　fo｝lowing　fundamental　differential　equa－

tion　for　torsion－bending．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　GI，　Og．一EC，，　eg”　一T　（32）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・・影，σド卿＋・）　　．133）

　　　　In　case　of　a　box　cross　section　with　constant　thickness　the　coefficient，．is　reduced　to

　　　　　　　　・一〇’4｛（’÷β）（1＋影回諺孚濡潔3’班（1÷β2）｝（34）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B　＝＝　h／b

The　coefficient　a　has　a　limit　value　where　the　eross　section　is　square．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　a一＝　O．4（1＋4／3・t2／h2）　（35）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi－1

The　values　of　coefficient　cr　calculated　by　Eq．　（33）　in　the　case　of　r＝1．0，　F＝9　m2　are

shown　in　Fig．　7　and　compared　with　Grasse’s．　Fig．　8　shows　the　values　of　a　in　the

case　of　different　thlcknesses，　when　the　area　of　cross　section　is　constant．
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5．　Model　beam　test

　　　　In　order　to　ascertain　the　theory　of　torsion－bending　in　consideration　of　the

secondary　deformation，　a　model　beam　is　tested　and　the　strain　yielded　by　the　warping

moment　is　measured　by　a　electric　strain　gauge．’　A　maximum　strain　occurs　locally

at　the　warped　point　and　ioading　point，　thus　the　strain　is　measured　at　the　fixed　end

of　the　cantilever．
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5．1　Test　procedure

　　　　The　material　is　acrylic　resin　and

the　dimension　of　the　box　beam　is　50

cm　in　length，　4　cm　in　width　and　3　cm

in　height　and　details　of　the　cross

section　are　shown　in　Fig．　9．　The　fixed

end　is　hardened　by　bolts．　As　the　ma－

terial　is　sensitive　to　temperature，　the

test　is　performend　in　a　constant　tem一’

perature　room　（19．50C）．

　　　　The　Modulus　of　elasticity　and

shear　modulus　are　determined　by　defor－

mation　due　to　vertical　load　and　tor－

sional　load　as　shown　in　Fig．　9．

　　　　　　　　　　E　＝　36600　kg／crp2

　　　　　　　　　　G　＝　14400　kg／cm2

5．2　Test　results

　　　　In　Flg．　10　the　strain　given　by　this

test　is　compared　with　the　strain　theo－

retically　given　by　Bornscheuer，　Grasse

and　the　author．　The　values　have　a

variation　of　about±！0×！0一’6　due　to　the

influences　of　temperature　and　vibration

by　loading，　but　this　vaiue　falls　between

Bornscheuer’s　and　Grasse’s　values　and

corresponds　well　with　the　author’s，

therefore　it　is　clear　that　the　theory　is

more　exact　than　anothers．

P含09塩851　kg
T±o．k851xlO　kg．crn

　　　　　　門

C瓢トー一一　　　　　　50

io．o 塗。・o ．］o．e 40．0 F．O．o〈crn）

99

o．o

z．o

琴

’二　q．o

g
”，．，

8

　　6．o

8．o

10．O

x！o弓

　　c，m

＝L’．． ｬ』．．’

ﾉ旧．．…　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　一L．　h．
　　　　　　　　　　　　h一　s一
　　　　　　　　　　　　　　　一一　5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一．一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇．6？

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈radtan）

b2　一一fo一　k．　一2N

ffw　o．O

o．a

　ゑ

　！

〈em）

一つ．a

一一 Z．4

一〇．6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一〇．8

　　6・　Analysis　of　continuous　beam　xT
　　　　　　with　variable　cross’section’　一　・，

　　　　A　simple　beam　with　a　torsional　load　is

principal　system　and　the　internal　forces　of　a

determination　of　redundant　forces　at　the　end

6．1　Prineipal　system

　　　　The　moment　of　a　beam　with　variable　cross

Last”　method9）．　We　define　the　notation　m　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝　GI，　eg．

Substituting　this　into　Eq．　（32），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m’しえ2M＋え2T＝、

where

Fig．　9．　Deformatien
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assumed　to　have　a　statically　’ р?ｔｅｒｎｉｉｎａｔ?

　　　　continuous　beam　are’analyzed　by

　of　a　simple　beam．

　sections　are　given　by　the

follows．

o

“Knoten

（36）

（37）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＝’vi’Ellt17171EifflJE6，．

　　　　We　assume　that　the　distribution　of　torsional　moment　m　has　a　parabolic　form

and　we　divide　a　beam　into　（n＋1）　part　and　each　part　is　applied　to　Eq．　（37）．

　　　　We丘nd

　　　　　　　　　　　　一　77Zn＿1（1　一　rn　一・一　i）＋ηz？t（2＋107”、）一Mn＋1（1－7㌔、＋1）二∠lz瓦、（え2T）　　　　　（38）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブーえ2Az2／12，　dz＝砺＋1

We　can　denote　the　Eg．　（38）　in　a　matrix　form．

　　一（r－ro）　（2＋10ri）　一（1－r2）　O　If　m，　1－fA2K，（22T）
　　　　　O　nv（！－ri）　（‘？．・＋！0　r2）　一（1－r3）　H　11　I　AzK，（R－2　T）

　　　　　O　一（1－rn＋i）　（2十107”n）　’（1－r？t＋i）HMn＋i　j　LA2Kn（22T）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

　　　　The　number　of　equations　is　n　and　that　of　the　unknown　is　〈n＋2），　therefore

two　boundary　conditions　are　necessary．　Boundary　conditions　of　simple　beams　are

as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m，’　＝＝　m；，．，＝O　（40）　　’

　　　　we　transform　by　the　Knoten　Last　method

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　十5　ro）　mo一（1－r，）　m，＝AzK，　（22　T）　（41）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－rn）　Mn　nv　（1　＋5　rn＋i）　nZn＋i　＝　AZK？t＋i（A2　T）　（42）

In　ordey　to　determine　the　distribution　of　total　moment　T，　a　beam　is　subjected　to

T＝1　as　shown　in　Fig．　11，　then　the　right　side　of　the　Eq．　（38）　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A2K，（22　T）　＝　O．5　（7　re　十　6　7－i　一　7’2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ax．1〈li　（22　T）＝　r，　”i十　10　ri＋ri．i　（43）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠f2：1（ゴ（え2T）＝0．5（一7ニゴ＿2十62っ＿1十7ら）

　　o　　i　　　J

T＝1　r　　　　　Fig．　11・

　　　　　　j

PTL’
　　　　　Fig．　12．

　　　　　T2　・

＝＝±F，一
　　　　　Flg．　13．

　　　　Where　z　represents　an　arbitrary　po1厩considered　andブ

is　the　point　which　is　subjected　to　a　concentrated　load．　Eq．

（41）　can　also　be　applied　to　the　case　of　Fig．　12．　and　then　the

so｝ution　of　Eq．　（38）　in　the　both　cases　as　shown　in　Fig．　i　l

and　12　are　called　mx　and　mn．　respectively．　The　total　tor－

sional　moments　are　denoted　by　Ti　and　T2　as　shown　in
Fig．　13．

　　　　To　satisfy　condition　that　angle　of　rotation　must　be　zero

on　the　both　ends　of　the　beam．

we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・∫：畿d・＋T・∫：翫ゐ一〇
（44）
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we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト∫畿ぬ／∫惚浄　　　（45）

where’nπ1，、．．1　corresponds　to　the　case　of　load三ng　7．’＝10ver　the　beam．

　　　　Substitutirlg　the　Eq．（45）into　the　right　side　of　Eq．（38），　we　obta三n　the　solution

by　matrix－analys圭S．

From　Eq．（32）we蝕d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m”＝え2（m－T）

and　pr圭mary　torsional　moment　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　77zt＝ηz一αo刀z”　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（46）

secondary　torsional　moment死becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ万・ご＝T「’nzt　（47）

we　difine　the　warping　moment・nz，。　as　foliows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’j7Z，o　＝＝一EC，，θ9’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（48）

we　obtain　from　Eq．（32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク？z，o－22クn，o＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（49）

　　　　The　slope　of　warping　moment三s　discontinuous　at　the　poirit　of　concentrated

Ioad，　therefore　an　additional　load，嘱．　ieft一・17．z，。　right，　must　be　considered．

we　assume　that”z，。　is　of　a　parabol三。　form　and　transform　Eq．（49）in　a　matrix　form

　　　　　　　　一一（1一％）　（2十107⇒　　一（1－2セ）　　　　　　　　　0　　　　　　7n，vo　　＝　　　0

　　　　　　　　　　　　も　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロう　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ

　　　　　　　　　　　　＼＼、　＼＼　＼＼　　　　…　！坊
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼、　＼＼　＼＼．　　　i　！＋・」

　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　（1－1rn＿1）　（2十10篇、）　　一（1一一1㌔n＿1）　　7？z，v　7、＋1　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（50）

whereブrepresents　the　point　of　load　the　two　boundary　conditions　of　a　simple　beam

are　as　follows
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　7・z・vo　＝”　”Z？e　n＋・一〇　　（51）rh

6．2　　Analysis　of　cotil［脳ous　beam
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F三g．14・．　Redundant　warping　moment

　　　　Two　boundary　conditions　are　necessary　in

the　case　of　acting　a　redundant　warping　moment　as　shown　in　F呈g．14．

　　　　　　　（1＋5　7’o）”z。一（レア五）m、＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）

　　　　　　　　一〇．57－n．4ηZn－1um（1－3r7t）ク？Zn＋（！＋3．5rn＋1）771，、＋正＝一∠f之（］「lt，e＋，／EC．、o，、＋1

　　　　Substituting　this　into　matrix（38）
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　（1＋5ro）　一（1－ri）　O
一（1－r，）　（2十10ri）　一（1－r2）

　　　　　　　　　　　　　　一（1nvr7t一一i）　（2十10？’．）　一（1－r．）

　　　　　　　　　　　　　　　　一〇．5　r，，ui　一（1　一3　r，，）　（1　＋　3．5　r．　＋i）

mo

nn十1
一d2

o

Gゐ，、＋1

ECiv　n＋i

　　　（53）

the　case

12

denoting　above　solution　of　m．÷i　on　the　first　span　by　m；，＋i，　similar　to　the　case　of

second　span　by　m？，＋i　and　the　solution　of　m．＋i　in　the　case　of　simply　supported　beam

by　o“iio，　we　get　a　redundant　force．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　距薦傷．、　　　（54）

　　　　Infiuence　lines　of　internal　moment　can　be　calculated，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S＝S，一一ZS．．X　（55）

So　corresponds　to　the　influence　line　of　a　simple　beam，　in　the　case　of　calculating　for

m，，　internal　force　Sx　can　be　obtained　from　Eq．　（48）　and　in　case　of　m，．．　we　obtain

as　foBows

　（2十10プ1）　　一（1－7毛）　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　0

一（！－r，）　（2十10r2）　一（1－7’3）

　　　　　　　　　　　　　　　一（レー7”，、．2）（2＋107㌔、一一、）一（1－r，、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一く！－r．ui）　〈2十10r．）

”Zwl

ηち。π

　　o

　　o

1一プπ＋1

（56）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7．　Numerical　example

　　　　The　general　view　of　the　continuous　girder　bridge　with　three　spans　is　shown　1n

Fig．　！5．　As　the　greatest　difference　between　the　author’s　theory　and　theories　of

other　workers　appears　at　an　intermediate　support，　then　the　comparison　may　be　shown

oniy　at　this　point．　The　coRdition　of　loading　is　determined　to　result　in　maximum

shearing　stress．　The　line　load　of　5　t／m　and　uniform　load　of　O．35　t／m2　are　applied　as

1ヨ

tsi　＝＝　：？＝9＝’
12 Table　2．

　　　　L　　　　　　　　L　　　　　　　　L

　　　　　　　　　　　　　　　　　O．5S・　　　　o．ss
　　　　→　　卜冒一一一一一一一一一7。o⊂｝一一隔隔一一．十　トド
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Fig．　15．　General　view　（case　1）
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　　　Fig．　20．　Resultant　shearing　stress

Fig．　19．

shown　in　Fig．　16．　Fig．　17，　Fig．　18　and　Fig．　19　show　infiuence　lines　of　m，，　nt，　and

m，，　in　a　comparison　of　the　theories．　Distributions　of　the　shearing　stresses　on　the

continuous　beam　having　a　different　span　are　shown　in　Fig．　20．

8．　Conclusion

　　　　The　following　conclusions　have　been　dyawn

　　　　（！）　With　regard　to　the　magnitude　of　the　coefficient　a　indicating　the　effect　of

the　deformation　of　secondary　shearing　stress，　there　is　a　large　differece　between　the

author’s　theory　and　Grasse’s．　The　coefficient　derived　by　Grasse　is　so　large　that　the

warping　resistance　C．　is　negllgible，　but　in　the　author’s　theory，　the　maximum　value

is　in　practice　from　O．4　to　1．5．

　　　　（2）　With　regard　to　test　resu1ts，　it　is　ascertained　that　the　proposed　thory　is

more　exact　than　Bornscheuer’s　and　Grasse’s．

　　　　〈3）　As　to　infiuence　lines，　there　is　some　difference　between　the　present　theory

and　other’s　on　the　simp1y　supported　end，　but　large　differences　appear　at　the　inter－

mediate　support　The　Snfluence　lines　by　the　proposed　theory　take　an　intermecliate
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value　between　Bornscheuer’s　and　slmple　torsion　theory．

　　　　（2）　Resultant　shearing　stresses　calculated　by　this　theory　for　a　continuous　con－

crete　girder　bridge　are　in　practice　from　20％　to　4090　less　than　those　by　Bornscheuer，

and　two　times　more　than　those　of　simple　torsion．
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