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1次元こまによる低エネルギー一

中性子散乱とMathieu関数

　井上和彦
（昭和48年4月231ヨ受理）

Slow　Neutron　Scattering　by　One－dimensional　Rotor

　　　　　　　　　　and　Mathieu　Function

　　Kazuhil〈o　INoUE

（Received　Api：’il　23，　1973）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　While　neutron　scattering　is　a　powerful　tool　for　stuclying．　the　internal　rotations　of　mole－

cules，　it　is　necessary　to　perform　considerable　theoretical　ancl　numerical　calculations・　The

expression　of　incoherent　neutron　scattering　cross　section　from　a　hydrogen　atom　in　one－

dimensional　rigid　rotor　was　obt’ained．　To　compute　tliis　scattering　cross　section　the　Mathieu

eigenvalues　ancl　eigenfunctions　are　necessary，　ancl　the　latter　appears　in　ic　form　of　matrix

eleinent　of　the　exponential　function　exP伽20）．　APpropriate　procedures　for　calculating　these

quantities　are　also　given．

1．　序 言

　分子の一調1分の転転．すなわち内部匝Pl藪を低エネルギー「：1，i性子1｝女乱によって調べることができ

る。この内部1月琴のなかの典型的なものとして：1次元こま状イオンあるいは基の圃転がある。

Janil《等あるいはBrajovic・等はベリリウム透過冷中性子の散乱スペクトルを測ってアンモニウ

ム．イオンおよびメチル基の回転を調べているが，理論的解析にSachs－Tel．lerの実効質量テンソ

ルを用いている1）。Rush等は全断面積の二三に対する勾紀から團転に対する束縛ポテンシャル

障壁の高さを調べた2）。さらに彼を中心とするグループはねじれ振．動近似による理論解析を行な

っている3）eVenkataraman等は弓1｝丘性散乱の形状因子の測定を行なって，　Gauss分布で表わせる

か否かによって，自由度の大小を検討した4）。

　こま状イオンあるいは基の囲転に対するこれらの研究の理論では，いずれも回転に）若∫する断面

積を近似的に扱っている。［じi｝転を正確に1及つた研究としては，KosalyとSc）ltによる1相の沃

化アンモニウムの11二：1性子散乱の埋論計鱒：があり5），彼等はVenkataranlan等の測定結果と比較し

て論じている。　K（，S創y等の計算：ではアンモニウムイオγσ）回転を自由圓転の球こまで扱ってい

るe束縛ポテンシャル障壁が非常に高い場合には，Rush等のようにねじれ振動で扱う：；1；：1蓬：がかな

り妥轟な近似となる。しかし，／次元こまの醐転は妬いに，簡単なN【：難：1軸束縛ポテンシャルの

場合には，ポテンシャル障壁の高さの如何にかかわらず厳密に計算することができる。分光学的

研究に関連して，Bright　Wilsonを中’むとするグループによって，これに関する理論が発膿さ

せられた6）。

　本論文では，1次元こま内の水素によるincoherent中性子散乱断面積を導出し，任意のN回
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軸束縛ポテンシャルに対して，中性子散乱断面積を容易に計算できるようにした。こま分子の波

動関数は，中性子断面積の表式の中で指数関数の行列要素の形の項のみに現れる。この部分には

中性子あるいは媒質の熱力学的状態に関するパラメータは含まれない。したがって，この指数関

数の行列要素を計算して，表にしておけば，月一を簡単に遂行できて，爾後の研究に極めて役立

つ0

　2章では，1次元こまの中性子散乱断面積の表式を鱒：き，3．章では1次元こま分．f’の波動関数で

あるMathieu関数の性質を整理し，4章で計算方法について説明し，5章では指数関数exP（imO＞

の行列要素について述べ，6章では典型的な1次元こまであるアンモニウムイオンおよびメチル

基の断面積について述べる。附録には，ポテンシャル障壁の高さによって蝉声値が変る様子を示

し，さらに指数関数の行列要素を表にして示した。

2．　1次元こまの中性子散乱

　1次元こまの回転軸上にない水素原子によるincoherent　I　D性＝：F散乱について考える。こまの

回転：軸の向き1よ分子全体に対して圃諭しており，その分子の向きは等方に分布しているものとす

るQ簡単のために，分子内振動と分子の併進運動は凍結しているものと仮定するが，この1年限を

はずしても，回転と他の運動モードとの問の結合を無視する近似の範囲では，特に困難は生じな

い。本論文ではこの制限を付しておく。

　始状態iから終状態プへの1甜転状態の遷移を伴なう，水素原子当りのincoherent微分中姓子

断面積は次式で与えられる8）。

　　　　　　　　　　　　（da盈）バ略泥二三阪ア1訴ザ励岬　　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　は　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　

ここで，rは水素原子の位置であり，傷と紐は始状態と終状態の中性子運動量であり，κ魂∫一
　
傷は運動量遷移量である。∂〃は水素の束縛散乱長で，〔Zt，　’2〕は格子振動と分子内振動に関する卒

直の2乗平均の和であり，；〉は分子波動関数を表わす。行列要索の積の上の横棒は分子の向き

に関する平均を意味する。

　分子の向きを表わすEuler角をα，βおよびγとし，1次面こまの回転軸をZ’の方向とす
　　　　　　　　　ユる。水素原子の位匿rは角0とφおよび圓転軸上にとった座標原点からの距離bで表わされ

る。これらの量を用いて，6潭を次のように展質することができる7）。

　　　　　　　　〆一台綱凶、（2黒酒挺！幅・・β）P・　il・　1（…φ）・一・・　（・）
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図1　分子の向きを表わすEuler角α，β，γと，1次元こまの回転角0と，水
　　　　　　　　　　　　　　　　ム素原子の位鷺および中性子の運動量遷移κを示す。
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φは一定値をとるが，水素原子はこまのllil転とともに間るから，0はこまの回転角を表わすこと

になる。したがって，こまの回転を表わす波動関数歎0）は0のみの関数であり，2πの周期性

を有することに欺る。（2）式の鍛の行列要素の積を分子の向き，すなわちα，β，γについて平均す

ると，

　　　　　炉弼師㍉茎．．・胱塩1（獣（翻帖P町・（…φ〉ゐ（・・）｝・

となる。ここで，D兜は次式で定義される二吊二である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユに　　　　　　　　　　　　　　　D輿！一∫。野（の♂噸（o）clo

ここで，鑑（のと妨（のは始状態および終状態の波動関．数である。

　ポテンシャル障壁筒Vrv・　me　oの場合，即ち自由嗣転の．場合には

　　　　　　　　　　　　　　　　　　D聾㏄δα一”忽

である。ρとσは始状態と終状態に［刻する螢子数であり，零または正負の整数であって，

定数をBとするとそれぞれ障1有エネルギーはがおおよびゲBで与えられる。

　温度丁における散乱体系0）散乱断面積を求めるには，始状態の存在確率を荷重とした始状態

に関する和と可能な全ての終状態に関する和をとらねばならない。

　　　　　　　　　　　　　　　〈麗〉罪・，（の（麗）、、、　　　　　（6）

ここで，B，くのは’i状態のBoltzmann因子である。

3．　Mathieu方程式との関係

　こまの回転に対する束縛ポテンシャルとして，ノ〉回軸の最もilfl

　　　　　　　　　　　　　　　　V（0）　：isV．（1－cos　A（0）

を考える。ここで，Vハ・はポテンシャル障壁高である。

再単なものをとり，

（3）

（4）

（5）

回転

（7）

／次元こ：・kの回転に対するSchr6clinger方程式は，角運動量演算子をノr，閲有値をEとすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　〔B／2＋V（0）］Ψ（0）＝　ET（0）

となる。（7＞式を（8）式に代入して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　b＝B－i（IT－1－v．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ一酷γ・

とおくと，（8）式は次のように通常のMathieu方程式になる。

　　　　　　　　　　　　　　d2？u／dO2＋（b＋P　cos　NO）7（の＝o

（8）

（9）

（！0）

（11）

N　・2の場合については，Goldsteinの詳しい論：文9）あるいは他の数学の：参考書などがある。

　境界条件（0→〇＋2πで不変）を歯す（11＞式のi潤有関獅よ次0）形に書かれる10）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鱈へ～（0）立夏sθΣCn，ei　vn・θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム辱罵＿OQ

ここで，VとSは束縛回転の量子数であり，Sは

　　　　　　　　　　　　　　　s＋・〉・圖（y－1，2，…，N）

の！＞個の整数値をとる註）。

　　［］はGauSSの記号である。

（12）

（13）
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　S＝o，およびノ〉が偶数のときのS　・N／2に対する固有値は有限なv〃に対して縮退していな

い。それ以外のSに関しては，±iSiに対して常に2重の縮退が存在するnV，y＝0の場合には，

虜由回転であるから，当然最低固有値を除いて全ての準位が2重に縮退している。V、vが極めて

大きい極限では，ねじれ振動となるから，全ての状態が2V重に縮退する。

　　　　　　　　　　　　　　　　4．　数値計；算の方法

　Goldsteinの論文には9），　N・・2の［潤有値と固有関数が表になっているが，2＞＝2のみであり，

かつ中性子散乱の計算に／よパラメータの範囲が全く不足している。また，Bright　Wilsonを中心

とするグループで，広い範囲のパラメータに対してMathieu関数の数表を整備しているがlu），

我が国では入手が面倒であり，また中性子散乱に便利な量の表にはなっていない。そこで，

GoldsteinがN＝2について発展させた計算方法を任意のNの場合に拡張し，計算機プPグラ

ミングに極めて便利な簡略な循環式を導びいた。さらに，この表式を用いて，巾性子散乱の研究

に利用できる数表を計算するための大型計算機用コードを作成した。以下に，任意のNに対す

る公式と数偵計筑の方法を述べる。

　（12）式を（11）式に代入すると，Ckに関する次の循環式を得る。

　　　　　　　　　　　　　PCk＿i十2［b一一（1＞ん十S）2］CA，十PC，＋1＝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14＞

係数C嗣とC，の比を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　vA，　＝＝　Ch・．，IC，　（ls）
とおき，Vlt・を用いて（！4）式を変形すると次の2つの式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　一vi，＝；［b一（Nle＋S）2］＋it1，i．　（16）

　　　　　　　　　　　　　一v・一1、砂兀6・｛刃（請〉．5｝・］編　　　 （・7）

　（16）と（17）式を次のように書き変えて，Ll，と紘を定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　一v，　＝＝　；［b一（Nfe＋S）2一　L，］　（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　繊一部　　　　　（！9）

（116）式のVltとVh－1に（18）式を，（！7）式のVltとVk，　・V、に（18）式を用いると，

対する循環公式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　L・一跳讐ヨ

　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ吻遜1雲紙

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　　D，＝b一（Nk十S）2

である。leを減らして行くときのLn，の収束，

て早い。

L，，とU，に

（20）

（21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）

およびleを増して行くときのU・の収束は極め

　（18）式と（19）式から，bが固蒋値であれば，次式で定義される量Rkが零になることが直ち

に理解される0

　　　　　　　　　　　　　　　　1？k＝Dr　Lk一　Uk　＝O　（23）
（20），（21），（23）式は；｝1’算機プログラミングに都合がよい極めて簡．単な形をしている。（23＞式の条
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件をチェックするleの順位は原理的にはどこでもよいわけであるが，数値計算の必要性からC，，

の値が大きな所を選ぶのが適切である。

　Sに応じて，C，，が次の性質を有していることが，（！4）式から容易に導びかれる。

　　　　　　　　　　　　　　　　s＝o；　c，，＝　i：c．．．，，　（24）

　　　　　　　　　　　　　　　　s＝aliw；　c，，＝±c一，一，　（2s）

　　　　　　　　　　　　　　　　o〈　ISI〈S一　N；　C，，＝C一　／：，　（：　c））

ここで，（23）式のC鳶とC，一は2重に縮退した2つの固有関数のそれぞれの展開係数で，VN→0

でそれぞれeXI〕（±PO）になる固有関数に対するものである。実際の計算ではこれらの係数間の

対称性を利用して計算乎続きをかなり簡略化することができる。

　C，に関する斉次連立1次方程式である（i4）式の係数行列は卑称行列である。最近ではどこの

大型計算機センターでも，この種の対称行列の閲有μil題を解くサブルーチンを整備しているから，

これを利用すれば，一応固有値と固有関数が得られるわけであるが，Ieを有限で打切るための打

切り誤差および，固有値の数値的な一致のための見かけの縮退による固膚関数の予期しない1次

結合の出力などの困難が起こる。そこで，この困難を避けるためには，サブルーチンを用いて出

力した固有値を試行値として用い，上述の公式（20），（21），（23）式により反復計筑を行なって固有

値を指定した精度まで求め，その閲有値に対する固有関数の対称性をSから定めて，（！4），（24），

（25），（26＞式を用いれば，望む精度で固有関数を求めることができる。

　最低固有値を！番として，値の小さい方から番号Izを付ける。このnを用いて，ねじれ振動

量子数VとSが次式によって定まる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v一［舗　　　　　　（27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・＋・欄　　　　　 （28）

ここで，整数clは次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　d　＝＝　〉一　｛！　一　（一　i）”’｝　（1　＋　N）　＋　（一　1．　）”　（n　一　v！V）
（29）

5．exp（im　e）の行列要素

　（4）式の指数関数6翻θの回転波動関数に関する行列要素D％には中性子に関する量と散乱体

系の混度ぱ含まれていないから，一一度この量を適切なパラメータの範囲に対して計算して，表に

しておけば，そのパラメータの範闘であれば，任意の中性子エネルギーと任意の温度について，

1次元こまの中性二予散乱断1宜i積を簡単に短時報1で計算することが可能になる。

　（3）式の和を適宜まとめることにより，（3）式を次のように書き換える。

　　　　　　　爺・滅i斑西熟Ql礁（星騰糾ハ（…φ綱｝・　（・・）

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　Q（］’・，”1＝｛DV’t，il，｝2＋（1－o“．，e）｛D（」，9，i，’｝2　（31）

である。また，（4）式の定義から，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D〈f’1‘’　？，，　＝＝　D〈　z，，’　”）　（32）

であるから，Q男はfと2Tに関し対称であり，その値は零または1．E頒のみをとる。すなわち
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q（11Ll，　一一　Q（，l17　］mu　O　（33）

である。

　実際の計算には，1）囎よりもQ兜を表にしておいた方が便利である。3回軸の場合が最も実

用的であるから，付録2に2V＝3に対する9囎の値を適当なパラメータの範圏について表にし

て示した。

　　　　　　　　6．　メチル基およびアンモニウムイオンの断面積

・チ磁の。・嚇回輔1・から水素尉までの麟剛・とすると，φ護となるから，水素

原子当りの断面積は次のようになる。

　　　　　　　　（da盈）川一鴫r岬鳩Q蟷興踏網　僻（・）圃｝・　（34＞

　アンモニウムイオンの場合には，C3対称回転軸が1つの水素原子を通るとすれば，その水素

原子の断面積への寄与は，φ＝πとして次のようになる。

　　　　　　（需㌧1、一鴫r岬意Q嬬縣濫示塑！即一1＞醐｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　mbiJl－f．erm（”’2］”2tlS．　1，　（21　＋　1）ie　（rcb）　6f，　i．　＝＝　blaeT（’tt2）N26f，　i，　（3s）

したがって，アンモニウムイオンの水素原子当りの断面積は次のようになる。

　　　　　（d9石）∫1、一㌘影面㍉蔑傑萄礁構示塑！｛脚）ル・）｝…司　（36＞

そこで，bはメチル基の場合と同様に回転車lllから軸．1二にない水素原子までの距離である。
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　　　　　　　　　　付録1．ポテンシャル障壁による固有値の変化

　1次元こまの闘有値は，ポテンシャル障壁の高さが零のとき，即ち自由匿1転の場合には，良く

知られているように最低固有値を除いて2重に縮退している。ポテンシャル障壁が高くなるにつ

れて，Sが零およびN／2のレベルの縮退は解けるが，他のものでは縮退は解けない。前述のよ

うに，　！V酬司転対税くポテンシャルでは，ポテンシャル障壁が高くなった極限で全てのレベルが

1V重に縮退するn

　これらの様子を，！V＝2，3および4における低1い箪子数の場合について図A畦に示すn！＞：2

の場合のものは数表などに載っている通常のMathieu関数の置1有値の図にほかならないnこれ

らの図から，縮退が解ける様子および再び縮退が起こる様子を明瞭に理解することができる。
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