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混成k木集合，混成fe木集合とその性質（II）

仙石正和’：← 黒部貞一滞小川吉彦orrY“松本
　　（昭和48年4月28日受理）

正善

　　　Hybrid　k　Trees，　Hybrid　k　Trees　and　Their　Seme　Properties　（II）

　Masakazu　SENGoKu＊　Teiichi　KuRoBE＊＊　Yoshihiko　OGAwA＊＊　Tadashi　MATsUMoTo＊

Department　of　Electronic　Engineering，　Faculty　of　Engineering，　Hokl〈aido　University，　Sapporo　Japan

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Received　April　28，　1973）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A．覆）sもrac霊

　　In　our　previous　paper　：　“　Hybrid　h　Trees，　Hybrid　le　Trees　andTheir　some　Properties　（1）”

hybrid　le　trees　and　hybrid　fe　trees　in　a　graph　were　defined　and　the　relationships　among　hybrid

trees，　hybrid　2　trees，　hybrid　2　trees，　circuits，　paths　and　sub－cutsets　were　presented．　ln　this

paper，　the　above　results　are　extended　to　a　discussion　using　hybrid　le　trees　and　hybrid　fe　trees．

Further，　the　relationships　between　hybrid　k　trees　and　hybrid　le　trees　are　presented．

　　These　results　may　be　considered　as　a　generalization　and　an　extension　of　work　using

subgraphs　such　as　trees，　cotrees，　le　trees　and　co－le　trees　etc．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．緒　　　　　言

　前論文（混成ん木集合，混成E木集合とその性質（1））において混成々木と混成々木を定

義し，混成木集合，混成2木集合，混成2木集合と閉路．カットセット，道，サブカットセット

との関係を示した。本論文では，前論文の結果を混成le木集合と混成le木集合とに拡張し，さ

らに混成le木集合と混成fe木集合との関係について述べる。なお，演箪記号藤本論文で用いる

記号はすべて前論文のものを使用している。

　　　　　　　　　　2．混成木集合，混成k木集合，混成k木集合と

　　　　　　　　　　　　　カットセット，閉路，道との関係

　定理，11）を混成h木集合に拡張する。そのためにつぎの補題を証明しておく。

　〔補題4］　グラフGの一つの枝をeε　＝（v、，Vm）とする。

　　　　　　　　∂物瑳一些肌＿一①π隔…＿・・画の・き

　　　　　　　∫HT・。．2，…，・幽一砿。・。…＿酬丁＿…，＿・e・GEgのとき

ただし，Vt＝V」（1≦ブ≦：ん）のとき，　HT。i，　。2，＿，。k，　。t　・・　ip，　Vm　・＝　v」（1≦ブ《々）のとき，　HTv、，。2，＿，Vk，・m

＝：
早D

（証明）h．　h，，h。をh，∈NTv、tV，，＿，。k，Vt，　h2∈…HT。、，。，＿Vk，。m，　h。E（HT。、，。、，＿，W、㊥H『T。、，　v，，＿，

Vic，　Vm）とし，　hi＝hv1　U　h・i，　hv1Uhx1　＝　¢，　hyi⊂Ey，　h，1⊂E、，　IZ、i　”・　Ez　一一　ha1，　h2＝hy2Uh、2，　hv2∩h、2　＝＝　¢，

ee
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妬2⊂Ey，尾2⊂E、，偏篇E、一h、，，　he　＝＝　hy。Uhz。，砺。∩偏罵φ，砺。⊂瑞，偏⊂Ez，　IZz。＝＝Ez。一尾とす

る。砺。U編はVt，　Vm間に道をもたない。というのは，編、U転をVt，　Vm間に道をもつ部分グ

ラフとすると妬U乃、、＝砺、U砺となる馬が必ずffT。i，　。2．．．．，。k，。mの中に存在するからである。

ゆえにhe㊦ei（ei∈Evのとき掲∋命，　ei∈…盈のときhe＄ei）は混成々木集合HT。i，。2，＿，Vicの要

素であることがわかる。このことから，．EITv、，。2，．．．，。k，。1㊦　HT。、，。2，＿，。κ，。mの要素はすべて

　　　　　　　　塑慧蒙・一（et　Effi　Ev）・たは，　SHT。、，。，，．．．，・kdei（e・EE，）

に含まれることになる。逆にが∈ヨ7’。、，v，＿，。kとし，　ei∈が，（ei　Eiii　Ey）とするとが㊦亀（また

ぱ，θ坤が，et∈Ezのときが㊦ei）はHTv、，。2，＿，。k，　Vt，　HT。1，　v2，．．．，。k，V，nの片方のみに含まれ両方

に含まれない。（証明終）

　この補題を用いてつぎの定理を得る。

　［定理6］　節点Vi，　VJ間の一つの道をPijとし，　P‘汗P〃りUP・乞♪PyijUP・i」＝φ，　P鞠⊂Ey，

P・ij⊂Exとすると，

　　　　　　HTvi・　v2・　一　・　・　・　vk　＝　（Eiltig」II，　OS　dPzi2）　（blt8tll，　（！D　S　dPa23）　・　・　・　（ounis；｝1．II，　（D　SdPxk　一　iic）　HT

　（証明）々＝2のとき定ee　！から成立する。々一1まで成立したとすると，

　　　　　　　　　　　HTvl，　v2，　．．．，vic　＝　（b］tpftlll一　k（D　SdPzk－1ic）　HTvl，　v2，　．．．，vts　ve1

を証明すればよい，IP，一、肩＝1のとき補題4より成立している。［A一面騙η一1まで成立したと

する。／）lt＿、iC＝｛ele2＿en｝，　en∈Eッ，　en　＝（Vj，　Vk），　Pyk＿、ん①θ乞＝Pydic－iとすると，

　　　（tiJic一，ltOSdPzL’一ik）HTvi，v2，・E一，vic－i＝（aOeTIO（ti“．k一，OSdLPeicumiic）｝H7Tvi，v2，．．．，vicm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∂砿激一隔①（∂P鉱㊦∫暇のE窺㎎・・…lt一・

　　　　　　　　　一二砥一，　、①肌　．．＿（∵縦から）

　　　　　　　　＝＝（HTvi，　v2，．．．，vk－i，　v」　（｛｝）　HTvi，　v2，．．．，vk－i．vk）e　HTvi，　v2，．．，，vh－i，v」

　　　　　　　　＝　HTv　1，　v2，　．　．　．，　vk－k　vL－

　en∈島の場合も同様である。（証明終）

　この証明からわかるように道の集合｛P12，　P23，＿，　P胴㌃｝は節点v、，　v2，＿，　Vkを結んでいるk－！

個の道で置きかえても成立する。例えば｛P12，．Pi3，　P14，　P馬5，　Pk6，＿，1）、k｝であってもよい。ここで

もし｛Pi2，　P23，　P3i，＿｝のように閉路（VI一＞V2→V3→Vl）を含むようにとった場合，　HTv、，v2，＿，。k　＝＝　¢

となる。

　混成k木集合についても同様の定理を導くためにつぎの補題を証明しておく。

　［補題5］ei＝：（Vt，　vl），（1≦∫《ん）とする。

　　　　　　　　　HT・…’・・・…，…・・k…’一∂即賜讐湊’一一ユ（・・∈Ez）

＝SHTV2V2’，V3V3’，一・」，Vic－iVS”一ideic　（ekEli　Ey）

　（証明）ho∈i　HTv2V2’・　”3”3’・…・”なWとすると妬㊤銑はHT”2”2’・”3”3’・…Vk一・W－1に含まれる。なぜ

ならば（ho㊦　e・）㊦｛e2e3＿ek＿、｝はHTに含まれるからである。このことからHT”2v2’・v3”3’・…・Vic”ic’

の要素はすべて，
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aHTV2V2’，V3V3’，…，VkTIVit，一1

　　　　　　　　　　　，　（eic　EI　Ez）
　　　　Oek

または

SHTV2V2’，V3V3’，　・・i，Vk－iVk’一idek．　，　（ek　e1　Ev）

に含まれることがわかる。逆にが∈HT”2”2’・”3”3’・・…”k一・”kt一・とすると，　eκ〔蕊が，　eic∈……E。のときが

㊦ek（または亀牢研，　eκ∈Evのときが①θのはHT”2”2’・”3”3’・…・”iC”k一’に含まれる。（証明終）

　また今後の議論のためにつぎの補題を証明しておく。

　［補題6］　HT・i，。2，＿，。lt　eまグラフGのVl，　v2，＿，　ViCを同一節点としたグラフの混成木集合であ

る。

　（証明）Gのv1，　v2，．．．，　Vkを同一節点にしたグラフ5f　G，とする。　G，の任意の一つの混成木を

編とし，飯＝砺滝U二二，hVk∩1隔置φ，　hVk⊂E“，　h。k⊂E。，　E．，＝」傷一属κとする。砺κU1弼は明ら

かにGではVl，　v2，＿，砺の問には道がなくρ一le十1（ρ：Gの階数）倒の1支からなっている。つ

まり忽∈EHTv、，。2，，．．，。kである。逆にHTv、，。2，＿，。k一の任意の要素をδとし，δ＝・δッUδX，δV∩δ、＝φ，

δ〃⊂Ev，δg⊂Eg，δ、　・　E、　一δaとすると定義から6y∩δgはVl，　v2，＿，　Vkに道をもたずρ一ん＋1個

の枝からなる閉路を含まない部分グラフであるのでVl，　v2，＿，　Vkを岡一節点にした場合明らかに

δはGκの一つの混成木となっている。（証明終）

　［補題7コ　HTv2v2’・　”3v3’・　・…”k”lt’（ただしei＝（Vi，〃1），（2≦＝is｛　k））はグラフGの枝e2，　e3，＿，　ekを

開放除去しei（2≦（ig　le）を節点Vtまたはvlに可分枝として加えたグラフひの混成木集合で

ある。

　（証明）GA’の任意の一一つの混成木をがとする。γ＝｛e2e3・．．．爾とするとが㊥γは明らかに

Gの混成木である。このことから砂はHTV2V2
”3”3’・…・”L－Vκ’ ﾌ要素である。逆にHT”2”2’・”3”3’・・…

VkVk， ﾌ任意の一一つの要素をξとすると明らかにξはGkの混成木である。（証明終）

以上の補題を用いてつぎの定理を得る。

　［定理7］　ei　・（Vi，ηi）に関するサブカットセットをSit．とし，　Stε，＝S・」ti，　U　S・it，，　Syii，∩S・ii，；φ，

SVii，⊂瑞，　S・ii，⊂Ez（2≦i≦二々）とする。

T胆一…一
s、ゐ㊦∫岡（鵡㊦∫dSy33・）・憐㊦s　dS・・…）HT

（証明）k＝2のとき定理5から成立する。le－1まで成立するとすると，

HTv2v2’・v3v3’，・一・ivkvin’
@＝　（tQ，icld　e　SdSeJA，te，）　HTv2v2’，v3v3’，…，vR；一ivict－i

を証明すれぽよい。補題7からHTV2v2’・”3”3’一Vk一・Vk’一・はe2，　e3，＿，　eh一、を七三除去しその各々の

枝をそれぞれ節点v2（またはvS），　v3（vl），＿，　ViC一、（vk一、）に可分枝として加えたグラフGte－iの混

成木集合HTiC－iと一致する。また補題5から，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0HTV2V2t，v3v3’，…，vts－lvld－1
　　　　　　　　　　　HTV2V2’，v3v3’，．．．，vL・vin，．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oek

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．12：HCIii2i；：ISic－i　（eicEiiEz）

＝SHTV2V2’，V3V3’，…，Vk－IVic，一ldek

＝SHTk一’dek　（ekEi1Ey）
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であったので定理5からGk－iのekに関するサブカットセットをSkとし，哉篇SちUS楊5島

∩Sち一φ，S㌔⊂Ev，5ち⊂Eeとすると，

　　　　　　　　　　　　ffTv2v2’，v3v3’，…，vicvic’　＝＝　（tQL．，　e　SdSky）　HTk－i

となる。ところで，Skk，　＝　Sk　U　9kと考えることができる。ここで9L一は｛e2e3＿θけの部分集合

である。そこで蔀＝g隔U蔀、，9yk．∩9k，＝φ，9k・v⊂Ev，9k，⊂Ezとすると，

　　　　　（tQ，　r：，，，OSdSyL・，一t）HTic－i＝＝（ttg：k，eSdSk，）HTk－ie（tQ，，eSdg，，）HTre－i

となる。

　ここでGL一一iの枝9teはすべて可分枝であることから，6‘6蔀とすると，　ei∈…Ezのとき，

　　　　　　　　　　　∂窯一1一φ，e・GEvのときSHTI・一伽φ

である。ゆえに，

　　　　　　　　　　　（tQ，：，，．eSdSvk，，）HTic－i＝＝（tQk，eSsi，）HTk－i

つまり，

　　　　　　　　HTV2V2’，V3V3’，…，VkVkr　＝　（bltSIIIJ，　，　（｛｝＞SdSykk，）　HTV2V2’・V3V3’，…，VL一一IVic，一1

となる。（証明終）

　つぎに混成々木集合または混成ん集合から混成木集合を求めることを考えてみよう。

　［定理8コ　節点Vn，　Vmを分離するグラフGの一つのカットセットでそのカットセットによっ

て節点集合YがVn，　Vm（V・Vn　U　Vm，　Vn∩塩＝φ），　Yn⊂｛Vl，　V2，＿，　Vn｝，　Y，n⊂｛Vm，　V”；＋1，．，　Vk｝と

分割されるものをQ。mとし，（？。m＝Qv。m∩Q・nm，（？・」。m∩Q・nm＝φ，　Qy。m⊂Ey，　Q・nm⊂Eg，（1《n

≦々一！，2S｛1　m≦二ん，　m＝n＋1，　le＜ρ＋1）とすると，

　　　　　HT＝　（bJ8一，，，e　SdQun）　（b8，li，　OSdQtn3）　…　（blvi．1：lz．一　，　（D　SdQyic－rk）　HTvyv2・　・…vit

　（証明）le＝2のとき定理2から成立する。　le－1まで成立しているとする。　GのVk一、とViCを

同一点にしたグラフをGtとし，　Gfの混成ん一1木集合HT’v、，。2，＿，。k一、（これはGの混成ん木

集合既一・と臨（∵補題6））に・一・回の（、嵐呼飼の演算をほど・す・

とによってG’の混成木集合N’Ttが得られる。　HT’　＝　HT，k－i，　・hであることに注意して，

　　　　　　　　　　　　　HT一（δQ器㊦∫4（殉亙窺職

を証明すればよい。これは定理2から明らかである。（証明終）

　この定理においてん一1個のカットセットQ，2，Q23，＿，　Qic＿1κを用いたが，この代わりに，　k－1

燭のカヅトセットQi、i，，　Q，，i3，＿，　QiL．＿、iiC，（1≦三iゴ≦＝ん，1くブ≦〔ん一1）を考え，仮想の枝e3　・　（Vt」，

Vi」＋エ）をグラフGに加えて，このk－1イ固の仮想の枝とGのρ一（k－1）個の枝（これも仮想の

枝でよい）からなる部分グラフが0の一つの木（結局仮想の木となる）となっており，Q駒．、は

その木の仮想の枝e3（1くブ≦＝k－1）に関する基本カットセット（仮想の枝は含めず）となってい

るようなカットセットの組を用いても良いことに注意すべきである。つぎに混成k木集合から混

成木集合を求める公式を導くためにつぎの補題を証明しよう。
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　［補題8］　グラフGの枝ei　＝（Vi，㊧を含む一一つの閉路をLiとし，　Li　・LVi∩LZi，　Lv‘∩L，i＝φ，

Lyi⊂E，J，　L、ε⊂Ezとすると，

　　　　　　　　　　　　　　　　HT＝　（blt｛III｝．　e　SdLx，）　flT．，．，，

（証明）H’TViVi’は補題7からei　・（Vi，　vl）を開放除去したグラフの節点Viにeiを可分枝とし

て加えたグラフGtの混成木集合HT’と一致する。　Gtの枝eiをei・・（v乞，ηのとする。（図2－1

参照）G’の混成2木集合HTtv，i，vi，rを考えるとこれはGの混成木集合となっている（補題6）

はずである。ゆえにG’のvi，寸間の道をPi’i，，　・　Pyi，i，，UPxi，itt，・PVi・i，，∩P・i・v’　＝”　¢，　Pyi’i〃（＝Ey，

P・i’i，，⊂＝Eeとすると，

　　　　　　　　　　　　　　H’T’vi’，vit・一5／S一，，T．，，1，G｝S”T’dpzi・it・

　　　　む
vt

（；．

　　　　　　　　HT　：HTvi，，vi，，＝ta“ELtrmtil’　（｛｝）　SHT’dLzi　＝　（blt29m，　（｛｝〉　SdLzi）　HT”‘Vi’

となる。（証明終）

　この補題を混成々木集合に拡張する。

　［定理9］　グラフGの枝et＝（Vi，のを含む一つの閉路をLiとし，　Li　・　L，JiUL、i，　Lyi　n　L、i　＝・　¢，

Lyi⊂Ey，　L、i⊂E、，（2：｛9　i　E｛9　k，　k＜μ一1，μはGの零度）とすると，

　　　　　HT＝　（vitlas，　〈｛D　SdLz2）　（bT27，　（｛D　SdLz3）　…　（o－Lt6iT，　e　SdL，L．）　HTv2v2’・v3v3’・…，vkvk’

　（証明）補題8の繰返しにより求まる。ここでVi，尻が同一節点であっても成立することに注

意する必要がある。（証明終）

　この定理は定理8に対応するものである。さて，この定理8，定理9を用いてグラフGの独立

な閉路，カットセットと混成木集合との関係を得ることができる。

　［定理IO］　グラフGの独立な閉路をL，，　L，，＿，　L．とする。（μはGの零度）Li＝LyiUL、i，

LUi∩L。i　＝φ，　Lvi⊂現，　L、i⊂E、，（1≦」《μ）とすると，

　　　　　　　　　HT＝　（or｛II　1　（D　SdLxi）　（bitlE，　S　SdLx2）　…　（tQ，．oSdL，．）　Ey

　（証明）グラフGの一つの補木を1＝｛ele2＿6μ｝とし，　el　＝（vl，　vl），　e2　・・　（v2，　vS），＿，　ep　＝（v”，

妬）とするとHTV1”1’・”2v2’・’”・”””Pt’＝Eyである。娠1《疹≦μ）を含む基本閉路をLfiとし，　Lfi　＝

Lyfi　U　L・fi，　Lyfi∩L・fi＝φ，　Lyfi⊂Eッ，　L・fi⊂Exとすると定理9から，

　　　　　　　　蝋、妾。㊥飼（毒㊥∫・L・f，）…（、姦晩）Ev

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　vi　vt一
　　　　　　　　　　　　　　図2－1　補題8の説明のためのグラフ

　　　　　　　　　　　　　Fig．　2一1　Explanation　（graphs）　of　lemma　8

となる。ところで，．Pi’v，はGのeiを含む一つの閉路ムであることから，

　　　　　　　　　　　　　　　　OHTt
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ところで，Aを部分グラフからなる集合とし9i，9Jを部分グラフとすると，

、（o“A

№奄?ｇｄ）一
�?謡瞬㊥9」）＝・SA・9t㊦SAdg・・結φ・∬A・g・9・一φ

である。このことおよびGのすべての閉路が基本閉路の一次結合で表わされることから定理は

証明される。（定理終）

　〔定理11］　グラフGの独立なカットセットをQ、，Q2，＿，　Qρとする。（ρはGの階数）Q，・＝

Qyi　U　Q・i，　Qyi　fi　Q。i　＝　¢，（Qyi　C　Ey，　Q，i　C　E，，　（1　s｛！　i　sgl　p）とすると，

　　　　　　　　　ffT一（惹㊦國臆㊦S・Ql）（識㊦∫剃瓦

　（証明）グラフGの一つの木をt＝｛ele2＿eρ｝とする。このtの中にはGのすべての節点

V＝｛Vlv2…Vp＋・｝を含んでいる。そのためHT。、，。，，＿，。p＋、　・＝　E。となる。またtの枝砥1≦∫≦ρ）

に関する基本カットセットをQf，とし，　Qf，＝Qyft　iJ　Q・fi，　Qyfi∩Q・ft”　¢，　Qyfi⊂Eッ，　Q・fi⊂Ezと

すると定理8から，

　　　　　　　　HT一（鵡㊥∫・鉱）（義，㊥s・Q・r2）…（∂癒④圃盈

となる。また定理IOの証明と同様にGのすべてのカットセットが基本カットセットの一次結合

で表わされることから明らか。（証明終）

　この定理10，定理11は混成木集合の一生成法でもある。つぎに例を示す。

　［例題2－1］

　図2－2のグラフの混成木集合を定理10および定理11を用いて求める。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　es

e2　r　e3

et

e4 es

　　　　　　　　　　　　　　　　図2－2例題2－1のグラフ
　　　　　　　　　　　　Fig．　2－2　A　hybrid　graph　of　exa，mple　2－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　E　＝　｛ele2e3e4ese6｝

　　　　　　　　　　　　　　　Ev　＝　｛eie4ese6｝，　E，　＝＝　｛e2e3｝

（i）　このグラフの独立な閉路をL，，L2，　L3層目，

　　　　　　　　　　　　Li　＝　｛e2e3e6｝　：　Lyi　＝＝　｛e6｝，　L，i　＝＝　｛e2e3｝

　　　　　　　　　　　　L2　＝＝　｛eie2e4｝　：　Ly2＝　｛eie4｝，　L，2＝　｛e2｝

　　　　　　　　　　　　L3　＝＝　｛eie3es｝　：　Ly3＝　｛eies｝，　Lz3　＝　｛e3｝

とする。

　　　　　　　　　HT一（∂ゐ㊦∫・勾（ぬ㊦∫・勾（ゐ㊦∫…3）Ev

　　　　A，一（、1，㊥∫・…）E・J＝：∂｛努llllθ6｝③∫隔・・｝…一｛・一1・・・…解…｝



7 混成le木集合，混成海木集合とその性質 81

（ii）

蝋毒㊥∫・ψ・論①∫璃

　　　　　　＝＝　｛e4e6，　e3e4ese6，　ese6，　ele6，　ele3ese6｝e｛e2e4eie6，　ele2e4e6，　eie2e3e4ese6｝

HT一（疵㊦∫4砺〉毒舞①∫幅・・

　　　　　　＝＝　｛el，　e4，　es，　ele2e4，　ele2e6，　ele3es，　ele3e6，　e2e4es，　e2e4e6，

　　　　　　　　　　e2ese6，　e3e4eb，　e3e4e6，　e3ese6，　ele2e3e4es，　eie2e3e4e6，　ele2e3ese6｝

このグラフの独立なカットセットをQ，，Q2，　Q3とし，

　　　　　　　　　Qi＝　｛e3eseG｝　：　Qvi＝：　｛ese6｝，　Q2i＝　｛e3｝

　　　　　　　　　Q2　＝　｛eie4es｝　：　Q，」2＝　｛eie4es｝，　Qz，　＝＝¢

　　　　　　　　　Q3＝：　｛e2e4e6｝　：　（？，J3＝　｛e4e6｝，　Qz3　＝　｛e2｝

　　　　　　　HT一（、毒㊥∫・Q・・）（∂亀臓）（姦㊥・ψ

　　　　A，　＝　（b8；，　e　Sd（？，，）　E，　＝　Q一｛oeZg一’｝　e　｛e，e3｝de，e6　＝＝　｛e3，　e2e3e4，　e2e3e6｝

　　A2＝SAIdQ？J2＝：　｛ele3，　e3e4，　e3es，　elel，e3e4，　ele2e3e6，　e2e3e4ee，　e2e3e4es，　e2e3ese6｝

蝋惹①∫・ψ・一鵠①A・・・…

　　　　　　　＝　｛el，　e4，　er．，　ele2e4，　ele2e6，　ele3es，　ele3e6，　e2e4es，　e2e4e6，

　　　　　　　　　　e2er，e6，　e3e4es，　e3e4e6，　e3er，e6，　ele2e3e4ef，，　ele2e3e4e6，　ele2e3ese6｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（例題終）

　つぎに種々の混成le木集合，混成le木集合を求めるための重要な定理を証明する。

　［定理12］　V，，V2，＿，琉を節点集合Vの互いに素な部分集合とするとき，

　　　　　　　　　HTvi，　；r2，　．．．，　vk－iuvic　＝　HT　Th，　v．o，　．．．，　vk－i　A　HT　vi，　v2．．，．，　m：一2，　vts

である。

　（証明）HTVi，　V2，＿，　Vk－2，　；・ts－1U　T・icの任意の一つの要索を忽とする。定義から，飢＝cr　，y　U　az，殉∩αZ

＝φ，殉⊂Eッ，α、⊂Ez，α、＝E。一α、とすると，　ayUctzは閉路を含まずρ一le＋2個（ρ＝グラフG

の階数）の枝からなりle－！個の連結成分からなっている。その連結成分を9i，82，＿，　gκ一、とし，

＆にV，，g2にV⊇，＿，9ic一、に玲一、U取画一、∩砿＝φ）がそれぞれ含まれているとする。翫＿、に

レ払、が含まれているので殊＿、の節点聞に道があり定義から伽∈HTVi．　v2＿Vk一、である。同時

に9k一、に琉が含まれているので砺∈…HTv、，　V，，　．　．　．　Vic－2．　Vicでもある。逆に（HT7、，ア，，＿，7k＿、∩

HTv，，　v，＿，Vk－2，。k）の任意の一つの要素を属とする。尻課磁Uαを，蛎∩α三＝φ，賜⊂Ey，α2⊂Ez，彪＝

三一磁とすると，cr；　U　a2は垢が混成le－！木であるので閉路を含まずρ一le＋2個の枝からな

りやはり々一1個の連結成分からなっている。その連結成分を9i，　ga2，＿，面一、とし，　g、にV『1，　g2

にV2，＿，9k－2に琉一2カミそれぞれ含まれているとする。　hk∈llT7、，　v2，．．．，、」・k一、であるので聾一、は

翫一、に含まれる。同様にh£・　EE　HTv、，、v2，＿，Vk－2，　ViCであるのでV，は9k一、に含まれる。ゆえに

急一1は連結であるので急一1は（V，UVk一，）を含むことになり，尻蕪HT7、，72，＿，Vκ一2，、Vk＿、U　7kと

なる。（証明終）

　［定理13］Y2，Y3，＿，Y，一を互いに罪な節点対（枝集合Eの部分集合）集合とすると，
　　　　　　　　HTY2，　Y3，　・・．，　Vk－2，　1’k　ww1U　Yk　＝　HT　Y2，　一V3，．．．．，　Yk一一1　n　HT　V2，　r3，　・．．．，　一ic－2，　lfk

である。
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　（証明）HTY2・｝y3一・　Vk－2・　YtS一・u　yiCの任意の一つの要素をがとする。｛Y2，　Y，，＿，｝7械｝のそれ

ぞれのYi（2《ゴ〈k－2）に対して枝ei＝（Vt，〃1），ρ轟⊂Yiを一つづつ選びその集合をγニ｛e2，

e3，＿，　ek－2｝としγ・・γyUγg，物∩r，　＝φ，物⊂瑞，γz⊂E，とする。砂からγ，」を取り去り，γzを

加えて得られる部分グラフ（hK；①γ）をがとすると定義からQ1瓢が㊥ete－1，（ek－1　＝＝　（Vic－1，　vk一、），

Vk＿、垢一1⊂琉一1）は混成木集合の要素となりが∈HTY2・　y3・　・…・Yk－1となる。またQ2騙が①eit，

（ek　＝　（vk，　v£・），Vkvk⊂ぬとするとQ，　er　HTとなり，　hic∈HT　Y2・｝Y3・・…・　Yk－2，　Vkとなる。このことか

らがは（ET砺「3，…・・　YA・　一1∩HT　Y2・「Y3・…’・　Yk　un2，　YL・）に含まれる。逆に（HTY2，　Y3，…’・　Yic－1∩HTY2・Y3，’’’”

ア孟秘恥の任意の一つの要素をが’とする。｛Y2，　Y，，＿，琉一2｝のそれぞれのy’i（2《ゴ《ん一2Mこ

対して枝ei＝（vi，　vi），四誘⊂Yiを一一つづつ選びその集合をγ＝｛θ2，63，＿，　ek－1｝とし，が’＝が’⑱γ

とする。eh・＿ユ＝（VL・＿ユ，垢一ユ），　Vk一、vk一，⊂Y，・＿ユ，　ek・＝（VA一，垢），　VitV£一（＝Y，とすると（が’④θレ、）も

（ηん’㊦eiC）もHTに含まれる。つまりが’∈HT　Y2・　「3…・yk－2・Vlc－1u砺となる。（証明終）

　定理6，定理7，定理12，定理13を用いると混成木集合HTからいろいろな混成le木集合，

混成々木集合を求めることができる。例えば111’Tviv2，vs，v7vsを求める場合，定理6を用いて，

HT。i，　。S，　。7と　HT。2，　V5，　V7を求め定理してからUTv、，　V。．，V7∩．lll”Tv2，　VS，　V7　＝＝　HTvlv2，　vs．　v7とし，同様に

HTv、。，，。5，。8を求め，定理12からHTv、。，，。5，。7。8＝∬7㌔、。，，。5，。7∩H’T。、。2，　。5，　。8となる。つぎrc　llTV1”2vsv8・

v6v3・v7”9・”3”4”4”loの求め方を考えてみよう。定理7を用いてHTv・v2・”6”3・v7vgl”3”4，　llTV5”8・”6”3・”7”9・v3”4を

求め定理13から　Ll’T”lv2・”6v3，v7v9，v3v4∩HTvD「v8・v6v3・　v7v9・v3v4　・．　HTv・v2vsv8・v6v3，v7”9・v3v4とし，同様に

H’Tvlv2vsv8，v6v3・v7vgv4vleを求め定理13から，　H’Tvlv2vsv8，v6v3・v7vg・v3v4v4vle・・HTvlv2vsv8・v6v3，　v7vg・v3v4∩H7’vlv2

VSV8・V6V3・V7V9・V4Vloとなる。

3．　混成lc木集合と混成k木集合との関係

　ここでは混成た木集合と混成k木集合の関係を述べる。まず混成々木集合から混成々木集

合を求める関係を導くためにつぎの補題を証明する。

　［補wa　9］　グラフGの一つの枝をel　＝（Vl，　V2）とする。節点Vl，　V2間のelでない一つの道を

Pi2とし，　P12＝＝Py，2UP、、2，　Pッ、2∩P、、2＝φ，　Py、2⊂＝賜，　P，、2⊂E，とすると，

　　　　　　　　　　　　既ゼ｛el｝＊（平野④∫H國殉

である。

　（証明）補題7，補題6からHT”1”2はグラフGのelを開放除去してelを可分枝としてVl

（またはv2）に加えたグラフG2（図3－1の（a））の混成木集合HT2であり，またHTv1，　v2はグ

ラフGのv1，　v2を同一節点にしたグラフG2（図3－1の（b））の混成木集合である。そこでG2

の節点Vl，　v2，　vlを同一節点にするとG2となるのでHT2。、，。2，、v2’＝＝　HTvi，　v，。定理6から，

G2 G，

V2i

el

Vl

V2

el Vl

V2

　　　（a｝　（b｝
　図3－1　補題9の説明のためのグラフ
Fig．　3－1　Explanation　（graphs）　of　lempaa　9
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　　　　　　　　　職魍一（義㊥∫・P…）1諺）HT2・e1EE・のとき

または

　　　　　　　　　　　一壷㊥∫・P…）（S・・，）HT2・繕のとき

となる。ところが，el　EEyのとき任意のht2∈HT2に対してel∈ht2またはel∈E、のとき任

意のht2∈…ff：T2に対してei　¢　ht2であるので，

　　　　　　　　　　　HTvi，　v2　＝　HT8i，　v2，　vi　”　｛ei｝　＊　（bzS－r，　〈S＞　SdPxn）　HT”i”2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

この補題を繰り返すことによりつぎの定理を得る。

碇理14コe・　・（・・，　V・＋・），eiでない・・識。澗の道をPii．、＝＝Pyii＋iUp・ii＋v　Pyii．、∩P・・i＋、　・96，

Pyii＋、⊂Ey，　Pxii＋、⊂Ex，（！くゴ≦；々一1）とする。ただしPii＋エにeJ＝（”ゴ，　vゴ＋、），（1《ブ≦（々一！，

∫≒ブ）を含んではならない。このとき，

　　　　　HTv，，　v，，　．．．，vk　：　｛e，e2　・一・　ek－i｝　＊　（bt－a－y，，　〈ED　SdPzn）　（blBtrm，J，3　〈｛D　dPz23）　…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（bTtEi｝T－ykm　G）　SdP．ic一，k）　HTviv2・　v2v3，　．．．，　vk　nt，．ic

である。

　（証明）補題9の繰り返しにより明らかであるがPit＋、の存在を述べる必要がある。もし条件

を満足するPii＋、が存在しないとすると，そのときeiは可分枝であるか，｛ele2e3＿召κ一1｝の部

分集合がグラフGのカットセットをなしているときでありいずれのときも混成k木集合H7W2’

V2”3’’’”Vk－IVkは空集合となっている◎（証明終）

　つぎに混成ん木集合から混成k木集合を求める方法を考える。

　［補題10］　グラフGの一つの枝をel　・・（Vl，　v2）とする。　e、に関するサブカットセットをS12

とし，Si2　＝Syi2　U　Szi2，　S，」、2∩Sz、2＝φ，　SY、2⊂場，　S、、2⊂Ezとすると，

　　　　　　　　　　　　　HT…2一｛el｝＊（∂薯籍㊥∫既闘詩

である。

　（証明）補題9の証明と同様に，HT”1”2は図3－1（a）のG2の混成木集合であり，　HTv、，　v2は

pa　3－1（b）のG2混成木集合H”T2である。　G2のVl，　v2を分割し，　e、を開放除去し可分枝とす

れぽG2となる。　G2でelは自己閉路のままでVl，　v2を分割するには，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（、＆，ψ伽）i・T・

を求めればよい。つぎにelを可分枝にするには，

　　　　　　　　　　　　　・鴫のとき・飼翫㊤∫・・融乃

　　　　　　　　　　　　　　e・GE・のとき・ゐ義㊥∫殉鵬

を求めればよい。el∈砺のとき任意の配2　e　H7「2に対して6樺偽であり，　ei　Ei　Ezのとき任意、

のht2∈HT2に対してei　Ei　ht2である。このことから，

　　　　　　　　　　　　　HT・・・・…｛el｝＊（∂驚触㊦∫既調紛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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この補題を拡張するとつぎの定理を得る。

　［定理15］　ei　＝（vi，　Vi＋1），　eiに関するサブカットセットを＆‘＋1とし，　Sii＋、＝S・Jii＋、US・ii＋1，

S・」ii＋、∩S・ii＋、篇φ，　Syii＋、⊂動，　S・ii．、⊂E、とする。ただしSii．、の中にeJ（1≦玄ブ≦9ん一！，i≒ブ）

を含んではならない。

　　　　　llTvlv2，　v2v3，　…，vic－lvk　＝　｛ele2　．．．　ek－1｝　＊　（’a－sO，m　eSdS，」12）

　　　　　　　　　　　　　　　　（義㊥∫・s　）…（∂ぬ㊦∫曝のH窺場…，…

　（証明）補題10の繰り返しにより明らかであるが，Sii＋、が存在する理由を述べる必要がある。

もし条件を満足するSii＋、が存在しないとすると｛ele2＿ek＿、｝の部分集合の中にGの閉路をな

すものが存在し混成fe木集合HT。i，。2，．．．，。iCは空集合となっている。（証明終）

　定理14，定理15を例によって説明する。

　〔f列題　3－1コ

　図3－2のグラフを考える。このグラフにおいて，

　ひ1　　　　　　＿＿＿＿＿＿

　　　　　e3　　x
　　XN
　　　xx

el　’?　／e2
　　　el　Xx

V2

e6

es

　　　　　　　　　　　　　　　　　図3－2　例wa　3－1のグラフ

　　　　　　　　　　　　　Fig．　3－2　A　hybrid　graph　of　example　3－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E＝　｛eie2e3e4ese6｝

　　　　　　　　　　　　　　　　E，y　＝＝　｛eie2ese6｝，　E，　｛e3e4｝

とすると混成木集合HTは，

　　　　　　ffT3　＝　｛ele2e3e4e一．，　ele2e3e4e6，　ele3e4ese6，　ele2e3，　ele2e4，　eiees，

　　　　　　　　　　　　ete4e6，　e2e3es，　e2e3e6，　e2e4es，　e2e4e6，　e3ese6，　e4ese6，　el，　ei，　e6｝

となる。

　el＝（v、，　v2）とすると，

　　　　　　　　　HTVbV2＝　｛e2e3e4es，　e2e3e4e6，　e3e4ese6，　e2e3，　e2e4，　e3es，　e4e6，　¢｝

　　　　　　HTVIV2　＝　｛ele2e3es，　ele2e3e6，　ele2e4es，　ele2e4e6，　ele3ese6，　ele4ese6，　eies，　ele6｝

となる。

　（i）　f）12　＝｛e4e6｝，　P。y、2＝｛e6｝，1）、12＝｛e4｝とすると，

　　｛el｝＊（讐搾㊦∫川蝉一｛el｝＊（∂警㊥SHT・…dの

　　　　　　＝　｛el｝　＊［｛ele2e3，　ele2e4，　ele3es，　ele4es，　el｝O｛ele2e3e4es，　ele2e3e4e6，　ele3e4ese6，

　　　　　　　　　　　　ele4e5，　ele4e6｝］　＝”　｛e2e3e4e5，　e2e3e4e6，　e3e4e5e67　e2e3，　e2e4，　e3e5，　e4e6，　¢｝

となり，これはHT。エ，　。2と一致する。
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　（ii）S12　””　｛e2e4e5｝，　S・」、2　＝＝｛e2es｝，　S、】2＝｛e4｝とすると，

　　｛の＊（∂落舞・㊥∫礁調一｛el｝＊（∂籍㊥∫HT・・，・・d・・es）

　　　　　　　　＝　｛el｝＊［｛e2e3es，　e2e3e6，　e3ese6，　e2，　e6｝e｛e2e3e4ese6，　e2e3ef，，

　　　　　　　　　　　　　e2e4e6，　e2｝　〈D　｛e2e3e4ese6，　e2e3e5，　e2e4e5，　e4ese6，　e5｝］　＝＝　｛ele2e3e5，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ele2e3e6，　eie2e4es，　ele2e4e6，　ele3ese6，　ele4ese6，　eleb，　eie6｝

となりこれはifTVIV2と一致する。（例題終）
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また混成fe木集合と混成le木集合との問につぎのような関係がある。この関係は能動回路網

に対する位相幾何学的公式を導く場合に重要な役割を果たす。

　［定理16］　emt＝（Vmi，”玩），　eni　＝”（Vni，三層），　e7ni　〉〈　eni（！≦ニゴ《ん），　Vmi，　vAtt醐の一つの道Pmi，

Vni，　vhi閥の一つの道をPntとし，　P。ni　・　RymiUP：mi，！）ymi∩P・mi＝φ，　P・Jm・i⊂E…P・mi．⊂瓦・

Pni　＝P・JntUP・ni，　Pyn．i∩P・ni＝φ，　P・Jni⊂E，，　P・ni⊂E、とする。

［（煮㊥∫周（ぬ㊦∫へ）…（1菰③∫娠）明

　　　∩［峨㊥∫へ）（、竃①54殉・◆・（癒㊦SdP・n・）ffT］

　　　　＝：　｛emiem2　・．．　entkenien2　．，．　enic｝　＊　［HTVf｝tiVrni’，Vm2Vm2’，　・　・　・，　VmicV’　7nk　n　HTVniVn，rVn2Vn，2，　一・・，Vntevnic，］

　（証明）

　　　私一［（煮㊥∫・殉峨㊥，s・P…）…（孟①∫嗣HT］

　　　　　　　　　　　　∩［（、乱①∫殉（、煮；㊥∫殉・・儀①∫・殉明

　　　　　　　　　H2　＝＝　［HTVmlVm’　1，　Vm2Vm’2，　・　・　・，　VmleVmk，　n　ifTVnlVnl，，　Vn2Vn2’，　VnkVnkt］

とし，．H，，　H2の任意の一つの要素をそれぞれh，，がとする。また，　crm＝　｛emlem2＿emlt｝＝αymU

crzm，　4ymficrzm＝¢，　a，Jm　C　Ey，　cr：m　C　Ez，　crn　：｛enien2．・・ente｝　＝cr，JnUaxn，　a，ynncren＝＝¢，　cr，yn　C　E，v．

cr、n⊂E。とする。定義から明らかなように（瓜uα，。、．）一、a、，n，（飯Uα雪。）一α，，、は共に混成木集合

HTに含まれる。ゆえにg』砺㊦（cr　’，n　U　an）とすると，　gk　…（編Uα伽U％）一（α，，。　Uαzn）となり

（gk　u　a、n）一crynおよび（gk’　U　crz7tL）一、cr，JVi、は，EITに含まれることになる。このことから摩∈H2と

（定義から）なる。ゆえに，h，　e（crmUαn）∈H2つまり伽曝（αm　U　crn）＊H2となる。逆に（hkUcr、m）

一、aym，（がUα，。）一　cr，J7tは共にHTに含まれる。（定義から）g，　・・　hk　e（am　U　cr。）とすると蔀＝（が

U　cr、m　U　cr，n）一（α伽U％）となり（翫Uα三一α、。，（9iC　U　cr，J．）一α。。、は共にffTに含まれることにな

る。このことから9ic・G…H1となる。ゆえにが㊦（amUαn）∈H，となる。が∈（αmUαn）＊H2でかつ

が㊥（αバα。）∈私であるので定理は証明された。（証明終）

　この定理を説明するための例をあげる。

　［例題3－2］

　図3－3のグラフを考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E＝＝　｛ele2e3e4ese6｝

　　　　　　　　　　　　　　　　E，y　＝　｛eie2ese6｝，　E，＝：　｛e3e4｝

　　　　　　　HT＝　｛ele2e3e4es，　ele2e3e4eb，　ele3e4ese6，　ele2e3，　ele2e4，　ele3es，

　　　　　　　　　　　　ele4e6，　e2e3es，　e2e3e6，　e2e4es，　e2e4e6，　eaese6，　e4ese6，　el，　es，　e6｝
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　　　　　　　　　　　　　　　　図3－3　例題3－2のグラフ

　　　　　　　　　　　　　Fig．　3－3　A　hybrid　graph　of　example　3－2

el　・＝　（vl，　v｛），　e2＝（v2，　vl）として定理7を用いてHTvエVlt，　HTV2v2’を求める。

　　　　　　HTVIVI’　：　｛ele2e3er，，　ele2e3e6，　ele2e4es，　ele2ede6，　ele3ese6，　ele4ese6，　eles，　ele6｝

　　　　　　HTV2V2’　＝　｛ele2e3e4ese6，　ele2e3es，　ele2e4e6，　e2e3ese6，　e2e4ese6，　ele2，　e2es，　e2e6｝

　　　　　　　　　　　　　HTVIVI’　fiHTV2V2’　＝　｛ele2e3er，，　ele2e4e6｝

ゆえに，

　　　　　　　　　　　　　｛e，e2｝　＊（HT”iVi’　fi　HT”2”2’）　＝＝　｛e3er，，　e4e6｝

また，定理6を用いてHTv1，　v1’，　ifT。2，　？，2’を求める。

　　　　　　　　　HTvl，　vlr　＝　｛e2e3e4es，　e2e3e4e6，　e3e4ese6，　e2e3e，　3es，　e4e6，　¢｝

　　　　　　　　　ffTv2，v2，　＝　｛ele3e4e5，　ele3e4e6，　ele3，　ele4，　e3ese3e6，　e4e5，　e4e6｝

　　　　　　　　　　　　　　HT．1，．lt　n　ffT．2，　v2，　＝＝　｛e3es，　e4e6｝

ゆえに，

　　　　　　　　　　　HTvi，　vi，　n　HTv，，　v，，　＝　｛eie2｝　＊　（HTvivi’　fi　HTv2v2t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（例題終）

　　　　　　　　　　　　　　　　4．　結　　　　　言

　前論文において示した混成2木集合，混成2木集合の性質を混成fe木集合，混成々木集合に

拡張し，さらに混成々木集合と混成le木集合との関係を述べた。定理6を用いて混成木集合か

ら混成le木集合が求まり，定理7を用いると混成木集合から混成k木集合が求まる。逆に定理

8を用いて混成k木集合から混成木集合が，定理9によって混成k木集合が求まる。これを拡

張して定理10，定理11ではグラフの独立な閉路または独立なカットセットからそのグラフの混

成木集合が求まることを示している。これは混成木集合の一生成法である。また定理6，定理7，

定理12，定理13を用いて種々の混成fe木集合，混成k木集合を求めることができる。さらに，

混成k木集合から混成k木集合および混成k木集合から混成k木集合の求め方を示し（定理

！3，定理14），定理！6では，ある種の混成々木集合（部分集合）と混成k木集合の部分集合と

の関係を述べた。
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