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数値的逆ラプラス変換によるアーーラン

　　　　　模型の過渡解について

二階堂 正直’：：．加地郁夫骨
（昭和48年4月28日受理）

Transient　Solution　of　Erlang’s　Model　by　Numerical

　　　　Inversion　of　the　Laplace　Transform

Masanao　NIKAエDo　Ikuo　KAJI

　（Received　April　28，　1973）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ahst碧act

　　In　the　analysis　of　the　queuing　phenornenon，　the　Laplace　transform　is　a　powerful　tool，　but

in　many　caces　it’s　analytical　inversion　is　difficult．　Hence　applications　such　as　obtaining　a

time　dependent　solution　by　the　Laplace　transform　seems　to　be　lacking　in　the　iiterature．

　　However，　if　such　a　numerical　inversion　can　be　obtained，　an　accurate　transient　so1ution

may　be　obtained．

　　This　paper　introduces　a　numerical　inversion　technique　of　the　Laplace　transforin，　which

involves　Bellman’s　Method　and　describes　its　limitation　by　applying　it　to　Erlang’s　model

which　has　a　known　accurate　solution．

　　Judging　from　the　results　of　the　numerical　experiment，　this　technique　is　very　useful　in

a　suthciently　wide　range　of　parameters．

　　　　　　　　　　　　　　　　　1。緒　　　　　言

　輻榛現象の解析においてラプラス変換は強力な道具であるが，非常に多くの場合逆ラプラス変

換を解析的に求めることの囲難さのために，理論上の場合を除いて実際的に時間依存解をラプラ

ス変換を用いて求めることは余りこころみられていない。ラプラス変換による解析と適切な数値

的逆ラプラス変換の手法を組合せることによって，精密な過渡解を効率的に求めることができる

と期待できるが，本研究では精密解が複雑であるが既知であるアーラン模型の場合をとり上げ

て，ベルマンの数値的逆ラプラス変換の方法に基く手法を導き，その使用限界を数値実験によっ

て明らかにすることを意図したものである。その検討の結果，十分広いバラメーーター範囲にわた

って本手法は十分使用にたえるものであることが判明した。

　　　　　　　　　　2．数値的逆ラプラス変換の理論の要約1｝

t’t（t）のラプラス変換をF（S）とするとF（S）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　F（s）　＝　S，”Oe－stu（t）dt

積分区間を有限にするために罪＝exp（一t）と変数変換すると（2－1）式は

（2－1）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Sl；・・一・t・（　一　1・9・）d・一F（s）

となる。

　さらに9（x）讐頭一109κ）とおいて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　画引9（x）dx－F（・）

　Zt（t）を十分なめらかな関数であるとすると求積式は十分良い精度で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬9（x）dx一義砺綱

と表わせる。　　　　　　，

　ただし，．Xiはshiftedルジャンドル多項式P双κ）の零点である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝）論（x）＝1＝）Pt（1－2x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　P・・r（r）一2蝪！（瑳）n（r・一・）n

　ZViは1＞個の重み係数で次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Wi一∬詩職錫）dr

（2－4）式を用いると（2－3）式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ズ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σω鵡一19（κ∂＝F（s）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　s・1，2，＿，N，　i＝1，2，＿，　N

　これはN個の末知関数g’（Xt）に対するN元連立方程式である。

　s－1を実数k（k＝0，1，＿N－1）で置き換えると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル
　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣWixlg（Xi）＝＝F（k＋1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　奄諾1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝O，1，＿，N－1

　g（Xj）について求めると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（Xj）＿逸1F（fe＋！）勉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ic＝o　　　　　Zθゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＝＝一109Xゴ

　ここでg勺は多項式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃（・）一（。．鴬鴇（。、）

のん次の項の係数である。

　次にスケール変換について述べる。

　　　　　　　　　　　　　　　　五似のトf・一s“u（t）dt－F（s）

　　　　　　　　　　L｛u（・眺ゴ・一・‘z・（・t）読一÷∫》励4’一F（1／α）

　よって

　　　　　　　　　　　　　　　　か鋼一・1・9・Xt）・・E（妥の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＝一alog　Xi

（2－2）

（2－3）

（2－4）

（2－5）

（2－6）

（2－7）
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　　　　　　　　　　　　　　3．　アーラン模型の解について

　待合せ系の中で最も単純で基本的な構造を持つのがアーラン模型である。

　3．1構　　　　　造

　（1）先着順サービス規準をとる。

　（2）単一サービス窓口，単一待行列の立．場をとる。

　（3）単位は平均サービス率μの指数型サービス分布に従ってサービスを受ける。

　（4）単位の系への到着はパラメータλのポアソン過程に従う。

41

　　　　　　　　　　　　到着　　　　待行列　　先順　　　離脱

　　　　　　　　　　　　λ．△置　　　　　　　　　　　　　サー　ス　　　　　μ・△‘

　　　　　　　　　　　（到叢の確率）　　　　　　　　　　　　　　　　（サービス終了の確率）

　　　　　　　　　　　　　　　　　図0－1アーラン待合せ系

　時刻tにnコの単位が待ち合せ系の中に存在する確率をPn（t）とするとP。（t）は次の方程式

を満たす。

　　　　　　　　　　　　Po（t十At）＝Po（t）（1－ZAt）十P，（t）iC‘At÷0（At2）

　　　　　　　　1）n（t十∠it）＝1）n（の｛1一（λ十μ）∠lt｝一1－Pn＿，1（t）λ∠∫t十∫）n＋1（t）Pt∠lt十〇（∠U2）　　n≧1　　（3－1）

　　　　　　　　　　　ユー（λ＋μ）△t1一（λ＋μ）△t　　1　一（x＋μ）△t　1一（x＋μ）△ご1一（λ＋μ）△t

　　　　　　　　　　μ△1　　μ△t　　μ△£　μ△t　　μ△t　　μ△彦　　μ△t

　　　　　　　　O　．1　2．’．η一1　n　n十1。．．
　　　　　1　一λ△t　　　　　　　λ△t　　　　　　　　　　λ△t　　　　　　　　　λ△t　　　　　　λ△t　　　　　　　　　λ△t　　　　　　　　　λ△t　　　　　　　　λ△t

　　　　　　　　　　　　　　　　図O－2アーラン模型の堆移図

　（3－1）式から次式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　4傷ξLλP。（t）・＋・／・P，（t），　・z－o

　　　　　　　　　　撃一一・・）P・（t）　一t一　RPn－i（t）…Pn・・（の，n・：・…1，　　（・一2）

　Pn（t）の母関数をP（Z，　t）とすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（z，　t）＝・ΣPn（t）zn　　　　　　　　　　　　（3－3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　71mO
　（3－2）式の両辺に2n＋1を掛けてnについて加わえ合せ整理すると

　　　　　　　　　　　　　謬禦＋・）［（・一・・）P（・，・t）一・P。（の］　　　（・一・）

を得る。

　サービス開始時点に待ち行列の中にiコの単位がいたとするとk（0）＝1でP，、（0）＝・　O，n7Li

であるから

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）（z，0）＝Σ1）n（0）zn＝zi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tlc・C

　（3－5）のラプラス変換を行い，母関数の性質を利用してP＃（Pnのラプラス変換）を求めると

　π≧ゴに対して
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　　　　　　P＃（・）一÷［。歯・。鋒，＋緯・・一・綴・（i）㌦瓢顯　（・一6）

　但し
　　　　　　　　　　　　　　　一　1　＋　Lt　＋　s　一t一　V（A　一t一　L，JiF－s）2　一　42Ze

　　　　　　　　　　　　　　α三一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Z

　第！種変形ベッセル関数左を用いることによって（3－6）の逆ラプラス変換を行って整理すると

　　　　Pn（の…・）・＋・）t［（／亨）’一”・・一・（・・／励・（／亨）’“”＋1

　　　　　　　　　　　　　f・＋・＋・（2　i／R］dt）・（・一山）（去）謡．2（／亨）訟励］（鋤

（3－7）式はnが整数の場合，第1種変形ベッセル関数の性質ム＝Lnによってn≧iおよび

n＜iについて成立する。

　以上は文献2）の要約であるが，以下アーラン模型の理論的考察および数値的逆ラプラス変換

の適用のために必要な変形を行った。

　最初に（3－6）式，（3－7）式に対してτ＝λtなる正規化を行う。

　（3．6）式についてPn（τ）を求める正規化後の関数とし

　　　　　　　　　　　　　　　　Pn（r）4）L　Pn（r／l）＝Pn（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　L［Pn（T）］　＝＝　P＃（s）

　と定義すると

　　　　　　　　　　　　　　　　P＃（・）ず為（・國・

　τ　・λtを代入して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ザ融）e一・x‘dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一λ爺抑噸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2Pn（sZ）　（3－8）
　よって（3－8）式およびρ＝λ／μ（但し，ρはトラフィック強度と呼ばれ，単位時闘の中に占める

全サービス時間の割合すなわち，サービス施設の利用率を表わす。）を（3－6）式に適用すると，

　　　　　　　　P・（・）㌔六、＋悪・黙・…＋1鶏・牝議論　 （・一・）

　但し

　　　　　　　　　　　．，（s）．．E！z：ttunYe．±．g！1（lsglsl－1，te－tlfp＋s－t一一y／（1＋1fp＋s）2－4（1fp）

（3．7）式にはρユを適肌て

　　　　　　　pt
　　　P．（T）　＝　eum　（i＋i／P）’［　（」／it　）　i一”fn－i　（2／it　T）　＋

　　　　　　　　（／弄）””＋’・・＋・＋i（・／多）・（・一・）槻轟陰欝（・／茅）］（3一・・）

又，（3－9）はn≧面こついての式であるからn＜面こついての式を求めると

　　　　　　　　禰一織・（鰐＋…＋（警・醜乱（1！¢　（3一・・）

（2－7）式のスケール変換を（3－9）式に適用すると
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（3－12）

　　　　　　　　　　　a、（・）一1＋1！P＋s＋・／（1疹1ノ’＋s）2－4（1／P）

　　　　　　　　　　　　　　　　s＝＝1／a，　2／a，．．．，　N／a

これはPn（aτ）のラプラス変換した式である。（3－11）についても同様に求まるので省略する。

　　　　　　　　　　　　　4．　計算結果ならびに考察

今後の説明を簡単にするために解析的逆ラプラス変換による方法をA方法，数値的逆ラプラ

ス変換による方法をB方法と呼ぶことにする。

　A方法による式（3－10）の右辺の［］内第3項のΣ内は相対増加率がO．OOI％以下になった

とき計算を打切った。第1種変形ベッセル関数In（x）の精度3・4・5）はlnl＜10，1到＜10．0で有効

数字7～8桁，｝刎＞10または10．0く1xl〈IOOでは有効数字5～7桁である。

　B方法による計算は全て倍精度で行い，式（3－12）の右辺のΣ内の計算は相対増加率が10－8

％以下で打ち切った。

　なお，計算には北大大型計算機センターFACOM　230－60を利用し，　FORTRAN言語を使っ

た。

　数値計算の結果得られたデー一一一タを図1～図16に示す。

　各二三の実曲線はA方法によるもので，各種記号がB方法によって計算されたデータであ

る。各図中のパラメータおよび記号の意味を次に示す。

　（1）　パラメータ

　　n：システムに存在する単位の数

　　i：τ・・Oでシステムに存在する単位の数

　　ρ：トラフィック強度

　　a：B方法におけるスケール変換の倍率

　　N：B方法におけるルジャンドル関数の根の数

　　τ：正規化された時刻τ＝Xt（但し，　tは実時間でλは到着率）

　　P。（τ）：時刻τに待ち合せ系に単位がnコ存在する確率

　（2）記号

　表0を参照のこと。

　　　　　　　　　　　　　　　　　表0　記号と倍率（a）

記　号 倍華（a＞ 記　号 倍率（a）

● 0．5 ● 0．5

Q 1 Q 0．25

△
2

▲
0．1

◎ 3 x 0．01

△ 5

又
10
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　なお今回はアーラン模型の最基本型であるn　・O，i＝oを前提条件として解析した。（但し，

n＝O，iニ3の場合も一部説明のため載せた。）

　4．1　B方法自身のパラメータによる影響

　（／）スケール変換の倍率（のについて

　i＝o，n＝O，　N＝15，ρ・＝O．！（図1）の場合，倍率が0．5と1ではA方法による解である実曲線

からの隔りが無く（有効数字3桁の精度では）安定であるが，a＝　2，10と倍率が大きくなるに従

って実曲線を中心とした振動が大きくなっている。次に根が少ない！＞＝7（図2），N＝4（図3）の

場合，a・・　10で各々τ　＝＝　O．2～0，3，τ＝0．7～O．8の近辺で不安定となっている。ρ・・O．5の場合（図

i．o

P，〈r＞

O，5

o．o

sA　茸　　4　x　　“ x

x　　　　　　x　　　　　　　　　　託
へ

N＝15

n＝O

i＝o
p＝　O．1

x

o 5 10 15

T

図1

LO

P砥τ）

O．5

o．o

N＝7

n＝O

i＝o

ρ＝0．玉

。 5 IO 工5

T

図2

1．0

1，eo

P，・｛　r）

D．5
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N＝4

n＝O

i＝o

p＝O．1

15

’Po〈T）

O．95

5

図3

io

r

N＝15

n篇〇

三＝0

ρ嵩0．1

拡大図

e．go

O．89

　0．o O，5

図4

1．0

T

1．5
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1　．0　×10・一i
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図10

1e

T

15

5，6，7）はρ＝0．1の場合よりも安定な点が多いが同様な傾向が見られる。しかし，N＝・　15（図

5）ではa＝5がa＝10より不安定となっている。ρ＝1．0，2。0の場合（図8，図10）いずれも

a　＝＝　10で不安定な点があるが，他の倍率では安定である。ρ＝10（図11）では全ての倍率で（a＝10

でさえも）安定である。

以上の考察から一般的にはスケール変換を1より増加させると不安定となる傾向が見出された。

　一方縮少倍率の場合（既にO．5の場合は考察済みだが比較の意味新たに考察する。）ρ＝　O．1

（図4）では縮少率が高くなる程，安定性が増している。ρ＝！．0（図9）ではaニ0．0！で他の倍率の

点と比べて若干不安定な点があり，ρ＝10．0（図12）ではa・＝・・O．5，0．25が安定でa＝O．1，0．01でや

や不安定である。
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　すなわち，最も安定なデータの得られる倍率（縮少率も含む）はρに依存して決まることが判

明した。これに関する考察は4。3，4．4へ引き継がれる。

　なお，縮少倍率に関する図はいずれも一般倍率の図の10倍の拡大図であるから，他の図と同様

に有効数字3桁まで見ると十分安定な曲線が得られることになる。

　（2）根の数（N）について

　ρ　＝O．1（図1，2，3）については根の数が少い方が安定であるように見える。ρ　＝＝　O．5について

は根の数が多い方が安定である。n・＝O，　i＝3，ρ＝O．！（図13，14）については」〉＝＝　4の方がa＝＝1

から大きく不安定になるが，N＝15では不安定性はN＝2から始まり，そのバラつき方も小さ

い。ρ＝0，5に関しても根の数が少い方が不安定と言える。すなわち，スケール変換は本来，根の
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数だけのデータから内挿的，外挿的に多くの末知のデータを得るものであるため変化の大きい曲

線（n　＝O，震3，ρ・・O．5）に対しては誤差が大きくなると考えられる。

　結論として変化の少い曲線に対しては根の数が少なくともスケール変換で補えばよいが，一一SU

的には根の数が多い程データの補充のため倍率をより高くする必要もないし，理論的にも安定性

が増すと言える。

　4．2　アーーラン模型のパラメータによる影響

　（1）　トラフィック強度（ρ）について

　4．1（1）で既に見て来たようにρの値が大きくなるに従って安定性が増すことが分る。

　（2）血中に存在する単位の数nとτ・Oでの単位の数iについて

　これについてはn＝O，i＝3についてだけのデータ（図13～図16）があるが，　n＝O，ゴ＝0の場

合とρ，aに関してはほぼ同様な傾向が見られる。根の数に関してはn＝O，　i＝0の場合よりも

変化の大きい曲線となったため根の数が多い方が安定性が高いことを明白に表わしている。予想

としてはn，iの変化にもかかわらずn・・O，　i＝oの場合も同様の結果になることが考えられる

が，7¢，iをパラメータとして種々の計算を行い実証することが必要であると思われる。

　〈L3モデル式のs，ρに対する極限特性

　（3．12）式から

　　　　　　　　　　　　　　㎞偽（・）三州・’D’）…

　　　　　　　㎞へ乱Ψ一丁講照砦イ去）’＋1・（÷）響…

　よって

　　　　　　　　　鯖（・）ノ・一・＋÷・（÷）2・一・・（ザ・（吉）　・…　　（4一・）

　又

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1÷s十1十s　　　　　　　　　　　　　　　｝im　ai（S）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝1十s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　p－yoo
　　　　　　　　　　聖・轟。望一1豊｛鵬・（麟・…｝一・

　よって

　　　　　　　　　　　　　　　　醜鳶（・）／・一（誌職　　　　（4－2）

　（4－1）式はsが十分小さい（または倍率aが十分大きい）とき1＜ρなら収束し，ρ≦1なら

発散することを示す。すなわち，倍率aが十分大きいときは（4－1）式が大変大きな値となり，

逆変換したときそのエラーが増幅されて出てくることになって不安定となることを表わしてい

る。実用上はρ＞1なら倍率がいくら大きくても収束するので（収束値は（4－2）式から得られ

る。）問題ないがρ≦1の場合，（4－1）式が成立しない程度に倍率を決める必要がある。

　se。。およびρ→0に関しては（3－12）式は0に収束するので問題ないと考える。

　4．4　モデル式のs，ρに対する一般特性

　（3．12）式における主な頂はB方法自身のパラメータsとモデル自身のパラメータρによっ

て決まる1／ρである。そこで，これら2頂の比s／（1／ρ）が大きい程，B方法の特徴が生かされ

ると同時に4．3で述べられた理論も満足されるのでより安定になるのではないかと仮定し，得ら

れたデータを整理し調べた結果が表1である。表1は図1～図16で示した図を観察することによ

って得られた結果なので，全てに安定性の順序をつけることができなかったが，その傾向が次の
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表1

　　　　　　　　　　二階堂正直・加地郁夫

B方法自身のパラメータs／aとアーラン模型のパラメータ1／ρとの比と安定性

凶削・一蓋．夢齪肋櫛・酪晦蕨鍍の高瀬幡号を
付ける。

p 61
s／（1／p） ［安定性

O．1

O．Ol

O．1

O．25

O．5

1．0

10．0　一一　！50．0 1

1．o　t一一　ls．o

O．4一　6．0

O．2　tv　3．0

O．1　n一　1．5

2．0 O．05一一　O．75

2

3

4

5

6

図番号

4

1，　4

　unt
7　1

1

全ての判定困難な場合
の安定鷹の相対的比較

O．5

1．0

2．0

10．0 O．Ol一一　e．15

　O．5
burttt　ttttttl－ww

　1．0

　2．0

LO　一一・　15．0

5．0

！0．0

O．Ol

O．1

O．25

O．5

1．0

2．0

10．0

O．5　一　7．5

O．25一一　3．75

O．1　一一・　1．5

O．05一一　O．75

100．0　一　1500．0

10．0　・一　150．0

4．o　一一　60．o

2．0　一一　30．0

！．0　一一　15．0

O．5　一一　7．5

O．！　n一’　1．5

！

O．5

1．0

2．0

3．0

10．0

O．O1

2

3

5

4

5

4

5

6

7

4．0　一一　60．0

2．o　一一・　30．o

1．0　一一　15．0

o．67一一一　lo．o

O．2　一一　3．0

3

4

5

9

8，　9

8

1e

グラフ上ではe．！，0．25，

0．5のいずれが一番安定

か判定できない。

10．0

！000．0　一一15000．0

O．1 100．0　N　1500．0 12

O．25

O．5

40．0　N　600．0 2

20．0　一一　30e．O

LO 10．0　一一　150．0

2．0

！0．0

s．o　一一　7s．o

LO　一一　15．0

1　111，　12

0．25＞0．1＞0．01

　　ト　　　安定性が増す。
O．5＞1．0＞2．0

！0．0＞1．0

7 11

10
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様なものであることが分る。ρ＝o．！ではs／（！／ρ）が大きい程，安定性が増す。ρ＝o．5でもa＝5

とa　・10の場合の順序が逆になっている以外はρ＝O．1と同様の傾向がある。

　ρ＝10ではs／（1／ρ）が20～300と言うρ＝！0の全体から見ると中間の数値で安定性が一番高い。

以上から，s／（！／ρ）を独立変数とする安定性を表わす関数がある定められたρでaに対して単調

減少，またはいくつかの極大値を持つことを推測させる。

　4．5計　算　時　間

　結果を表2に示す。

　平均するとB方法はA方法より2．66倍速いことになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　表2　　’　　算　　 日i3　　「欝1

ご遍轡…墨猷脇」ご繭i麟竺i．穿ゴみ鍵禦撚

A

方

804 669！ 24495 30．47

2596 6640

3039 6867

！66189． 66．39．

173！43

法

56．94

8697 6737 666e28

B

方

44

76．58

7074 1！27

240 6964

420 7182

6577

824！

法 900
1”64’g””””” 撃沿黶f”””LIIJ，”i’E

25．61

27．40

19．62

14．01

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　結　　　　　言

　4・4で述べたような“手法自身のパラメータとモデル自身のパラメータとの数値的大きさ関係”

からB方法の安定性を一般のモデルに対しても定義できれば計算前にその安定性を知ることが

出来，B方法が大変使い易いものとなる。そのためにはi，7zをパラメータとしてA方法によ

る解との差を求め統計的に処理し考察するばかりでなく，2，3の異ったモデルに対しても同様の

数値実験を行う必要があるだろう。

　また，単純にルジャンドルの根を（今のところ15コが最大数）増すことも1方法であるが，根

の増加率に対してτ騙一logκの増加撃すなわちXの減少率は減少する傾向にあり，何＋何百次

元の根を求める際の累積誤差を考えるとあまり有効ではない。

　一一方，実用的には不安定な場合でも解は実曲線を中心としてほぼ均等にパラついているので，

最小2乗法などを使うことによって解の傾向を十分知ることができると考える。

　なお今後，解析画面ラプラス変換が不可能なサービス窓目が複数個の待ち合せ系にB方法を適

用し，上記事項と食わせて検討を進めて行く予定である

　最後に，資料作成に当り，御．協力頂いた大学院生渡辺俊明氏に感謝いたします。
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