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一般化された標本化定理の諸例について

滝　　沢　　英　　一骨　　謝　　　　　　　　鞍骨曇　t7；：奏

　　　　　　　　　　　　　（1973年10月30日受理）

閲エ正ご　1戎静憩静

On　Some　Examples　of　Generalized　Sampling　Theorem

ノ

Ei　Iti　TAKIZAwA＊，　Shih　Ming　HsエEH＊＊，　and　Jyi　Chemg　HoRN♂‘＊＊

　　　　　　　　　　　　　　（Received　October　30，1973）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abst碧act

　　　New　examples　of　the　generaHzed　sampling　theorem　are　given，　in　which　a　function　can

be　reconstructed　from　its　sampled　values　and　sampled　derivatives．　The　formulae　presented　here

can　be　used　effectively　as　interpolation　or　extrapolation　formulae．　Especially，　a　sampling

formula，　which　contains　a　generalized　sampling　function　of　polynomial　form，　can　be　used　as

an　extrapolation　formu！a．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　§1はじめ1こ

　標本化定理を一般化する研究，特に，或る一一一一つの函数が有限帯域の週波数スペクトルを持つ場

合に，函数の標本値と標本導函数値とを用いて，函数を再構成する研究は，KohlenbergD，　Foge12），

∫agermanとFoge13），　BondとCahn4），　LindenとAbramson5）等によって行われた。　Balakrishnan6）

は，連続パラメータの確率過程の場合に，標本化定理を一般化した。又，標本間隔は，一定でな

くてもよいことも示されている7）。

　先の論文で8－12），著者の一人Takizawaは，積分変換を考慮して，一般化された標本化定理を

提案し，新しい標本化公式を提出した。

　最近TakizawaとIsigaki26）は，積分変換を使わずに，標本化定理の一般化を行い，標本値と

標本導函数値とを用いて，函数を構成する方法を提案し，新しい標本化定理の例にも触れてい

る。本論文に於いては，TakizawaとIsigakiにより提案された此の一般標本化定理に基づいて，

蒋干の新しい標本化公式を提出した。本文中，§1～§3及び§5は滝沢，謝，洪により執筆され，

§4は洪により計箪された。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　§2　一般化された標本化定理

　TakizawaとIsigakiによって提：案された，一般化された標本化定理26）の要点を下記しよう。

［定理］　次の三条件：

　　（1）9（z）は整函数である，

　（II）g（z）は点Z　：921（n＝整数）で（7篇十1）位の零点を持つ，
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すなわち

　　　　　　　g（Z．）　＝＝　g’（2．）　＝　g”（Z．）　＝　．．．　xg｛Mn）　（Z．）　＝＝　O，

　　　　　　　9（Mn＋1）（z。）≒0，　（但し，　mt、はnに依存する整数，　m，、＞0）

及び

（m）　！ig．｝tf・；i：」（fi＝o・

が満足されるとき，整函数f（2）は，

　　　　　　　　　　　f（・）一濃覧写穿（・一・）1）・・㌔薯！扁

　　　　　　　　　　　　　一鱒離脚（・一献募珊

と表わされる。ここで

　　　　　　　　　　　fSi・一［諾∫ωL堀爾一（。男1糧一商

　　　　　　　　岬一［拶∬（2）］一［群一目）mn＋1］

　（一1）た

＝　傷霧

　z＝竃，；

墨
　乃”’

型
　砺’

h（た∴1＞

ユ　砺’

聖
駕ド

　　　g（z）

　　1，

磯
　　lh，．R一，，

k－ICI’ht　，

　　がゐ一1）

・c1薫…・

2pZn

　　o
　　　　　　o

　　1，

　　ち、、一、）

k－ICi！一！’奄獅決黶C　．．．，　1

嬬7’，…，幽幾

’

｝

である。また

　　　　　　　　罵1の一q，（ρ！吻，，＋1）！Mn＋1＋P－q），8瀞；三1∴（P・・一・，・，2・・…）

　　　　　　　　議ll：：：：：二：：｝：：：1：　　／

　式（2－3）及び（2－4）の中でのnについての和は，

2＝znについての和を表わす。函数8②／（2－2。）tnn＋ユを一般化さ九た標本化函数と呼ぶ。

［注意］　条件（H）は次の条件（II’）によって置き換え得る。

（2－1）

（2－2）

（2－3）

（2－4）

（2－5）

（2－6）

（2－7）

i

条件（II）を満足するすべての標本点

（Ilt＞函数f（z）／g（z）は，2　・Znにおいて，有限な正の整数（m，一P。＋1）位の極を持ち（M，、＝o，

1，2，＿，n），且つ，函数f（z）が，2・　2，tでρ。位の零点を持つ。 （．P．一8）

　もし式（2－4）において，すべてのM。が等しいとき，これをmと書けば，次の系を得る。

［系1］　次の三条件：

　（1）　g（2）は整函数である，

（II）　　鳳溝こ姻　　｝（2一・）
及び

（III）　　　　　　　聖留一・，　　　　　　（2一・・）
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が成立するとき，整函数〆（2）は次式で表わされる：

　　　　　　　　　　　ノ（・）一回離馨｝1｛（・端：∫襲紹棊・

式（2－11）より次の系を得る。

［系2］

おいて，次の形のTaylor級数：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（IV）　　　　　　　9（z）瓢A州（2－2n＞tn＋i十ΣA2m＋1＋s（z－Ztt）2ni＋1－F　s，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝＝1
　　　　　　　　　　A。＋1≒0，

に展開出来るとき，式（2－！！）は次式の如く簡単化される：

　　　　　　　　　　　プ（・）一輔艦鵡声・てを螺酷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m＋1）！

　特に，m＝＝Oのときには，式（2－11）は

　　　　　　　　　∫（・）一附置男盛ゐ護紘一多み識・

となる。

　式（2－14）は既にvan　der　Po122）によって示唆されている。すなわち，

59

（2－11）

整函数g（Z）が，上の条件（1），（II）及び（III）を満たし，且つ函数g（2）が点Z＝Znに

／

／
（2－！2）

（2－13）

（2－14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　整函数9（z）はε・・Zt，

において単根を持ち，f（2）はそのフーリ＝・スペクトルが有限な帯域を占める函数であり，函数

f（z）とg（2）とが共通の零点を持たないならば，式（2－14）を得る。

　又，m＞1のときには

　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（z）＝gM“i（z），　（2－15）
と採れば，実用上有利である。倶し，g（2）は一位の零点のみを持つ整函数である。このとき，標

本化公式（2－11）は

　　　　　　　　　　　f（z）一章勲今1鴇；｛圓濃1；嘉・，　　　（2一・6）

となる。但し，砥た）は式（2－6＞で与・えられる。又

　　　　　　　　　　　　　　　　砺一諾翫＠糖　　　　（2－17＞

　　ゆ甑IL。，（，亮！皐響。），gl誉暴論）一呉（か・

　　　・＿．…見醗、講鴛1漏，（ψ7置1！）鳩1）P2…（譜筆1）1）t’Srmr＋1，（2一・8）

　　　　Pl－1－2P2＋＿＋（S－r十1）PS＿r．n＝m＋1＋s－r

である。

　　　　　　　　　　§3　m＝0なる場合の標本化公式の旧例

　式（2－1！）は，m＝＝Oの場合には，　van　der　Po122）により示唆された標本化公式（2－！4）とな

る。

［例1］　区間a〈一2くbでのS次の直交多項式をφ、（Z）としよう，即ち

　　　　　　　　　¢s（・同φ・（・）・Ye　＝＝1，2，…；∬W（・）ip・n（・）轍一婦，　（3－1）

を考える。償し，W（z）は重み函数である。式（2－14）よりf（2）の近似式f（z）は，



60　　　　　　　　　　　　　　　　　滝沢英一・i謝　面明・洪　吉成　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　　ノ（・）一封個（F．｛｝。1）X’）k（萄・　　　（・一2）

となる。式（3－2）の右辺は，（s－1）次の多項式である。もし函数f（z）が（s－1）次の多項式なら

ば，式（3－2）のf（2）はs個の点で，f（z）と一致する。従って函数〆（z）は，恒等的にf（2）と

等しい。もしf（z）が（s－1）次よりも高次の多項式ならば，式（3－2）のf（z）はf（z）自身に等

しくぱないが，f（2）の近似式を与えることになる。

　さて，プ（z）が，（2s－1）次の多項式ならば，

　　　　　　　　　　　　　　　∬ω（・）∫（・）・・一門（・）ノ（・）礁　　　　（・一・）

が成立することが分る23）。（但し，w（z）は上述の重み函数である。）その理由は，函数f（z）一f（z）

は高々（2s－1）次の多項式であり，又この函数の零点達の間にφ、（2）の零点達があるからであ

る。何んとなれば，φ、（Zn＞＝0なる2，1に対し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（2n）＝f（2tl），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－4）

が成り立つ。従って，いま

　　　　　　　　　　　　　　　　f（2）一．f（2）＝φs（z）r（z），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－5）

と書く。此処で，r（2）は高々（s－1）次の多項式である。従って，

　　　　　　　　　　∬ω（・）f（・）・　∬・・（・）ノ（・〉・　∬・（・）φs（z）・r（・）・d・・・…，　　（3－6）

を得る。何となれば，S次の直交多項式φ、（2）は，より低次の多項式と夫々直交しているから

である。式（3－2）を式（3－3）に代入して，

　　　　　　　　　　　　　　　　∬姻∫（・）・rシ（・n）肱　　　　（3－7）

を得る。但し，常数AnはChristoffel数

　　　　　　　　　　　　　　　　ん一陣（・）（ノ書賑）・　　　　（・一8）

である。

　メ（z）が高々（2s－！）次の多項式であるならば，　s以下の個数の点でf（2）の値が分っていれ

ば，積分（3－7）が計算出来る。f（z）がその様な多項式でない場合にも，式（3－7）により積分を近

似的に計算することが出来る。この公式はGaussの求積公式に他ならない。

　Lagrangeの公式を計算する為には，上記のφs（ε）でなくて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ミ　　　　　　　　　　　　　　　　　9（z）＝一1－1『（z一　Zle），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k置1
と採ればよい。このとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（2）＝Σプ（9n）∠，n（z），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n繍1
を得る。但し

　　　　　　　　　　　　　　　　　単一薫謁，　　　　（・一・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た≒π
であり，函数Ln（z）は

　　　　　　　　　　　　　　　Ln（2p）＝δn，ρ，　　　（！≦（pくs），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－12）

なる性質を持つ。

［例2］式（2－！4）で，Tchebycheffの多項式を用いて

　　　　　　　　　　　　　　9（z）＝cos（αcos－iβz），　　　（αβ≒0）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－13）
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とすれぽ，f（Z）は次式によって近似される。倶しα，β，は常数とする。

　　　　　　　　　　　ノ（・）一÷耳（一・）・f（Zn）　i／・一蹴cos膿押・

但し，2ttは

　　　　　　　　　　　　　　cos（αCos『1βZn＞＝0，　　　（α篇整数）

の根である。即ち

　　　　　　　　　　　　　　…『’　B・n＝：fa・警（nは整数）

もし函数ノ（z）が（s－1）次の多項式ならぽ，

　　　　　　　　　　　f（・）一÷畠（一・胴ゾr＝爾COS雛響

である。但し，Zn（n＝・1，2，3，＿，　s）はcos（s　cos一1βz）の零点である。

　式（3－14）においてβz＝cosθ，　fiz。　＝　cos　en，とおけば，次式を得る。

　　　　　　　　　　ノ（cos　e　s）一÷￥剛呼）…触睾畿

上式を区間0≦0≦πにわkつて積分すれば次式を得る。

　　　　　　　　億呼）d・一掬（一・）ザ（学）…曜∴誰翫・グ

但・灘飽は，点・一・・　tr・・…いて・・u・h・のゴ伽採・・と蟷味す・・

αが正の整数なるとき，積分公式：

　　　　　　　　　　　　　　臨警l！那幽豊門），

を使えば，式（3－！9）は

　　　　　　　　　　　　∬入。（醤θ）曜淘（一i）nf（9．．ttLn）…（・仇〉，

となる。

一である。

［｛列3］　式（2－14）に於いて

　　　　　　　　　　　　　　9（z）＝・sill（αz＋β），　　　（α，β　をま需雪数）

とおけば，染谷i3）の標本化公式を得る。

すなわち

　　　　　　　　　　　f（・）一。篁ノ（td「t　P）饗αξ諜罫）・（・≒・）

である。sin（α2＋β一nz）／（α9＋β一nπ）は標本化函数である。

　いま函数！（Z）のフーリエ・スペクトルが有限領域内に限られているとき，

Wと書けば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　．1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　急く伽

が成立すれば，式（2－2）の条件（III）が満足されることが知られている3）。

とおけば，よく知られたSha皿nonの公式14・15）：

　　　　　　　　　　　　f（・）一締㌘）s濫瞥），（・≒・）

を得る21）。また，式（3－24）の特別な場合として，次式を得る。

　　61

（3－14）

（3－15）

（3－16）

（3－17）

（3－18）

（3－19）

（3－20）

式（3－18），（3－20）は本質的にはMulthopP2s）によって与えられた近似的な求積法の公式と同

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－21）

　　　　　（3－22）

その最大周波数を

　　　　　（3－23）

式（3－22）でβ　・O

　　　　　（3－24）
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　　　　　　exp［一r22］cosBzi＝．tr．OOooexp［一r（n；／a）2」cos（Zetlign13）fii’i　i」ntlP”．（，crinllf），　（r＞o，　a40）　（3－2s）

及び

　　　　　　・・p囲…β・講・xp［一r（・π／・）・］…（η夏β膿野毒擶）・（・〉…≠・）（・一…6）

［例4］　・4，B，αを常数として

　　　　　　　　　　　　　　　　g（z）　＝＝2sin　cr2－A　cos　crz，　（crA　hf　O）　（3－27）

或いは

　　　　　　　　　　　　　　　　g（z）　＝z　cos　crz－B　sin　crz，　（crB　＞v　O）　（3－28）

と置けば，式（2－！4）より夫々次式を得る。

　　　　　　　　　　　　　f（・）・茎∫畦灘麩；Σ竃sin袋1≡畿osαそ　（・一29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2cr，ln

或いは

　　　　　　　　　　　　f（・）一。豊姻（読Plj融1；；∫zc撃蕩linα旦　（・一・・＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2crrpn

上式のλn，ηnは夫々次の方程式の根である。この根を大きさの順序に並べ，11＞0　なるとき

λ。，　Vn＞0，72＜0なるときλ。，η，，＜0とする。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ln　Sin　cr2nmA　cos　cr2n＝O，　（3ua3！）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　opn　COS　crTn－B　Sin　aopn　＝O．　〈3－32）

　式（3－29）の！（z）が偶函数なるとき，／（z）は次式10－12）となる。

　　　　　　　　　　　　　！（・）一心鶯凧）趨錠sin睾朱cosαそ　（・一33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2crRn

上式のλ．（n＝1，2，　3，＿）は，方程式（3－31）の正根である。

　式（3－30）のf（z＞が奇函数なるとき，

　　　　　　　　　　　　！（・）÷三三fj鎚lfcos筆三募si　，　（・一34）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2cropn

となる。上式のη。＠＝1，2，3，＿）は，方程式（3－32）の正根である。

　式（3－27），（3－28）において，A→0，　B→0の極限の場合には，夫々次式を得る。

　　　　　　　　　　f（・）一嘉諜デ（響）α　濃竺簾”π）・｛f（・）・zft（・）｝s警，　（・一35）

　　　　　　　　　　　　　　　nキO

及び

　　　　　　　　　　f（2）一一鴛、論∫（響・器）諜響誰毅・ノ（・）・一

．一L式はShannonの公式（3－24）とは稽々異なる形をしている。

　式（3－35）と式（3－36）との例は夫々次の如くである。

　　　　　　　　　　　…（βZ＞一気茸．．i…（”歪β）α讐量穿塑・宴・・…，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　najO

　　　　　　　　　　　　…（β・）一個．．i…（”霞β）αzs砦ノπ）・§i婁罫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n紮e

（3－36）

（3－37）

（3－38）
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ノ・（β・）一儲｝ノ・（1響）璽整篇”π）＋S1警野，

　　　　　　n＃e

63

（3－39）

及び

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　む　　ヨ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十COS　aZ．　　　　　　　　　　　　　　　tt＝＿oe　　　　　　　　フzπ十πノ2　　　　α2－1¢π一π／2

Wheelon24）は（3－39）でα＝β＝1なる場合の式を示した。

［例5コ　整数ン次のBessel函数ノv（z）を使って12）16）1？）18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　9（z）＝ノ．（αz），　（α≒0は常数）

と採る。v＝　1の場合には，式（2－14）は次式となる。

　　　　　　　　　　　　　　∫（・）一＋。糞．．∫（み）云（翫磁特等

　　　　　　　　　　　　　　　　　一畿ア（ノ”）％莇誕織．

並べ，11＞／Oなるときに岬f，、＞0，n＜0なるとき鰯t〈0とする。

　メ（z）が奇函数であるとき，式（3－44）と式（3－45）は夫々次式となる10－12）。

　　　　　　　　　　　　　　〆（・）一＋留筆4σの毒素竺舞

　　　　　　　　　　　　　　　一部慧鴫）ノ。（αフ”）㌔瀞竺蛮（・轍）

但し，En＝1／2（n＝0のとき），ε。　＝1（n＞1のとき）。

　式（3－43）で，ン需エ／2或いはy＝＝　一1／2と置けば，式（2－14）は夫々次式となる。

（i）　ン＝1／2の時，

　　　　　　　　　　　　　　　　面一菖！（lfT＞〆夢浩塁π）・

（ii）　ン＝一1／2の時，

　　　　　　　　　　　　　劣一一。凱∫（12　rr　．　ztt＋ttcr）毒諺楽三鵠）・

但し，％π／α及び（2n＋1）π／2αは夫々方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ…（・・）イ姦・・nα・一・，

　　　　　　　　　　　　　　　　・一…（・・）一／議・・…一・，

の根である。

［例6］今

　　　　　　　　　　　　　　　9（z）＝z／1（α9）＋〃、（α2），　（ah　be　O）

と採ればig），式（2－14）は次式となる。

　　　　　　　　　　f（・）＝：　一・鶯．．姻｛（、．＋、・）。1≒｝、，（。、評1（α響1（αz）・

．但し，λ。は方程式

　　…（β・）一一。婁．．（一・）n　Sin（難嘉βπ／2α）。。弩濃／2

…（β・）。糞．．（一・）・cos（％琵雛π／2α）。。弩驚／、・・…z・

ノro（βZ）＝一　竃　（＿1），、ノb＠πβ／α＋βπ／2α）

（3－40）

（3－41）

（3－42）

（3－43）

（3－44）

（3－45）

此処に，crLl，、はBessel函数ノ、（2）の零点である。すなわち，ノ、（卯fn＞＝Oの根を大きさの順序に

（3－46）

（3－47）

（3－48）

（3－49）

（3－50）

（3－51）

（3－52）
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　　　　　　　　　　　　　　　　λπノ｛（crRn）÷hノ「1（αえn）　＝O，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－53）

の根である。この根を大きさの順に並べ，7z＞0のときαλtt＞0，7・z＜0のときαλn〈0とする。

f（z）が奇函数のとき，式（3－52）は次式となる10－12）。

　　　　　　　　プ（・）噌轟）｛（、三差｝梱z／1（喫鱈z＞・　（・一54）

但し，ε。”：1／2（72　・・　oのとき），ε。nc　1（π＞！のとき）。

　llが極めて大きい場合には，式（3－53），（3－52＞は夫々，

及び

ノ、（αλ。）＝0，

f（z）一部．．∫（λの熊扇誕甥詮

に近づく。式（3－56）は式（3－45）に他ならない。

［例7］　Bessel函数fv（z）とNeumann函数Yv（2）の線形結合Tv（x，　z）を

　　　　　　　　　　Tv（x，　z）＝】4（x）み（z）一ノv（x）Yv（z），　（x＞0，　z＞0）

と採る。但し，Vは整数である。今

　　　　　　　　　　　　g（z）　＝　Tv　（az，　Bz），　（O　〈　a〈　3）　（2，　〉　O）

とすれば，式（2－！4）は，

　　　　　　　　　　　f（2）一一気墾．．五絵緒畷灘聖謬9）・

となる10一12）。但し，ン＝整数。またλnは次式の根である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z””v（aZ．，　13Rn）　＝O，

すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　γ。（αλ。）みくβ紛一み（αλ。）Y。（β煽＝0．

この根を大きさの順に並べて，n＞0のときんn＞O，　n＜0のときλ。＜0とする。

（3－55）

（3－56）

（3－57）

（3－58）

（3－59）

（3－60）

（3－61）

　函数T・（αz，β2）はz＞0で定義されているが，z＜0の場合についても，　T，（α9，βz）を定義し

て，（i）∫（z）が偶函数なるとき，：T、（crZ，βx）は偶函数，（ii）f（z）が奇函数なるとき，　Tv（αz，β2）は

奇函数，とすれば，上記（i）（ii）何れの場合にも，式（3－59）は下式となる10－12）。

　　　　　　　　　　　！（・）一一・簿魂謝畷辮2楚λlz）．

但し，ε。＝　1／2〈i2　・Oのとき）及びε。　＝！（n＞0のとき〉。

　f（z）の代りにf（z）B（z）を使えば，函数ブ（z）B（z）の標本化公式（3－59）は次式になる。

f（・ト乱勤んβ（醜綴鯉綿ll協篶螺），

（3－62）

（3－63）

此処に，B（z）は与えられた函数とする。又f（9）B（z）は式（2－2）の条桝・（III）を満すものとする。

すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　聖繹鴇）・・）・　　　　（3－64＞

もし，式（3－63）で

　　　　　　　　　　　　　　　　B（z）　＝＝1；（az）＋Y；（Pz），　（3－65）

と採れば，著者の一人が前論文10－12）に於いて述べた標本化公式を得る20）。

［例8］式（2－！4）において

　　　　　　　　　　　　　　　g（z）＝sin（crz2＋B），　（cr　lts〈　O）　（3－66）
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とおけぽ，f（z）は

　　　　　　　　　　　　　　！（z）一￥∫（2n）部銑毎響！，

となる。但し，上式でπについての和は，方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin（α嬬＋β）＝O，

のすべての根についての和を意味する。

　　　　　　　　　　　§4　m＝1なる場合の標本化公式の諸例

　式（2－11）で辮＞1の時，函数を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（z）　・gm＋1（z），

と採ると有利である。但し，上式のg（Z）は一位の零点Z。をもつ整函数である。このとき，標本

化公式は式（2－16），である。今，式（2－16）より標本化公式を導いて見よう。

［例1コ　式（4－1）を下の様に採る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伊（2）＝φs（z）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－2）

上式φs（z）はs次の直交多項式であり，式（3－1）と同一である。7n　＝1のとき，　f（2）は

　　　　　　　　　　　　∫＠）一等翻雨承；岡平熱，　　（4－3）

となる。上式のるtはφs（z）の零点である。即ち，φs（z。）＝0。

　今，式（4－1）のψ（z）を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（z）篇T「（z－2k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　km1
に採れば，式（4－3）は次式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お
　　　　　　f（z）r離・億載）一P画）］誌）黒評（4一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　録

［例2］式（4－1）において，Tchebycheffの多項式を用いて

　　　　　　　　　　　　　　q（2）＝　cos（αcos一1βz），　　（αβ≒0）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－6）

に採れば

　　　　〆（・）≒撫脚一興解ん（・一・，i）・〆1～・（・欄（z一・n）］co♂1響1埋（・一・）

上式のん、は次式の根である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　cos2（αcos『1βλ．）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－8）

函数f（2）が偶函数なる時，式（4－7）のf（z）は

　　　　　　　ノ（・）一遍洋［五（レ伊λ鍵・λ鑑）一雄羅鋤

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ノ～｝・2n（・一B…1）・（…一・…，）］讐諾認　 （4一・）

但し，en＝1／2（71　＝＝　oのとき），ε。＝1（n＞oのとき）。

［例3］　式（4－1）において

　　　　　　　　　　　　　　q（z）＝sin（αz＋β），　　　（α，β　をよ常数）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－10）

と置けば

　　　　　　　　　　f（・）一蕊峠・五戸≒評）］警吉累）・（・≒・）　　（4一・・）

65

（3－67）

（3－68）

（4－1）
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　函数f（2）のフーリエ・スペクトルが有限の領域に限られるとき，その最大周波数をWとす

る。いま

　　　　　　　　　　　　　　　　　　趣く命　　　　　　　（4一・2＞

なる条件が満足されるならば，式（2－2）の条件（III）が成立する3）。従って，条件（4－！2）は

（4－！！）が成り立つための充分条件である。

［例4］式（4－1＞で

或い、よ　　ψ瞬漁一A蝋吟0）　／（、．、3）
　　　　　　　　　　　　g（z）　＝zcos　crz－Bsin　crz，　（crB　〉〈　o）　／

と採る。α，A，　Bは常数である。函数f（2＞は

　　　f（・〉一且［賊．誰）訟凋・一fn（。謡蒜論。、n）・（・一・・）

　　　　　　　　　　・∫獄三舎，。、．）、（・一・n）］（gsin笠≡辮sα9）1・　（4一・4）

或いは

　　　　　　　　　　　　sin2　aptn　　　f（z）＝．；Ilii．［fn（（／i’mg12igLl：lzi／2），i：”22．a：”．wh．）2＋fnr（／iidli／2），tX’＞n．‘．cr．ptt’．．．3（z－ptn）

　　　　　　　　　＋fS’（’imt／2）sin2aptY．”op．）2（2－ptn）］（（．gmE’｝9S：OSa．ZmptB．）S，M　Z）2．，

として夫々表わされる。

　上式のλn，μ．は夫々次式の根である。

　　　　　　　　　　　　　　　搬霊訟二壷鐙　　　｝

［例5］式（4－！）で1次のBessel函数ノ1（z）を用いて

　　　　　　　　　　　　　　　q（z）＝＝ノ、（αz），　（αは常数〉

と採れば，

　　　　　　ノ（・）護隔場謝紘）・細障み）］州翫）｝・讐i罫

となる。ブ，、は方程式ノ1（cr7　n）＝0の根である。

［例6］式（4－1）において

　　　　　　　　　　　　　q（z）＝zf｛（crz）＋hl，（crz），　（a　h　tsf　O）

と置けば

　　　　！（・）一・㌦套．。［fn（。，、？，．。，、1≧、）2、1（妬）・鵜辮…繕謙鶉雫、（2－Zn）

　　　　　　　　　　　　　・∫1悔．講、）碧（。，ln）（・一An）］｛z」1（α謬主雛（αz）L’，

となる。但し，λ。は方程式λnノ｛（αλ。）＋好、（crZn）＝Oの根である。

［例7］式（4－！＞において，

　　　　　　　　　　　op　（z）　＝　Tv　（az，　Sz）　＝　Yv（crz）／v（S2）　一／v（crz）　Yv　（B2）　，

と置く。又，ン＝整数，及び，0＜α〈βとする。このとき

　　　　〆（・）一且医・浩詔＋π辮響羨欝〉（Y・・i（…）・v＋i（lg・n）一

（4－15）

（4－16）

（4－17）

（4－18）

（4－！9）

（4－20）

（4－2！）



11 一般化された標本化定理の諸例について 67

　　　　　一・…（c…）・IYv・・（β・・））｝・（・一嗣穿・剛］轟課繰欝，警謬・

となる。但し，．λ，tは方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tv（αん，，βんn）＝＝　o、

の根である。

［例8］式（4－1）において

　　　　　　　　　　　9（z）＝sin（αz2＋β），　（α，βは常数，　α≒0）

とおけば，

　　　　　　！（・）一軒［・f・i（n・・一β）・跨略卑・（…＋β一m，）］、（　皇i齢まβ≧。π）・

となる。但し，nについての和は方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin（crz，2，　＋　B）　＝O，

のすべての根についての和を意味する。即ち，Z。＝±1／＠π一β）／α＠＝讐甕数）。

（4－22）

（4－23）

（4－24）

（4－25）

§5結 論

　§3及び§4において述べた如く，定理（2－！！）を基礎として，若干の標本化公式を導いた。

§3においては，公式（2－！4）の例を示した。即ち，標本函数値を使う標本化公式を提出した。

§4においては，公式（2－16）でm・1の場合の例を述べた。即ち，標本函数値と標本導函数値

とを使う標本化公式を提出した。

　本論文で述べたすべての標本化公式は，内挿公式として利用することが出来る。しかし，標本

化公式（3－2），（3－10），（4－3），（4－5）等は内挿公式としてのみではなく，外挿公式としても亦有用

である。

　標本化公式（2－3），（2－4）及び（2－11）の諸例のうちm＞2の場合について，特に，式（2－15）

のmが2以上の場合の標本化公式については，別の機会に公表したい。
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