
Title 球孔を有する無限体の熱応力 : 連成準静的解

Author(s) 台丸谷, 政志; 石川, 博将; 秦, 謹一

Citation 北海道大學工學部研究報告, 71, 47-55

Issue Date 1974-06-25

Doc URL https://hdl.handle.net/2115/41221

Type departmental bulletin paper

File Information 71_47-56.pdf

Hokkaido University Collection of Scholarly and Academic Papers : HUSCAP



球孔を有する無限体の熱応力

連成準静的解

台丸谷政志骨石川博将葬秦
　　　　　　　　　　　　　　（fi召禾「匹48年10ナi　30　日受理）

謹　一”t’

Thermal　Stresses　in　an　lnfinite　Medium　with　a　Spherical　Cavity

　　　－Quasi－Static　Solutions　in　the　Thermoelastically　Coupled　Fieid一

Masashi　DAIMARuyA，　Hiromasa　lsHIKAwA　and　Kin－ichi　HATA

　　　　　　　　　　　　　（Received　October　30，　1973）

Abstract

　　　The　present　paper　is　concerned　with　the　coup1ed　thermoelastic　problem　of　an　infinite

medium　with　a　spherical　cavity，　whose　surface　is　suddenly　subjected　to　uniform　heating．

The　medium　is　assurned　to　be　undisturbed　and　at　a　constant　temperature　initially．　The　solution

is　developed　by　using　the　method　of　thermoelastic　displacement　potential　and　the　Laplace

transform．　The　results　are　compared　with　those　in　the　absence　of　thermoelastic　coupling．

　　　The　rule　of　superposition　of　solutions　does　not　hold　for　a　coupled　thermoelastic　problem　and

the　method　of　thermoelastic　displacement　potential　can　not　generally　be　applied　to　the　problem

of　this　kind，　however　in　problems　of　infinite　or　semi－infinite　media　this　method　comes　lnto　force

and　as　a　result　solutions　can　readily　be　obtained．　The　thermoelastic　coupling　effect　arising　as

a　consequence　of　the　coupling　between　the　strain　and　temperature　fields　is　essentially　the

damping　effect　for　temperature　and　displacement，　and　also　acts　on　the　stress　distributions

with　a　similar　effect．

1． 緒 言

　　フーリエの熱伝導の基礎式では体積要素は剛体として取り扱われているが，弾性体に与えられ

た熱エネルギーは単に温度上昇を起すだけではなく一部は力学的に安定な状態が得られるように

物体の体積を変化せしめる仕事に変る。この変形仕事を考慮した弾性体の熱伝導の基礎式はM．

A．Biot’），　M。　Lessen2），　B．　A．　Boley＆J．　Weiner3），竹内4）らによって導びかれている。このよ

うに温度場とひずみ場の連唱を考慮すれば熱弾性問題は温度変化と変位成分の連成問題として，

すなわち修正されたフーリ＝の熱伝導方程式と熱弾性運動方程式を熱的および力学的境界条件を

同時に満足するように解くのが厳密には正しいことになる。この連成効果（熱弾性効果）の影響

は連成係数の大きな材料および熱衝撃5）などの高速変形の両者に関係するため，連成熱弾性問題

の多くの研究は動的として扱われているが，慣性項を無視した連成準静的問題として無限長中実

門柱の熱応力を求めた小泉，中原6）らの研究報告などもある。

　本報では球孔を有する無限体がその球孔面にステップ的に一様な持続加熱を受ける場合を連成
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準静的問題として熱弾性変位ポテンシャルを導入して解析し，E．　Sternberg7）によってすでに求

められている非連成の結果と比較して熱弾性効果が熱応力分布等に及ぼす影響を検討した。

2．　慕 礎 式

　均質等方な弾性体に関する連成熱弾性問題に対する基礎式は変位成分をZCi，基準温度からの温

度変化をTとすれば次式のように与えられる。

　　　　　　　　ρ3甑・（…）嘉一（・…G）・1影・雛，幅・一・，・，・）　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　・∂雛霧・！3λ＋藷）α讐箴　　　　（・）

ここで，Xiは直角座標（Xl，　X2，　X：3），　tは時間を表わし，λ，0はうーメの定数，αは線膨張係数，ρ

は密度，Cvは比熱，κは温度伝導率，　T＊は基準絶対温度である。また，添字kに関して総和規

約を用いる。

　式（2）は熱力学の第1高価11にもとずき，弾姓体の微小要素内へ熱の流入があるときその熱エネ

ルギは微小要素内の温度のみならずひずみ成分にも関係することを考慮して誘導された式であ

り，右辺の第2項団が変形仕事による付加項で温度場とひずみ場の二成項と呼ばれ，この連成に

よって生ずる効果を熱弾性効果と呼ぶ。

　また，温度変化がある場合を含めた一般化したフックの法則，すなわちDuhamel－Neumannの

関係式は次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　・一網＋・（塵＋％∂κゴ　∂Xi）一（・…G鵬

ここで，殉（i，ブ罵1，2，3）は応力成分，δ‘ゴはクロネッカーのデルタである。

　いま，次式の座漂変換を行なって球座標（r，θ，g＞を導入し，

　　　　　　　　　　　x’1＝r　sin　0　cos　g，　x2＝r　sin　e　sin　q，　x3　＝＝r　cos　e

　　　　　　　　　　　　　　Ogr〈　oo，　O　：ES　0　一f｛g　T，　O　S．　go　〈　2n

さらに球対称問題を考えれば，温度および変位成分は次のように仮定される。

　　　　　　　　　　　　　　T＝＝　T（r，　t），　zt．m　zt（r，　1），　z・te＝zeip　m　O

ここで，（Ur，　Zte，殉）は球座標における変位成分である。

　このとき，応力成分は垂直応力成分（arl　ae　，aq）のみが残り，式（3＞，

　　　　　　　　　　　　　a．　＝：　z　（一a6一　一gi‘　＋　2tlSii‘）　＋　2G－Oa一／／’　一　（3z　＋　2G）crT

　　　　　　　　　　　　　ae　＝　aq　＝A（gtr　＋　tV’‘）　＋　2G－it’一　一　（32　＋　2G）．T

｝

（4＞より次式となる。

（3）

（4）

（5）

（6）

また，連成熱弾性基．礎式は，準静的として慣性項を無視すれば，式（1），（2）より次式のように与

えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　誰・辮÷（騨篶∫　　　　（・）

　　　　　　　　　　　　纂・謬一壽暢」3λ課αT＊嘉（azt　2tt∂7＋…ア）　　（・）

つぎに，次式の無次元貴を導入する。

　　　　　　　　　　　峠・一匿い一図σ「講器？護　　・g）

ここで，aは長さの次元を持つ，　Toは温度の次元を持つ任意定数である。

　いま，ラーメの定数2，Gと縦弾性係数E，ポアソン比ンとの関係
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　　　　　　　　　　　　　　　・一てf雛一，。）・G－2（葺。）　　　（・・）

を考慮すれば，式（9）の無次元最を用いて式（6）の応力成分は次式のように無次元表示される。

　　　　　　　　　　　　　a－2v）a．w一一a－y）ao－RU＋2v－RU一一a－y）e　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1！）　　　　　　　　　　　　　a－2y）ae一　一一　（1－2p）oza　＝yai　一S一　1一　＋i一一a－v）e　／

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　｛・繍・お｝一二誹｛砺・晒｝

團様に式（9）を用いて式（7），（8）を無次元化すれぽ次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2U．20U　2U　aO
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂：翠＋π∂R一フ～躍∂盆

　　　　　　　　　　　　　　　澤＋鴛昊一弘δ嘉（1餐・勃

ここで，δは材料定数および基準ll註度によって定まる連成係数で次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ蔦＿q±ぬ盈感窒一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－y）（1－2ン）ρcv

式（13），（14）を熱弾性変位ポテンシャル（P（R，τ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　び一碧・（R，・）

を導入して一・本の式にまとめれば，次の0のみの4階偏微分方程式が得られる。

　　　　　　　　　　　｛3誌・論一（…）轟｝｛轟・美∂襲｝・（R…）一・

また，式（16）を用いれば，式（13）および式（！！）は次式のように表示される。

　　　　　　　　　　　　　　　0（R，　r）　＝＝　（baR－2一，＋tt　a一　O－R）¢（R，　r）

　　　　　　　　　　　　　　　a＃（R，　T）＝：　一li’5　aqR一　¢（R，　T）

　　　　　　　　　　　　　　　ifb”（R，　r）　＝　一　（l」一〇・t71－1・一，　＋k　b一　i）　di（R，　T）

（！2）

〈13）

（14）

〈15）

（！6）

（17）

（18）

　　　　　　　　　　3．境界条件およびラプラス像空問における解

　初期には熱的にも力学的にも無負荷な状態、に置かれている，内部に半径aの球孔を有する初

期温度T＊の無限体において，txOの瞬醐からその球田面がステップ的に一様な持続加熱Teを

受ける場合を仮定する。

　このとき境界条件は次式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　7「（α，の＝To・H（の，，　　　σ7（a，の瓢＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

ここでH（t）はヘビサイドのステップ関数。また．無限点で次式の条件が与えられる。

γ一→○。のとき，　　　　　　T（r，t），　ar（r，　t），　aθ（r，　t）　一｝O　　　　　　　　　　（20）

式（19），（20）は式（9）および式（18）を用いて次式のように表示される。

　　　　　　　　　　　　　lb6－t2－di，＋lili　tOR¢）．mo，一H（T），　（g…tt一）．fi，＝＝o　（2！）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　図1　座標系および加熱温度

　　　　　　　　　　　　　　　　R→・・の・き，誰誰一・　　　　（22）

次に，熱的にも力学的にも無負荷であるという初期条件4）を考慮して基礎式（17）および境界条件

式（21），（22）を時閥に関してラプラス変換すれば次式の常微分方程式およびその境界条件が得ら

れる。

　　　　　　　　　　　｛濃、・謡一（・＋・）P｝｛羨、＋謡｝卿）一・　　（23＞

　　　　　　　　　　　　　雛・譲｝絢一去，｛4のMR｝R．．、一・　　　　（・・＞

　　　　　　　　　　　　　　　　R→・・の・き濃誰一・　　　　（25）

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　di（R，　p）：：　Sl，co（p（f？，　T）e－prdT　（26）

式（23）を解けばOPの一般解として次式が得られる。

　　　　　　　　　　・・（R，・P）一q・舞・歯轟（・溜〉・轟・（・、／万R）　　（27）

ここで，C，，　C2，C3，C4は積分定数，4／2（Pt、1／PR），K、！，（仰／PR）はそれぞれ1／2次の第1種，第2

種の変形ベッセル関数である。ただし，μ＝1／！＋δ。式（27）において式（25＞の条件を考慮す

れば，式（！6），（18）よリラプラス線空聞で次式が得られる。

　　　　　　　　　e（R，・P）一轟（Ofp）・瓦卵〆殉

　　　　　　　　　o（R，　p）　一　一　RC一：　一　tCi，　（pt　，／i　＋　一Rl一　一）　K，，，（pt　／P　R＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）
　　　　　　　　　・雰（R，・P＞一箒調μ面・麦）K、f，（Pt・・／留）

　　　　　　　　　・隅ρ〉一一掛劃（・・碑≠穿・濁騨凶

ここで，U，④，諺，δδは式（25）と同様に定義されるそれぞれU，θ，砂，σδのτに関するラブ
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ラス変換を表わす。

　Goodierによって導入された熱弾性変位ポテンシャル法によって得られる解は一般的には特解

であり境界条件を満足しないが，本報においては式（20＞の無限遠点で温度，応力が零であると云

う条件により式（19）の熱的ならびに力学的境界条件を同時に薪1｛捉するように積分定数を定める

ことができる。すなわち，式（28）は本題のラプラス像空闘における無次元温度，変位，応力の

一般解であり8），式（24）の境界条件より積分定数が次式のように求められる。

　　　　　　　　　　q一一瓢解・q一参（，ゾ痴，，／P＞　　（29）

よって，式（28），（29）より無次元混度，変位，応力がラプラス像空闘において次式のように得ら

れる。

㊧（R，・P）一下劣・一御・万

σ（R・・P）一。一寸＋表）一識・劣黍・裁一脚β

・雰（R，・P）一一
_（券＋参・）ツ湊・（雑・多の・一・R－ott　V）5’

・姻ρ）一議・憐・表）一か（撃・目録）e一・・一晒

（30）

4．　　連　成　準　青争　白玉　角犀

　式（30）の各式のラプラス逆変換はジョルダンの補助定理により図2の閉路積分に置き換られ

る。各式はカの2価関数を包含しており，P＝＝　Oに分岐点を持つ。式（30）をこの積分路に沿っ

て積分することによって，無次元温度，変位，応力成分が次式のように得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Im（P）

温度；

変位：

半径応力：

Branc血PO■
七

Branch　cu㌻

Re（P）

　　　　　　　　　　図2　反転稜分路

　　　　　　　　・（R，・）一難紫）｝

σ（R，・）一謙屋（照・・一一・Pt2）eltfc｛砦）｝

　　　　　　一，Lt（R÷o」／‘1’lifl：exp（一tbe（R．　i）2）＋T＋2pt」／1．！1］

・＃（1？，　T）一一 B拳匿（P・・R・一・・一L42）畷郷劉

（3玉）

（32）
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　　　　　　　　　　　　　　’pt（R＋1）v／t；／Mexp｛一tbe（R．1）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pt（R－！）
　周応力：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E．　．f　pt2（R－1）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11exp　一…　　4τ

ここで，erfc（z）は余誤差関数で次式である。

　　　　　　　　　　　　　　　　erfc（・）一藷倉鼎

　　　　　　　　　　　　　　　｛一　｝・・＋・・凋

・9（R，・ト。姥（幽・・＋〆）・鵡／ぞ｝

　　　　　　　・・（R・・）／｛　ト・・／要］

（33）

（34）

（35）

6

式（31）～（34）において，非連成の場合はδ＝0であるからμ＝1となり，始め温度分布をフーリ

エの熱伝導方程式より求め次に変位の釣合方程式より変位および応力を求めた非連成の場合の

E．Sternberg7）の結果に一致する。また，定常状態に対しては，すなわちτ→。。のとき式（31）～

（35）より次式の定常解が得られる。

　　　　　　　　　　θ（R，・・〉一ゐu（嗣一槍（・一幽）　　　　I

　　　　　　　　　　a｝v’（R・　oo）一’L－i一一（i一？一1一一，），　ai’（k　o．一）一＝um，一i］？（i＋t“．．，）　i　C36）

　　　　　　　　　　　　　　　　5．　　　数　　　イ直　　　言十　　　算

　実際の金属材料では連判係数の値は，例ぽ基準絶対温度T＊が293。Kの場合，次に示すよう

な値である。鉄（δ＝O．009＞，銅（δ＝0。0！8），アルミニウム（δ＝0．025＞，鉛（δ＝O．062）。ただし，

本甲の計算例では熱弾性効果の影響を拡大する意味で連成係数の値をδ＝0．1あるいはδ　＝O．3と

した。

　図3～6において実線は非連成解を示し，破線はδ＝e．1あるいはδ・・O．3の場合の連成解であ

る。

　＠　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y

1，0

0．9

0．8

0，7

0．6

0．5

0．4

0．3

0．2

0．1

0

1　N　　　　　　　　～ks（b
　　ヤ　　　　　　　　ひ
N　NN　　。～・　ミ～5

N　＼　　黛・ミ3
　　　まさ　　　へ　　　　べ　さ　　　　　　　ヤて
　＼7　＼（　　N’x＿。
　　NtN”ρ～　＼x－　　　　v

O．5

O．4

O．3

　2　3　4　5図3　各時刻における温度分布

O．2

O．1

1
R　o

て＃（P

　　　＿一＿一τ旨25

．．

@一一？．＞＞：geELS

x“

　　N．X？L
　　　、＼“ノ
　　　　X　Nit

　　　　　xl
N

　　NX？．．．

　　　＼雲～

f 2　　　　　　3　　　　　4

図4　各時刻における変位

5
R
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　図3～6は横軸を無次元半径座標R（1｛1～＜。。）として無次元時刻τ　＝0．2，1，5，25，・。におけ

るそれぞれ無次元温度，変位，応力成分の分布を示した図である。破線はδ＝O．！の場合の連成

解である。熱弾性効果は温度および変位に対しては本質的に減衰効果であり，また応力に対して

も同様な効果となっている様子がわかる。また，これらの図からも推察されるように，R＝1す

なわち球孔面における半径座標Rに対する温1斐，変位および応力の勾酎は次式で示され，

Cら零

1 2 3 4 5

R

O．1

o

一〇，1

一〇．2

一一 Z．3

一〇．4

orI

　　　～・！　　　　　　！’〆
　　　（こy！x　　　　　　x！

　　吻　　、ノ　　　。ノ
　　　　　　　　　　　∠〆　　　ノ　　　　　　ク　ノ
　　ノ　　ん，ノ　　　　ノ
　　，∠　　　ノ　　　ゥもノ　　　ノ

ノ　ノ　♪ノ凡諺κ
ノ　ノ　　∠　　　¢ψ
！　　　　　　　x　　　　　　　t
’　　　　　　　！

’　　　　　　　！　　　　　　∠

　　汚　　’
　ゐ　A

図5　各時・刻における半径応力

。

一〇．1

一〇．2

一一 Z．3

一〇，4

一〇，5

一〇．6

一〇．7

一〇．8

一〇．9

一1．0

1　～ノ2／　　3
鞠厩。・・。．．．

図6　各時刻における周応力
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変位ならびに半径応力に関しては時問および即成係数に関係なく常に一定であるが，温度ならび

に周応力については時間および連成係数の大きさによって変化する。

　図7は半径座標R＝1．2，1．6，2，3，5における変位の時間的変動を示したもので，時間座標は対

数目盛でτ＝！0－i～10÷3の時間範囲にとってある。破線は三三係数δ＝0．3の場合であり，それ

らは時間の経過と共に次第に非連成解に近ずいてゆく。すなわち，境界よりの熱伝導の結果，時

間の経過と共に熱弾性効果は次第に打消されてゆくことがわかる。

　図8，9は各半径座標における応力の時間的変動を示したもので，破線の三三解はδ＝O．！の場

合である。図中には時間範囲をτs｛　5あるいはτSi　4までしか取ってないが図7と岡様に連成

解は時閥の経過と共に次第に非連成解に近ずき，さらに両解は共に各半径座標によって定まる式

（36）の定常解に近ずき最終的に一致する。

｝

6．　結 言

　球孔を有する無限体がその球下面にステップ的に一様な持続加熱を受ける場合を連成準静的問

題として解析し，非連成の場合と比較して熱弾性効果が熱応力分布に及ぼす影響を検討した結果，

次のような結論が得られた。

　連成熱弾性問題においては解の重ね合せの法則が成り立たないため，一般には熱弾性変位ポテ

ンシャル法による解法は適用できないが，無限体あるいは半無限体の門門に対しては有効であり，

解を容易に求め得る。

　温度場とひずみ場の連成によって生ずる熱弾性効果は温度分布および変位分布に対しては本質

的に減衰効果であり，また応力分布に対しても同様な効果を示す。
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