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北海道大学工学部研究報告

第72号　（日召禾049年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　Hokkaido　University，　No．　72　（1974）

時間依存中性子輸送方程式の数値計算法

大友詔雄＊井上和彦＊
　（昭和49年3月20H受理）

A　Numerical　Method　for　the　Time．．dependent

　　　　　Neutron　Transport　Equation

Norio　OToMo“　Kazuhiko　INouE“

　　（Received　March　20，　1974）

Abstract

　　It　was　once　suggested　that　the　time－dependent　multi－group　neutron　transport　equa－

tion　in　finite，　non－mu｝tiplying，　isotropic　homogeneous　media　can　be　solved　analytically

in　a　given　small　time　interval　and　that　the　solution　at　any　time　can　be　obtained　by　the

iterative　procedure．　This　paper　describes　a　more　general　formulation．　The　accuracy　o’f

the　present　method　is　higher，　and　we　have　shown　here　that　the　well－knewn　direet　integ－

ration　method，　in　approximation　can　be　obtained　from　our　formulation．

1．　序 言

　　時間依存輸送方程式は，いくつかの理想化された場合を除き，解析的に厳密に解くことが出

来ず，多くは数値的に解くことが必要であり，その方法は大別して（1）Laplace変換を数値的に

行う方法1），（2＞固有関数展開法2）’V4），（3）時間ステップ法3），5）～8）の三つになる。

　　（1）の方法は，原理的にきわめて優れた方法であるが，逆Laplace変換を数値的に行う場合

に大きな困難に遭遇するため1），今のところ，時間依存輪送方程式の解法に用いられる例はほと

んどない。しかし，いずれ数値計算法の発展によって広く用いられることと考えられる。

　　（2）の方法は，時間の早い過渡領域から漸近領域に至る迄解くことが出来，最も広範に用い

られているが，この解法の形式で，物理的描像を直感的にとらえにくく，しばしば計算の収敏が

遅くなる場合もあって手軽に扱いにくい。

　　（3）の方法は，これ迄にいくつかあるが，全て直接積分法に帰結する。　この方法では，一般

に，微小時問幅Atの大きさで解き得るエネルギー領域の上限が決定し，エネルギー上限を大き

くとるには，Atを小さくする必要がある。　dtを小さくとると，対象とする時間領域全体にわ

たって中性子スペクトルを解くために，莫大な数の繰返し計箕を実行しなければならないので，

取扱いの簡便さ，物理的描像の明らかさにもかかわらず，利用が限られているが，その効果的方

法の開発が望まれているものである。

　　我々は，既に，このような時間ステップ法の長所に着目し，欠点を補うより一般的な．解法を

求めている。そしてこの方法の概要と，利用した解析例については別報で述べた9）。本論文では，
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この方法をさらに一般的な形で表わし，この解の精度を論じ，さらに，得られた解から，これ迄

に良く知られた直接積分法の解が近似形として導かれることを示し，また，我々の解と，直接積

分法の解を氷の場合について適用して数値計算を行ない，両者の差異についても明らかにして

いる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　基礎方程式と解法

　　基礎方程式として，有限な等方均一非増倍体系内の中性子スペクトルφ（E，t）に対して，次

の時間依存輸送方程式：

　　　　　　　÷・∂φ影彦）÷・2’，，（E）φ（鋼一∫1Σ（E・→E）φ（泓醐＋s（E，・t）　（2・・）

を考える。ここで，’Vは中性子の速度であり，一つのモードだけを考える。）］v’（E）は

　　　　　　　　　　　　　　　一Yf’（E）　＝　‘Y一　a（E）十　一＞v］s（E）十D〈EJ）’B2　（2．　2）

で定義した実効全断面積で，．Σ。（E），Xs（E）及びD（E）は，夫々，エネルギーEの中性子に対する

巨視的吸収断面積，巨視的散乱断面積及び拡散係数である。B2は体系の幾何学的バックリング

であり，Σ（Eノ＝＞E）は，エネルギー一EノからEへの巨視的エネルギー遷移断面積である。S（E，t）は

中性子源であるが，ここではS（E）δωと仮定する。

　　中性子エネルギーについて多群に分割し，そのゴ番目のエネルギー群に対する中性子束を

ilt（t）とすると，次式が定義される。（4早漏現一側一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　卿）一鼠φ（E・・t）・dE　　　（2・…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Si・（の一し・（E）・（・）・dE　　　（2・…）

（2ユ）式をノ＆間で積分すると次式を得る。

　　　　　　　　　　　　黙認＋・麟（　　　rt）　＝＝　Z］　El，，，　ip　，，　（t　　ん甑1）＋＆・（の　　（②・）

ここで，

　　　　　　　　　　　　∫鴛（鵬）φ（即E一か・朔（t）　　（・・5・・a）

　　　　　　　　　　　　恥→E・）一レ（E’→E）dE　　　　　（2・・5・・b）

　　　　　　　　　　　　　　　　L評（E）φ（瓦繊

　　　　　　　　　　　　Σ・幌　”　卿y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5．c）

この（2．5）式で定義した量を定めるためには，」現区間で，φ（E，　t）が既知でなけれぽならないが，

区間幅が小さければ各エネルギー区間内で，．Σ〆E）とφ（E，　t）の変化は一般に激しくないから，適

当な試行解を仮定してΣπを求めても大きな誤差は生じない。

　　次に，演算子必」ノ及び係数Σ7εを次式のように定義する。

　　　　　　　　　　　　　　［・rip（t＞］t一ΣΣ猛森ω　　　　　　　　　　　（2．6．　a）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん幕1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ
　　　　　　　　　　　　　　［Jノφ（t＞］i＝Σ．Σ微φん（の一．Σ幅賜（彦）　　　　　　　（2．6．b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hdl
　　　　　　　　　　　　　　Σlw・i”n’一一Yi，i　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．6．c）
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この定義を用いると，（2．4）式は次のように書きかえられる。

　　　　　　　　　　　　豊鱗物鞠）・・，…［」・¢（t）］轟・鋼　　　（・．・）

（2．　6．　b）式からわかるように，［Jtφ（t）］iには露わに賜を含んでいないから，（2．7）式は右辺を非斉

次項としたφi（t）に関する定数係数一蕗皆非斉次線形常微分方程式と見倣すことが出来る。そこで，

初期値としてtm・toの解の組｛φ10）｝をとれぽ，時閥t　・＝・　tlにおける解は解析的に求まり，次式で

与えられる。（dt　・ti－to）

　　　　　　　　φ鋼一紳｛φP＋レ範［・φ（t’）］・　dtt＋・i　Si・（t）｝　（2・・）

　　実際には，右辺の積分内の［」ノφ（t）］iは，t＞toに対しては既知ではないから，何らかの工夫

が必要である。その：方法としては，例えば，’一診。のまわりでφ（t）をTaylor展開したり，あるい

はAt区間において内挿式を仮定するなどして指定することが都合よい。

　Taylor展開・

　　この方法では，次のTaylor展開：

　　　　　　　　　　　　　　　gb（t）　＝＝　｛z；（o）＋（t－to）　＃t5　／．＋・”　（k？J・9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
を用い，φ（t）の時閾微分値はt＞Oでは（2．　7）式から

　　　　　　　　　　　　　　禦の繊［－一一麟φ・（t）　　　　（2．・・〉

で与えられる。（2．9），（2．　10）式を（2。8）式に代入して，積分を実行し整理すると，次の解が得ら

れる。

　　　　　　φ1・幽一φε％嘱舛毒［！φ…鼠・で硝・・〉

　　　　　　　　　　㌦塊陣！φ…一…”’・il…）］・｛麟・’一（！－e一？ノ5擁窮〉｝十…　　　　　（2．）

（2．11）式の各項の物理的意味は明瞭である。即ち，第一項は，i群の中でtit時間内に吸収・散乱

及び体系外へのもれによって，そのi群がら除去される効果を示し，第二項は，dt時間内に他の

群がら朔洋に入ってくる効果，二心群は，さらに高次の効果を表わしている。

　内　挿　式
　　この方法では，φ（‘）をAt区：閾内で適当な内挿式を仮定する。ここでは最も簡単に，

　　　　　　　　　　　　　　　　¢（t）＝一f2E（llliili’）一tt）t＋6／（o）　（2．　i2）

で与えられるとする。これを（2．　8）式に代入し，積分を実行し整理すると，次式の解が得られる。

　　φ細一φ餌卵＋1一（1r艦繁）紳｛禽為，・φ幽一端謬（At）｝

　　　　　　　　　　　　一側粘詳Σ判昂認一昂調　　（2…3）

（2．13）式では，φlo＞が既知であれば，1個の式からφ歪1）（At）を求めることが出来る。

　　これら二つの方法は，いずれも同レベルの近似手段であって，求めた解の優劣をきめるもの

ではないが，Taylor展開による式の方が，単純な積分変換の形式で，　lit間での反復計算による

解の収敏を行う必要はないので，数値計算に用いるのに都合のよい形をしている。一方，（2．　13）
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式では，At区間でのφ！1）（dt）に試行値を仮定して，反復計算によって解を収敏させ，任意の時刻

の解をdtを時闇ステップとする逐次計弊で求める必要があり，繰り返し数が莫大になり手間が

かかる。さらに，Taylor展開を用いた解（2．12）式では，　Vi　Σ1・　dtは正で，［」ノφ（o）］iは一般に正で

あるから，第一，：二項は常に正であり，第三項以下については，絶対値を第一，二項を比べると，

後者がはるかに大きい。従って，（2ユ2）式は決して負の値をとらない。このことは，仮りにdt

をいくら大きくしても，あるエネルギー領域を越すと中性子束が負になるといった従来の時間ス

テップ法の困難がないことを意味し，Atの大きさの選択に荷せられる湖限は，答の精度の良否に

よる。これに対して，内挿式を用いた（2．　13）式では，各項の大小関係を一見して論じることは出

来ず，全体として中性一束が負にならないように注意してとり扱う必要がある。これらの理由か

ら，（2．12）式あるいは（2．13）式のいずれを用いるかは，Atとエネルギーとの制限による問題と，

計算の手間という点で判断すればよく，多くの点から（2．12）式の方が数値計算を行うのに便利で

ある。

3．　計算精度の評価

　　前節で述べたことから明らかなように，我々の方法の基本的な考え方は（2．8）式を導くこと

にあって，この式をもとにして二つのとり扱い方の例を示したが，こうした方法に用いた近似は

次のようなことである。

　　先ずエネルギーの次元に関して，連続量を離散的な多群に分割し，（2．1）式から（2．4）式を導

いていることである。定常問題では，こうした多群近似は，熱化方程式を数値的に解く場合の常

套手段として用いられ，その妥当性も認められているが10＞，非定常聞題に関しては議論される必

要がある。しかし，非定常の場合もφ（E，のがエネルギー群の幅dE間で，ゆるやかに変化して

いるならば，多群近似は妥当なはずである。従って，そのような場合には，前節の非斉次方程式

の取り扱いが許されると考えられる。

　　次の近似は，時間の次元に関して，（2．8）式の積分計算を実行する際に非斉次項の中性子束

φ（t）をTaylor展開あるいは内挿式によって与えたことである。この二つの処置は，微小時間内

における中性子束の時間変化が小さいという条件のもとでは適当な処置であると考えられる。
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　　このような近似手段についての妥当性は，上述のように論理的な予盾はないが，その近似に

よる馬券精度の評価については定量的になされなけれレまならない。

　　（2．11）あるいは（2．13）式の計算精度を調べるために00Kの筐1由気体（A・＝1）の時閥依存中性

子スペクトルを（2．11）式の右辺第二異母とった近旧式で数値計算したものと，Marshakの厳密

解11）と比較した。結果は図！に示すように，全体として両者は良い一致を見ている。

　　時間依存中性子スペクトルの計算は，高エネルギー領域について，Marshakやvon　Darde1

11）・12）らの仕事があって，時閾の早い領域から有効な解を与えている。しかし，彼らの散乱模型は

現実の中性子減速材として実用的でない場合である。我々の解法は，実用的減速材について求め

ることが出来，しかも，Marshak解の妥当なエネルギー領域からMarshakの解の意味をもたな

い低エネルギー領域迄を含めて解くことが出来るので，ほぼエネルギー領域全域にわたって時問

依存中性子スペクトルを解くのに有力である。

　　　　　　　　　　　　　　　　4．　他の差分法との関係

　　ここでは，時間依存輸送方程式（2．！）式を差分法で解いているこれ迄の方法と，我々の導い

た方法との関係を論じる。これ迄の差分法はいろいろあるが，時間の次元について差分法を適用

した，所謂，時間ステップ法に限定して，その方法は，本質的にTaylor展開によって求める直接

積分法3）に帰結し，その類似のものとして積分演籏子法8）があり，その他に内挿式を基本として

求める方法13）があって，それぞれ差分法の前進差分及び中心差分をとることに対応している。

　直接積分法

　　（2．1！）式のはじめの2項をとって，指数項を羅級数展開し，展開の2項1ヨ迄をとると，次の

近似式を得る。

　　　　　　　　　　　　φ綱一φP＋融悟端，・φ1勉羅・｝　　　（4・・）

これは，直接積分法による解である3＞・5）A’7）。この式の形式はReichardt8）の用いた積分演算子法と

基本的に同一の形式である。この式では反復計算を必要としないが，散乱核の形状やAtのとり

方によって，あるエネルギー領域を越すと中性子束が負になることがある。

　内挿式による方法

　　（2．13）式において，右辺の第一，工項の指数項にについて展開の一次迄，第三項については

展開の二次迄をとると，次の近似式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wi　At
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛J”　（¢（i）十g5（O））］，　（4．　2）　　　　　　　　　　φを1＞（At）一φ20）（1一η調を4の÷
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

この式の右辺を変形すれば次式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　（2　一　・u，　“Y，L　dt）　ipi・O）　一i一　・v，　At　［」，　（g5（i）十φ（o））］i

　　　　　　　　　　ipi．i）（dt）　一＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．　3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2十τ乞．Σを虚

この式は，（2．　3）式で，φゼ（のを内挿式（2．12）式で指定して，At間で積分を実行して得られる式で

あって，Bergstr6m13）らの用いている形式である。この解は（2．！3）式と同様，反復計算が必要で

あって，右辺の第一項によって，At大きくとると，あるエネルギー領域で全体として中性子束

を負にすることが生ずる。従って（4．3）式を用いる場合，atを十分小さくとることが必要である

が，これによってくり返し計算が莫大になる。Smileyは，　STREAKコーード14）を開発して最適

の時間ステップ幅Atのとり方をエネルギー領域の変化に応じて決定し計算し，計算時間の短縮

と誤差の低減を計っているが，（4．　3）式を用いる限り，こうした工夫が必要となる。
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　　（4．3）式の右辺のφ（1＞を（2．9）式のTaylor展開で指定して高次の項を無視して変形すれば，

（4。1）式を得る。このようにして（2．11＞及び（2．　13）式を近似することによって，最終的に直接積

分法による解に至り，我々の解法が，従来の時間ステップ法の統一一的一般的な方法であることが

理解できる。

5．　計　算　　例

　　極低温氷の場合iS）についての，　t＝O．Ol　ptSのMarshakの厳密解を源スペクトルとして，我々

の解（2，11）式と，直接積分法の解（4。1）式とを用いて時間依存中性子スペクトルを計算し，これ

から単色中性子パルスの時間特性を求め，0．01eVと0，00！eVのエネルギーについて，両者を比

較して図2に示す。0。00！eVのエネルギーでは，長時間後の漸近領域で両者は一致し，基本モー

ドに近い減衰になるが，O．0！　eVでは，両者の一致はさらに長時聞を要している。又，時聞の早

い領域では両者の差は著しい。我々の解は，図1で示したように，時間の早い領域から正しい解

を与えているから，直接積分法では，高エネルギー領域及び時間の早い領域の解法に適さないこ

とがわかる。さらに，直接積分法では，時間依存中性子スペクトルの解き得る上限エネルギーは，

瀦一〇．01μSでは約0．2eVであるが，我々の方法ではこうした制限は当然生じない。
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6．　結 言

　　我々は，エネルギー群を多群に分割し，そのi番目の群の中性子束を求める「祭に，他の群の

中性子束を非斉次項と見倣すことが出来るように工夫し，時間依存輪送方程式を雰斉次方程式と

して解き解析的に：求めた。又，非斉次項の中性子束をTaylor展開あるいは窮閾での適当な内

挿式などで与えて近似解を求め，この解の近似度を，従来の時閥ステップ法の解を導くことに
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よって示した。さらに，計算精度も論じ，（2．　11）式が，数値計算に非常に都合が良いことを説明

した。従って，我々の方法は，今後の広範な利用の可能性が大きいと考えている。

　　極低温氷で，直接積分法による計算結果との比較を行ない，直接積分法が時間の早い．領域で

不適切であることを示したが，titを細かく切れば，繰り返し数が著しく増大することによる誤差

の累積に注意を要するが，当然，直接積分法でも高エネルギー領域から，しかも時間の単い領域

で時間依存中性子スペクトルを計算することは可能である。
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