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Bulletin　of　the　1？aculty　of　Engineering，

1－lokkaido　℃Jniversity，　No．　73　（1974）

A　Generalization　of　the　Crossed　Extensor

Yoshiharu　SATo＊’　and　Michiaki　KAWAGUCHI＊

　　　　　　　　　　　　　（Recei．ved　June　29，　1974）

Abstract

　　　Extensor　anaiysis，　a　generalizatio．n　o正tensor　anal．ysis，　offers　many　mathematical　mod6，．．

designed　to　meet　requirement　of　application　to　physical　science　and／or　engineering．　Since

extensor　analysis　is　concerned　with　the　calculation　of　higher　order　dfferentials，　it　also

plays　an　important　role　in　the　study　of　higher　order　space．

　　　The　purpose　of　this　paper　is　to　show　the　existence　of　a　new　extensor，　referred　to

as　a　hybrid　extensor，　and　to　investigate　its　properties．　lt　is　a　possible　generalization　of

the　crossed．　extensor　which　has　been　studied　elsewhere．
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1．　lntroduction

　　　　The　concept　of　extensor　with　several　important　properties　has　been　estabiished

by　H．　V．　Craig’）　and　A．　Kawaguchi2）’3）’‘）．　Craig　has　also　showxx　the　existence　of

a　certain　special　extensor　in　his　work5），　which　he　refers　to　as　the　crossed　extensor．

　　　　Since　then，　works　on　crossed　extensor　have　been　done　by　some　investigators6）’7）’9）．

A皿ong　them，　Y．　Katsurada　extended　the　cQncept　of　crossed　extensor　in　the　manifold

of　line－elements　to　that　in　the　manifold　of　surface－elemen，ts　of　a　higher　order，　and

she　introduced　the　concept　of　generalized　crossed　extensor6）．　She，　however，　treats

either　covariant　or　contravariant　components　of　it．　Therefore，　in　this　paper　the

authors　will　supplement　and　explain　in　detail　the　generalized　crossed　extensor　from

the　point　of　view　of　a　new　extensor　which　wiil　be　called　a　hybrid　extensor．　Al－

though　we　discuss　only　the　case　of　one　parameter，　it　can　easily　be　extended　to　that

of　mu！tiparameter．　Also　it　will　be　shown　that　this　new　extensor　contains　an　ordi－

nary　extensor，　crossed　extensor　and　generalized　crossed　extensor　as　a　special　case．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　Notations　and　Preliminaries

　　Thei．　notations　used　in　this　paperkare　mostly　t，he　same　as

：tr’　Chair　of　｝vlathemat．ical　liE’；ngineering　for　ln’formation，　1，　1　ivig．　iom　of　ln．formation

　　Gracli．iate　School　of　l／£ngineering，　Hokkaido　Univerg．　ity，　Sapporo，　：rapan．

those　defined　in　the

Engineering，
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previous　paper9）．　The　line－elements　of　order　M　with　respect　to　the　curve♂讐頭♂）

in　an　N．dimensional　differentiable　manifold　are　represented　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（♂，x（玉〉㍗（2）も…，　x一（　”Oi），

and　Craig’s　expoin．t　transformation．　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫κα一謬α（∬り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ・…一X織・x・…．（・，ρ一1，2，…，M）

　　　　The　coe鐙cients　X擁‘of　expoint　transformation　have　the　follow玉ng　available

　relation．：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X蝋多）X押《砦）（axaaxi）（“㎜ρ’　（f・・α≧・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一〇，　　　　　　　　　　　（forα〈ρ）

wh・・e㈲・・abi・・m・・1・・e缶・・…1…nnec・i・・w・・h　・h・・e　c・・Ca…鵬w・g・・

the　following　identities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　禽X窪幽一（aitt）（罵）・a一…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　薦聯向斜）（璃）・・一…

from　which　we　can　deduce出e　following　general　form：

　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　リ

　　　　　　　　Σ…ΣX蹴・X蹴Xl萎ll舞…・x［：；甑．Xl宴二賦＞51　X接；：‡lli：…X讃　、）、δ

　　　　　　　　　　　　αノ・　　　　　　　　α盈認μ　　　　　　　　　　　　　　．わ8＿t竃μ

　　　　　　　　　　　　一ω畷轡…瑠lx彦1…聯・一…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（μ，y　・0，1，2，…，ハ4．；・≧μ）

Here，　we　shall　put，　for　the　sake　of　simplici之y，　as　follows二＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x郷轟鎌葺x魯xg∫…聖x轟1…x毒・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　レ
　　　　　　　　　　　x・論：：謝汀罎8（の：’i1。裂∴。多、。。X縞遇宴！遥2職3●陰’x［：；：野1・

　　　　　　　　　　　　　　・X㍑ゴ・聖1：：：1’i：…X蹴　、）ぺ

Then　we　find　the　following　propositions：

　　　　PrOposition　1．　We　assume　that（rc（s）　z｝b）　ct；）　．．．），（ノ，　xゴ，：じk，…）and（x？’，　sじs，　z～…）

are£hree　different　coordinate　systems。　Then　the　equalities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（δ）継y（ρ）x（ρ）駕ω＝x（δ〉；1麗（）’）

hold，　an．d　they　are　generally　represented　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，，，tii：：鋤ll電（のx、，，ll：：ll訟：：：lil（ω）一x（。騰’♂ll：：際（‘醒’と

　　　　P吻）osit’ion　2．1紅regard　to　two　different　coordinate　systems（，ca，．Tb，　xc，…）and

（L’i）　x」J　ck）　．．．），　it　follows　that

＊We　find　these　notations　in　5）．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xr（δ）猛露（，o＞　X（　，o〉島多（λ〉瓢δ1δ髪δεδ多

and　generally

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X（，，）（”1：：：解、傭（レ）X（ソ＞1：：：：急皇∵撫（ωLδ鐸δ1鴻1託1：：論・

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ1な1峨1’辞：：陰鰹δ31…δ　1’；：δ笥…δ（ll・

　　　　These　two　propositlons　suggest　that　we　can　define　a　certain　extensor　which　has

X（．〉雀こ：：：靴・み：鐙（y）f・・the・・efllcient・・f　t・an・f・・mati・n．

　　　　Definiltion　3’．1．

of　an　excontravariant

range　At！’　respectively，

　　　　　　　　3．　Hybrid　Extensor

The　quantities　Tiズ”i・・ωand　T，、＿ゴ，．（。＞are　called　the　components

and　the　components　of　an　excovariant　blocked　extensors　of

when　they　are　transformed　as　follows　：

　　　　　　つ「「ズゴ’ぜr（tt〉＝：x（α護ま；二でだ1∫‘＞T‘‘ゴ”｛t　’j・（α），

　　　　　　T，・ゴ．．ゴプ（．）篇x（，）1｝：：：3tl：（β）T，、＿br（β〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈rl　1；　cr，　P，　pt，　v　＝一　O，　1，　2，　一・・，　M’）

under　the　expoint　transformation．

　　　　D（顔7τ漉07z　3．2．　If　the　quantities　T，，，．，tr（t’）and　Tゴ・’”％）are　transformed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T，，ズ．．げ，！’り＝＝x（π遥：：：蓼∫（’り7㌔、＿a，S‘〔），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tゴゴ”ゴ～）＝x（。）／／i：：：ぎ1，：（β）Tbゴ“bv’（β〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r＞一．1；　ev，　P，　p，　p　＝＝　O，　1，　2，　…　，　M）

under　the　expoint　transformation，　then　we　shall　call　these　quantities　the　components

of　an　excontravariant　generalized　crossed　extensor＊　of　range　A4　and　the　components

of　an　excovariant　one，　respective｝y．

　　　　Definz’tion　3．　3．　Under　the　expoint　transformation，　the　components　T’Si’”ir，・，，，．i，C”）

of　an　excontravariant　hybrid　extensor　of　range　A4　and　the　components　TL一’”’i“’），．．，i，（，）

of　an　excovariant　one　are　varied　in　the　rules

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tiビ層ら9ゴ1…ゴt，t（，t）　＝　X（，，）／／，’：1：”’1’；1　SLi，111SL’i，，｛”）T‘‘ゴ”‘t・b芝…b．，，（α），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つr■z’ゴ’』A’　rlズ．．Zs（レ）　：＝　X（のぎナ：雌；で∫皇：：護8（β）「z㍉c！・”‘「rd、＿d．s（β）　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈r，　s＞一wwO，　r＋s＞一一！；　a，　P，　p，　v＝　O，　1，　2，　…，　M）

　　　　Remtzrle：　The　concepts　of　blocked　and　generalized　crossed　extensors　are　in－

volved　in　one　of　the　hybrid　extensors　as　a　special　case，　since　we　have　the　compo－

nents　of　excontravariant　blocked　or　generalized　crossed　extensors　Tii”’irC”）　or　T」，，，，」，（”）i

putting　s＝＝O　or　r＝＝O　for　the　components　of　excontravariant　hybrid　extensor
T’i’i’”irj，．．．j，，（”〉．　Also　the　blocked　extensors　involve　an　ordinary　extensor，　i．e．　if　we

putフ噌＝！　or　s＝！for　the　cornponents　of　blocked　extensors　Teゴ”ら・（lt）or　T」，．．，ゴ．s（。〉，　then

　＊　Although　t｝aere　is　a　slight　difference　between　the　generalized　crossed　extensor　in　the　sense　of

　　　Y，　Katsurada　and　our　extensor　defined　here，　the　latter　being　more　limited　than　the　former，　we

　　　　shall　call　our　extensor　a　generalized　crossed　extensor．
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we　can　regard　7’”’i’i｛”），　”Tj，（．）　as　the’　components　of　ordinary　extensor　from　the　defini－

tion　of　the　coethcients　of　transformation．　Similarly，　we　see　that　the　crossed　extensor

defined　in　9）　is　involved　in　the　generalized　crossed　extensor．

　　　　Theorem　3．　1．　lf　the　quantities　Ti’i’”tU’d，．．．，・，（’t＞　are　the　components　of　any　excon－

travariant　hybrid　extensor　of　range　A4，　then　the　quantities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（“IY）T’ii－d，’，・，．”，z，（”r”）　（v　：　O，　1，　．P“，，　’”，　A4’）

are　the　components　of　excovariant　hybrid　extensor　of　range　IYf．

　　　　Proof．　Under　the　expoint　transformation，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（IY’）　T・i；，・…z：，・，．，，．．，．，，（nr一　p）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（￥）x、。，雛偽1薦・T・1…｛t・’b、一・・チ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（》）（M二一レ）（x卸傷ll：：：31）（M一一一・・T・・…・t’b．・・b．s・の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　za（2こlf）（彪＝拾）（x乱窟三♂》rン1：：似）（β一レ）て1「（t・…α侶z…b“，（“｝t…β）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（putting　cu　＝＝　M－P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　（e）　（Xf／i；i：C，v・．’i”i？ss．’，，）（P”’〉（i）4）　Tai’”f‘v・，，．，，，，（nf－fi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　x（ン〉幻：三∫二ki　；’，ρ；・i，β）（！＞f）　TCt・…　ttソ’b盈…　bs（三げ…β＞

and　the　theorem　is　proved．　Q・　E・　D・
　　　　Corollary　8．　1．　lf　two　quantities　T‘i’’”t，’〈”）　and　Tk，．．，k．，（”）　are　the　components　of

any　excontravariant　blocked　and　excontravariant　generalized　crossed　extensor　of

range　M　respectively，　theR　the　quantities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Mp）Tち…与歯・・　（y’）7㌃、…隔・・一・・

are　the　components　of　the　excovariant　generalized　crossed　and　of　the　excovariant

blocked　extensors　of　range　A4　respectively．

　　　　As　an　example　of　the　hybrid　extensor，　we　shall　consider　the　following　quanti－

ties．　lf　the　quantities　T‘i”” r」，．，，」．，　are　the　differentiable　components　of　any　tensor

fieid　defined　along　an　arc　of　class　OY，　x’‘　za＝　x’i（t），　then　assuming　the　required　differen－

tiability，　the　quantities　which　are　the　pt－th　derivative　of　T‘i””ir，・，，，，i，　with　respect　to　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’・i””毎ゴ、＿iv（it）　　（μ＝0ン1，2，…，ム4）

are　the　components　of　the　excontravariant　hybrid　extensor，　and　if　we　represent

the　quantities　which　are　the　（A4－v）一th　derivative　of　CZ”‘i’’”‘r，・，．．，d，　with　respect　to　t，

rnultiplying　by　the　binomial　coethcient　（“ZY），　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7”t：L…％、…ds・戸（IY’）Tら…㍉、・”js・嗣・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（v　＝＝　O，　1，　．9．，　｝・・，　A4）
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then　they　are　the　eomponents　of　excovariant　hybrid　extensor．

　　　　7”1ieorem　3．2．＊　lf　Ti’i’”’ir，一，．．．i，（’t）　and　T”ri’”A：pi，．．．i，（”）　are　the　components　of　two　arbi－

trary　excontravarinat　hybrid　extensors　of　range　A4，　then　the　quantities

　　　　　　　　　　　　　　T’i・一周置－Pゴ、・…、…、…一鯛丁・L一層㌧、…ゴ」ω一・・T・・…kPl、…・q・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（tu　一＝　O，　1，　2，　…，　M）

are　also　£he　components　of　excontravariant　hybrid　extensor　of　range　M．

　　　　Proof　By　maklng　use　of　the　transforrnation　of　the　hybrid　extensor，　we　can

calculate　as　follows　：

　　　　　　　　　　　　鯛丁・・…％、……一v・T・・…kp・、…，…

　　　　　　　　　　　一路x，議　：：1礁セ｝㍗…・・x（，、ζ離ン1…T　・・、…・話・・Te…Cpttt・・，・，…．

　　　　　　　　　　　一轡師（caり）（ω諦）（x卸㌃捻）一・・

　　　　　　　　　　　　　・（xntゴ”kp‘～ゴ“‘lq　Cl一’cpll’一lq）（v…β’T‘‘1”’（‘”・、…・話α）Tcゴ’咀e”・・、…・・、（β〉

　　　　　　　　　　　諸語（。lflβ）（α方β）（ω潟β））（x繍：ISs＞・ω一・

　　　　　　　　　　　　　×　（Xg“i’i’S．1）i（lll｝llg）（”’MS）　T“｝’”“rb，．，．b，（”）　7””i’””p，t，．，．，tq（P）

　　　　　　　　　　　一幅ω馴望）㈲（鋤（x二離画一・））

　　　　　　　　　　　　　・（x5淵1：：｝liの（”…β’　Tf‘L“’CtVtbl…・、（「”Pワ「ら’”e・d、…d，｛fi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（pu枕ing　α篇γ一β）

　　　　　　　　　　　一鵡（tur）（1）（x聯：：：緩x窪離：㌶・）・ω…・・

　　　　　　　　　　　　　×7’“ゴ”‘‘・・、．〃評…”＞T〔’凸・，・、…，t、‘”）

　　　　　　　　　　＝　：　X（，，’i，iliJ［t’，r，．’／／；；JJ．fl．；），　ell113g（S：：1’／／（to）　tr．．，（　E）　T“i’””rb，，，．b，｛r”P）　CZ””i’””pd，．．，，t，〈P）　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9．　E．　b．

　　　　77？．eo7’e／71、3．3．　If　7v・門層㌧、＿ゴ，（のand劉㌘ゴ『’1”pti＿zq（ρ）are　the　compone煎s　of　two　arbi．

trary　excovariant　hybrid　extensors　of　range　A4，　then　the　quantities

　　　　　　　　　T‘i’”‘・r　z’i”’A’p，．，．．．，．，，，，，，，，（，）　iEEi　‘1’，tlf．1．．　，r　（pZ）4’）rmi　（r　”E　i3）　T’i’i’”tr」，，．．」，（，．p）　TA：i’”Arp，，．．．，，（i，t－p）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7’　＝　O，　1　，2，　…，　M）

are　also　the　components　of　excovariant　hybrid　extensor　of　range　！14．

　　　　Pノ・o（～f二　Under　successive　applications　of　the　transformation　we　have　the　fol．

lowlng　equalities　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　翼（》）…1（γ芳β）T・i・…・ゴ1・・・…＋・・T・・……、・…q・　・

　＊　’1”his　theorem　corresponds　to　the　’．1’heorem　1，5　in　6）．



146　Yoshiharu　SATO　Eind　．Mic｝）ial〈．i　KAw．AGucHI　6

　　　　　　一雛）一1（γEβ）x，藩嬉・繁・x　，，1潮曽・・㍗…％、・・♂ゼ・甑・粥

　　　　　　一算臨滋，（》）目玉（γ吉β）（蔀）（み（x渤：：：晒…・・

　　　　　　　×（X’kL’”kp．‘ti”flq　　ci・”cpli’”ltt）（δ一悟β）T‘い％、・・b、（・）7’ご凸♪dl・・一d｛1（・）

　　　　　　一揖。瓢（》）…1（γ若β）（，旱β）（筑州＝1）（x職：：醜）＠・…・・

　　　　　　　　・（X窪灘｛｝ll｛り（β…呼‘ゼ”‘％．…、…T81’”写・轡・・　　（P・tti・gδ一ハ卸）

　　　　　　煮鱒ρ（諭1（γ獅ρ）（，＋飼（八岸，）囎二う：二蟹）・一一

　　　　　　　・（XIVL’”A7p．（tt”：flq　　　　・∵』’‘・7ノゴ”lq）（St＞T‘‘ビ’α㌔、…〃，㈲Tら’”％…W…・・　　（P・tti・gβ一μ＋ρ）

　　　　　　一黛潔（，￥，）一1（γ聯ρ）（，瓢）（M廻劃唖bstl：：緩）・一

　　　　　　　・（XL’・…砺・‘ど・…‘～q　c，’”e．pli’”lq）ωTαズ”α㌔．・・b、・・＋・・T（rボ”e”・・1…晦・ル・・　　（P・tti・g・ドω÷ρ）

　　　　　　一篇望）（ωπり（x罵倒）＠一∵（x羅：：1㍗）ω

　　　　　　　×　］pfiS．．IO　（！）；1）”i（（D　tt　tO）　r／”（ti’”arb，，．．b．（，．＋p）　Tfri’”C’pd，，，．，eq（．Tt一．o）

　　　　　一x、綴1：雛塊　：：：礁（Mp）…玉（ω去ρ）㍗・・％…一町・＿・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9．　E．　D．

　　　　Tlieorem　，tt．4．　lf　fLl”’i’J’”i’”，・，．．，，・，，，（”〉　and　Ti’t’’”“k，，．．t，，（．）　are　the　components　of　any　ex－

contravariant　and　excovariant　hybrid　extensors　of　range　A4　respectively，　then　the

quantltles

　　　　　　　　　7“’tL””i’”　1“’i’”kpe’，，．．；1’，　x，．．，lq（P）　nt’rm　．：P，，．o（　cPt　）（Actvt　）”1　7”’i’”’”i”’」’，．，，v’，（’S　’（r）　7’“A’i’”1’e’i，，，，xct（．tf．．　‘r）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（p　＝：　o，　1，　2，　…　，　M）

are　the　components　of　excontravariant　hybrid　extensor　of　range　A，！

　　　Proofl　Applying　successively　the　transformation　for　hybrid　extensors，　we　get

　　　　　　　点㈹（Mcr）…1㍗一％・・js・・…・鮮・・翫、Ψ・

　　　　　一灘）（Atfa）…1x薗：1驚1：：鷺・x匪孟：：：雛：：黎・・㍗…％、…暗い・・％一噸・

　　　　　一蹴卓。（膿）…1（βア）（Mヒ。）（x瓢：：li・）・・一・

　　　　　　　×（XL’，’“べ1〆ゴ”「tq　c・”’・’〆ギ層’㌔）（　撫）T‘‘ズ”％ゴー・、ωT”ユ”層％、噛ω

　　　　　鴇撚（纏）…1（㌃α）（彪＝£画1翻一・

　　　　　　　・（Xf灘1曽今（岬）7’　ftゼ』’（t”b、…b、〈　S’）　Te’”畠t．T1）・・・…W一・　　（P・tti・g・一M一ρ）
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　　　　　　　一輪箸（．E，隅）…1（β一二…ρ）（、担，）曝櫨）・・一

　　　　　　　　　・（X1“i’”A’vfti”ltia　　tr・i’”c．t｝is’”lq）（⇒T’‘ビ層’％、…扇’醒）7’‘ダズ”el’・・一・・1μ一・・　　（P・tti・g・一・＋ρ）

　　　　　　　一嘔気（。凱1’1，）…1（β獅ρ）（ハ担，）（x識脚・…・・．．・・

　　　　　　　　　・（Xf潮lll｛り（「’　7”‘‘ゴ門’t’・’bl…b，s（ω…ρ＞Toゴ”‘’…、…r・，脚　　（P・tti・9μ一・一ρ）

　　　　　　　煎鋤（β7ω）（x鋤甑）・・一・（X謝：：｝・i・i）…

　　　　　　　　　・瓢貿）（夢γ1T・・…・㌦、・・bs・・一・・7’c：，…Cl・（tE・・噸嗣

　　　　　　　⇒蟻：姫lll犠響窒鴇・β・急（tup）（Abf）…玉丁・・…気・・痢・・T・・…％一・・Xa・”lt一一か

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．　E．　D．

　　　7’”h，eoi”eni．　3．　5．）．　lf　7’”i’i’”’i’r，・，．．．j，，（．）　and　7’i！“i’”kpi，．．，x，（”）　are　the　coniponents　of　any　ex－

covariant　and　excontravariant　hybrid　extensors　of　range　A4’　respectively，　then　the

quanttMes
　　　　　　　　　　　’／’　Ti’i’”i’r　A’i’”Z’pj，．，．j，，　x，．，，iq（，s）　ii’L’　“）lt）i．　ii．，　oS（／3　：．lv　a’）　’1’　］’t’’’”i’r，i，．，，j，（，e＋，，）　CZ”’ki’”X’pt，，，．t，i（‘r）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（β＝0，1，2，…　，ハ4）

are　the　components　of　excovariant　hybrid　extensor　of　range　A41

　　　」）7－oofl　With　the　same　process　as　the　proof　of　the　preceding　theorem，　we　have

the　following　equalities　：

　　　　　　　　　箸（β畜り㌘・…・・1…・・・…rT・・…物ズ…q…

　　　　　　　一冨（β婁α）x、β、。繍：：黙牌1鋤・（・・T・…t・・’b、w㍗・…・回・

　　　　　　　凱瓢（P＋　cy　　a’）（ぬ）（の（x翫聯・一β・

　　　　　　　　　×（Xl；；lj4）；E，t：：孤り（“…”）T‘‘L”9‘％、…み，ωTへ’層’el㌔ら一・・～，，（ジ）

　　　　　　　一瓢蕩レ（β＋ρ＋り　P－YY）（議。）（ρtリ）（x欺聯・一一・・

　　　　　　　　　・（X楠1：1：iila）（のT’‘ギ層”％、・蜘・Tド・”層t“1’・・・…，（の　　　（P・tti・g・一ρ＋・）

　　　　　　　一病翼（β方鰍鰍、）（ρ古レ）（X繊：：総）・一・・

　　　　　　　　　・（Xki’”lrpY，”ftq　　　・㍉・弓’CJ）zゴ弓『」α）〈のT’‘ズ層’r％、・・轡・7”ジト’c・’・tl…・・，⇔〉　　（P・t・i・g仰・＋・）

　　　　　　　一纏㈲（τプ）（x繍1乳）一・・（x窪漸：：畷・）・・

　　　　　　　　　×　”ltr．，1”　（T“　“II］’　P）　rl”ai・”a，・b，，．．t，，．　〈．＋．）　”Ll’”ci’””p，i，．．．，ta（’）

　　　　　　　＝　X，p，1，‘；i：．／／i’；i’，／：J，／／；），　bz’i’，／’：：．．（Sl：’．li，a，　（T）　“）Zl．’i”　（T　II　”）　”Ll”’‘」’””r，，，．．b．，．．．）　”L（’　一”i’”‘rp，，，．，．，，（”）　．　9．　E．　D．
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　　　　According　to　the　results　of　these　theQrems，　we　can　establish　the　relations　among

blocked　extensors，　generalized　crossed　extensors　and　hybrid　extensors．　Assuming
that　Ti’i’’”i’r（”）　and　Tj・，．．．」，，（．）　are　the　components　of　any　excontravariant　and　excovariant

blocked　extensors　respectively，　we　construct　the　compo．nents　of　excontravariant　and

excovariant　hybrid　extensors　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T’ii’”i”’J’，…i，（‘”）　EEi　，tl．lo（　（li）（！1Jl’）一i　Tii’”i’”（‘””’”〉　7’”」’，，．，i，（．，f“．〉　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・，…三一is…義乞（ン十／1　　／’t）T・…棚7つ、…i“・・・…

Similarly，　from　the　components　of　any　excontravariant　generalized　crossed　extensor

and　the　components　of　any　excovarlant　oRe，　we　get　the　following　hybrid　extensors，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tk…㌔・、…4・・ヨ意（tuレ）（￥）一17蕩、・・凝・…・・T…一…嗣・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・・…喉、…ks…同母（v十　Pt　itt）7㌃、…4・・T・・…・…＋…

Also　from　the　components　of　any　b｝ocked　extensor　and　of　any　generalized　crossed

extensor，　we　construct　hybrid　extensors　as　follows　：

　　　　　　　　　　　　　　　　つri，・…irkゴ・・偏（一）三≡三tel，、（｛ご）Tδ・…ら・（一一の7㌦ゴ・・k，s（レ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　7’it’”ir・、…・・s・F鶯（￥）一三（り蕩μ）7Σ一・krS・・＋・・T・・…’・r・恥・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　Contractions狐d　Reduced　Range

　　　　In　the　hybrid　extensor，　the　operation　of　contraction．　is　the　same　as　that　of　an

ordinary　extensor．　Then，　we　obtain　the　following　contraction　of　hybrid　extensors．

　　　　Theorem　4．1．　For　an　arbitrary　given　hybrid　extensor　of　range　A4，　the　fol－

lowing　M＋！　kinds　of　quantities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，亀（幻丁・・…％、…・押・T・・…・・、…。…（A　一＝…，・・…・M）

are　mvarlant．

　　　　Proof　Applying　the　transformation　for　hybrid　extensor，　we　know　that　these

quantltles　are　lnvarlant：

　　　　　　　　，糞（幻T・il…㌔、…is・・一A・T・・…嘱、…。…

　　　　　　＝　，g．．（　ll）　X（，）：1’：　tt”．b」lllb．」”a，1　P一“’）　X（，）．”iiil／1，s．；．（t：：lt．r（C”）　T”i’””rb，．．．b，，（v）　7”Ci’””sd，．，，，t，，〈．）

　　　　　　一，蝋灘）x、。鳶職・一・・x，，、欄償・T・・…rbl…。呼…、幽・

　　　　　　一町。巣。（β為四四1：1・；叙：：黙瀦：：ご1麗轡…tt・’bゴ』・bti…Tc・…、・亜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（putt玉ngρ一β÷ノ：！）
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　　　　　一署捻筑’（β　t！A）x（霧偽1：：弩1・）顛β賦：：：奏綬f・紐・㍗ゴ・・％、…侮ω㍗一隔ゴ・畑．、・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（putting　（o＝A÷P）

　　　　　一熟覧糊）儲）（1）…1x、卿贈・

　　　　　　　×x（β＞lll：：な舞：：夢1∫（ρ＞Tt‘ゴ”‘％、…bs（り）Tcゴ”‘㌦…・ら．（ρ＋の

　　　　　湿気鵬且瞬：：実；・1激丁一・、…。・・T・へ・＿・

　　　　　一鴛（ρ＋メL）㌘・…㌦、…・…T〃ヘ…卿輯・

　　　　　一、毒、値）Tai…・・ゴ・・。・・一塑～嚇　（…t・・g同一A）9・ED．

　　　　From　the　results　of　’rheorem　3．2，　3．3，　3．4　and　3．5，　we　obtain　the　following

other　kind　of　contraction．

　　　　77～eoノ’e〃L　4．2．　If　Tへ層”㍉｝、＿ゴ，（レ）and　’lliA’・…鶴へ…％（μ）are　the　components　of　arbitrary

excontravariant　and　excovariant　hybrid　extensor　of　range　Af　respectively，　then　the

quantMes
　　　　　　　　　　　　　　　　7”tt’”i”1，．．，lq（fi）　me　”｝tT．1）．　’eS　（P　：i　av）　Ti；’”i”」，…j，，（a）　Tj‘’”j”i，’”i，〈fi＋ct）

are　also　the　components　of　excovariant　hybrid　extensor　of　range　Adi

　　　　The　existence　of　the　hybrid　extensor　of　reduced　range　is　shown　by　the　fol－

lowing　theorem．
　　　　7”lteoi－e77t　4・8・　If　γ1φ1”層ちン、…ds（t’）and　T属’・’”A’p～ゴ・・lq（，＞are　the　components　of　excontra－

variant　and　excovariant　hybrid　extensor　of　range　IM　respectively，　then　the　quantities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T鱈レ、．ゴ，（ω），　　　　（o≦ω≦K≦M）

　　　　　　　　　　（A4wwvk’＋　V）　7iki…A：？），，．．．，，，｛．，，t，，．．．）　1・1一：　SES［．v．．，，．i　’TX’i’”L’pi，1，，i，（，）“　（O　：E！　v　：S　K　S一　IVf）

are　the　components　of　1iybrid　extensor　of　reduced　range　OStoSK　and　OS．　vSK

respectively．

　　　　App｝y1ng　these　quantities　to　Theorem　3．2，　3．3，　3．4　and　3．5，　we　have

　　　　Theorem　4．　4．　lf　’T’ii””‘r，・，．．．」，〈”）　are　the　components　of　reduced　range　O＝〈．．　pt．〈．　K

and　Tki’”kpt，．，，i，，（”）　are，　of　range　O一くma　v：．EI　L　（K＄L：il　A4），　then　the　quantities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鯛丁・…・・、…・四丁惹ゴ・・勉、…tα・・

are　the　components　of　excontravariant　hybrid　extensor　of　reduced　range　OS．　toS．　K．

　　　　Theorem　4．　5．　lf　EBpt．＋，rfi　T‘i’’”ir，・，．．．」．，（fi）　are　the　components　of　reduced　range　056

≦Kand　Tkゴ”馬㌃ゴ、・・a（の　are　of　rangeハ4；then　the　quantit圭es

　　　　　　　　　　　　　　　算（》）…三（γ芸β）［s8　・・T…一㌧、…聯］T・ゴP『駕、…、　・・

are　the　components　o／f　excovariant　hybricl　extensor　of　reduced　range　OSr＄K．

　＊　ri”his　not．ation　is　due　to　fN．．　1〈axvatsruchi’s　paper　4），
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　　　　Tlzeo7’e・ni　4。6．　1f磐〔ivt……、G　7「φゴ”㍉ゴ．．j．s（r）are　the　cornponents　of　reduced　range　O≦

r：．｛K　and　TA’i’”“vi，．．．，，〈”〉　are　of　range　O：sl　cr：SI　L　（K：EI　L：SI　A・，！），　then　the　quantities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　算：（P＋　c￥　　cr）［s8・一丁・ゴ・・㌧ゴ層・・，・詞T／e　，’”f・　1｝1　1…・，（・＞

are　the　components　of　excovariant　hybrid　extensor　of　reduced　range　05P＄K・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　　Co獄clusio鍛s

　　　　In　order　to　consolidate　the　extensor　analysis，　an　investigation　of　the　existence

of　various　unknown　extensors　is　important　at　present．

　　　　The　hybrid　extensor　analysis，　proposed　in　this　paper，　is　one　o｛　the　avallable

means　to　treat　numerous　varieties　of　quantities　concerned　with　higher　order　dlffer－

entlals．　And　we　have　studied　its　properties　in　detail．　Moreover，　we　have　proved

that　the　hybrid　extensor　contains　the　extensor，　the　crossed　extensor　and　the　g，　ener－

a｝ized　crossed　extensor　as　a　special　case．
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