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；化海・道大学工学都研究報告

第73号（昭和49年〉

13uilet／in　o’．ll　the　Facul．t’．y　o／f　1；．’．’ngineerinst，

　　1＝lok］gi｛jdo　U’nive．rsity，　No．　73　（1974＞

表面弾性波の非調和減衰㈱2報）
般 喪

中山国：．義＊　佐久聞哲郎＊

　（ll召一F’i／149｛…｝三6月　29　満受｝塁）

Anharmonic　Damping　of　Surface　Elastic　Waves　（II）

　　　　　　　　　　一　Gen．eral　Theory　一

　　　Tsuneyoshi　NAI〈AyArvlA　Tetsuro　SAKuMA

I）epartinent　of　Engineering　Science，　Faculty　of　Engineering，

　　　　　　　Imulokkaid（，’，｝　（Jnive．rsit｝r，　Sa．pporo

　　　　　　　　（Receivecl　ITune　．？．，9，　1974）

Abstraet

　　Based　on　the　theory　of　surfons，　we　present　ac　forinalism　to　calculate　the　attenuation

rate　of　elastic　surface　waves　at　low　temperatures　in　a　high　frequency　region．　A　general

Eormula　for　the　attenuation　rate　due　to　the　cubic　anharmonic　terms　in　the　elastic　energy

of　an　isotropic　elastic　continuum　is　given　by　means　of　a　temperature－dependent　Green’s

function．　ln　a　frequency　region　between　20　and　il，O　GI－lz　at　T＝’：：’1“’K，　ou．r　results　show

quite　different　frequency　and　temperature　dependence　ct」i＋”t　’ll’i4”’　〈1．9．x．．一nfS2．2）　from　that

obtained　in　a　low　frequency　region．

i．　序 論

　　論文Ii）において述べたように，表面蝉姓波は園体エレクトロニクスの分野において重要で

あることが認められ，最近この分野の研究が急速に発展してきた。表面蝉｛生馬とは，その速．度が

バルク波のそれよりおそく固体表面から一波長以内にそのXネルギーを集「・1：1／1させて伝播するモー

ドの波のことである。これは入力パワーが比較的小さくても＝ネルギー衛度が非常1’こ：大きくなり

非調和減衰がおこりやすいことを意味している。勿論絶縁体における表面弾｛璽三波の減袋の要撚【と

しては，非調和滅．衰のほかにli：引体表順亘こおける結晶の欠陥2），表雌iに接している空気や液休によ

るもの3＞等も考えられるが，ここでは非調和減衰のみをあつかうことにする。

　　弾性波の非調和減衷を考察するにあたり，まず弾性波の周波数をω，熱フォノンの緩和時嶺1

をτとすると，ωとτの闘にωτ＜！なる条件が成立する場合とωτ＞1なる場禽に分けて考えな

くてはならない。荊者においては，熱フォノンを鍛子としては扱うことが1：1二1来ず，フォノン粘姓

模型の考えに従って考察しなければならない。この条件のもとで有効な表面弾性波の夢1三調和減蓑

の理論は，Maris‘t）およびKin9とSheard5）により独：～勃に与えられた。一一方，ωτ＞1なる条件が

成立する領域においては，熱フォノンを鍛子としてあっかわなければならない。Maradudi：〕と

＊　工業数学｝溝座
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Mills6），　KlngとSheard7）および第1報Dにおいては，それぞれ異なる方法に従い，この条件が

成立し，且つ表面弾性波の波長が熱フォノンのそれにくらべて充分長い場合をあつかった。この

ような場禽は，熱フォノンの平均エネルギー隔心にくらべて表面弾性波の叢予のエネルギー

方ωノ君は，充分小さく枷刃《砺丁の条件が成立する。したがって，表面弾性波の波長娩と表面熱

フォノンの波長石、の闇には，規》煽、という関係が成立するので表面熱フォノンの最子は，表面

弾性波の量子にくらべて固体表面のごく近傍に局在していることになる。第1報において議論さ

れたように，このような場合においては，表面弾性波の鍵子は慮接・〈ルクフォノンと相互作用す

るものとしてよかった。ところが表画弾性波の嗣波数がより高くなり，また実験温度が低くなる

場合には表面弾性波の波長が熱フォノンの波長と同程度になる。このような揚合は，表1宜1弾性波

と表面熱フォノンとの直接の相互作用を考慮しなければならない。

　　本論文においては，Ezawa8）によって与えられた表面フォノンすなわちサーフォンの理論に

もとづいて，温度グリーン関数の方法9）を用いて，表画弾性波の非調和減衷に関して高周波領域

まで取り扱い得る一一i般論を展開し，高周波領域での非調和減衰の周波数依存性および温度依存性

を導びくことを臼的としている。

　　　　　　　　　　2．　表面弾性波の量子化と相互作用ハミルトニアン

　2．1　サーフォン場

　　弾性体中を伝播する弾性波は，よく知られているように二つの横波，一・つの縦波よ！）なり，

バルク波と言われる。ところで自由表面を有するような半無限の均質で等方的な弾性体を考えよ

う。このような三舎，互いに独立な五個のモードの弾性波が存在する。そのうちの一つは，よく

知られているRayleigh波であり，地震学の分野で重要である。　Ezawa8）は，この半無限弾性体

巾の弾性波を量子化してサーフォンと呼んだ。いま，空閥座標r，時：刻tでの平衡位置からの変

位ベク1・ルを，サーフォンの準準モードで展開する。

　　　　　　　　　　　　　翻一引》器伽唾）匪・　　（…）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　脅（の㌫α・■e｝’i（v」t十‘註．・ノ（？　’1　o）ノt　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

　　また」は，サーフォンの量子数をあらわし，kぱ：c一？ノ面懸での2次元波数ベクトル，ρは

固体の密度，（・．fは，Jモ～ド・サーフォンの嗣波数，ρはx一・ty平田の座漂ベクトルである。αノお

よびα》は，つぎのようなBoseタイプの交換関係をみたす」モー・ド・サーフォンの消滅，生成演

算子である。

　　　　　　　　　　［ci，J，　（if＞，］　一：一L’　b．」，．）t，　［aJ，　ti．f，／l　＝＝：　O，　［（t：，ci’［”　，］　＝一　O　〈2．3）

　　つぎに〃Lよって指定される五個のサーフォンの波動関数泌の勧を示すことにする。

　　A．　Rayleighモード（m；R）

　　Rayleighモードは，代表的な表面モードであってその振幅は，表面から指数関数的に減衰す

る。またその速度Cnは，点スペク1・ルをとりつぎの方程式の解として与えられる。

　　　　　　　　　　　・［（・一（・癌）・）（恥／の・）γ2十翻・liL’　　（・・4）

　　ここで，CtおよびCtはそれぞれバルク波の：横波，縦波の音速をあらわす。　この方程式の解

はCtよりは小さな！つの正根Cfilをもち，すべてのCt，　Clの組合わせにたいしてつぎの関係をみ

たす。
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　　　　　　　　　　　　　　O．874　〈　cn／ct　〈　O．955，

Raylelgh波の波動関数lt（Jt＞（ん）は

　　　　　　　　　・幽一調一（☆照沸一一諺・囲・

　　　　　　　　　・㈱一舟俵ハビ戯一欝ゾ→・

　　　　　　　　　・嫌）一一・㈲v2（e一・’1，／＝一二萎ヂ伽）・

ここで

および

・イ・一励）弔

このモードにおいて，fは，

とる。

・一
g（・癌）・］1／2

〈2．　or）

（2a　6）

（2．　7）

120r

　K蹴（γ一η）（7’　一η一ト27Ti・2）／2γη2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．8＞

2次元波数ベクトルJt，伝播速度Cv、：およびモード指標m罵Rを

B．Total　Refiectionモード（nt一読R）

このモードは，縦波と横波の混成であり，縦波の部分はRayleighモードとii…i’1じように，表

面近くに褐在している。また，速度Cは連続スペクトル

をとる。その波．動関数ulvit（之）1柔

Ct〈C〈Cl

・殊）再与へ／論一［cビ叫1・（o．．．澱斗ゑ〆β傭）］

・’野・（・）一舟～／☆レ檎÷β（沖＋・幽］

幽・）尋二：聾。β卜・α一糧（・…一耕）］

（2．　9）

（2．　1（））

ここで

cv　’一　［！一（c／cz）2］1／2，

熊緯三1編需

β一［（・／・の・一・］1∴

（2．　！！）

c一 ﾛ監掃
ここで，上式における指数部分において，第…項は表禰からの深さXとともに減少する性質をそ

なえている。しかしながら減蓑パラメーターαは，Rモードのγにくらべて小さいことに注意

する必要がある。

　　C．Mixed　Press’sn’e－Shear－Wave　a　一一ド億篇±）

　　これらのモードは，表口に垂臨な二極をもつshear　waveとpressure　waveよりなる。これ

らのモードの合成は撒個の闘有モードをつくる。すなわちモード指標で書くとm篇士となる。

また速度。は，Clよりも大きい逃続スペクi・ルをとる。　Mixed　P－SVモードに紺する波動関数

lt〈±）（効はつぎのようになる。
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ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　〈／92－！）2＋4（；fns

　　D・Shear　Wave　with　H：orizontal　Polarization　E一ド（m・＝SH）

　　このモードは，表面に水平な三極をもつshear　waveである。

m＝SHとなる。　cはCtより大きい連続スペクトルをとる。　SHモードの波動関数は

　　　　　　　　　　　　　　晒ト智藩・・β・・

　　　　　　　　　　　　　　・鞠一・智藷…β・・

　　　　　　　　　　　　　　tt．s．・s’”）〈；）」・）　＝一一　o

　　（2．3）においてサーフォンの速度ごおよびctが，連続スペクトルをとるときは

　　　　　　　　　　　　　　　fi．r，，J’　i＝　b’（k－k’）　b’（Cth　C’）　（；・nt，7n，　t

およびCおよびctのどちらか一・方が，点スペクトルをとるときは

　　　　　　　　　　　　　　　δノ，ノ’＝　δ（k－k！）（＞h・，，、，，．、、brδ、，，、ゾ

　　（2．：1）における和はつぎのように定義される。

　　　　　　　　　苓！（1・・ら〃z）　＝一　／dk（蕊／諮撒・Ci　7］’L）＋f（k，　CR，　R）），

　　　　　　　　　　　中山恒義・佐久1樹哲郎

疎）…．冠組㍉影・．（・．一一ζ・幽＋脚鈎＋ζ・幽｝

嫌→・鵡卜、拡（・一一ζ譜画3i・・（幽ζ・・敵）］，

幽・〉鵡魏1［：・F・・t；lf’2（幽ζ・囲＋一錘艦・’刈

　　　　　　　・一［㈹・弓］吃ζ・一D±〃s

　　　　　　　／）＝∫澱二翌二4薦．
　　　　　　　　　　（tC」2－1）2＋4（；f9

　　　　　　　君」v岨彦2－1）

（2．　12）

（2．　13）

4

すなわちモード指標で書くと

（2．　14）

（2．エ5）

（2．　17）

ここで／㌦は，それぞれのサーフォンのモードで定義された速度Cの領域で積分を行なうこ

SH　一　mode P－SV－mode SV－P一一mede

，／f）／　il　＞IE

　　　　ii

TR　一一　mode

超　　馨　N
　　　　：

　　　　：

　　　　：

　　　　馨

　　Rayteigh　mode

bl

’”

s　7c7vwvvwr一’”
　　　　　　　　護
　　　　　　　　1
　　　　　　　　撃
　　　　　　　　響
　　　　　　　　墓
　　　　　　　　薯
　　　　　　　　艦

第1図　サ…フォンのモー．一ド
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とを意味する。

　2．2　弾性エネルギーの非調和項による相互作用ハミルトニアン

　　均質で等方的な連続弾性体の弾性波のエネルギー密度は，Lam6の定数え，μによりつぎのよ

うにあらわされるa

　　　　　　　　　　tV・→・翻÷牙傷＋纈＋吾儲ア　（・ほ8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ち／　＝＝　x，IJ，之）

　　ここで密度はρであらわされ，’tt’iは変位ベクトルの成分である。いま（2ほ8）に（2．！）の展開

式を代入し，空間について積分すると，弾性体のハミルトニアンがつぎのように求まる。

　　　　　　　　　　　　　　　　恥部幽幽＋壱）　　　（・・19）

　　いま，弾性体のエネルギーの非簿1赫口項は，変位に関して1三次まで考慮すればつぎのように

なる。

　　　　貯←畷）絵・．絵・舞．＋÷（2v2＋・）偽・C雛＋毒幽一卸）

　　　　　　・1箋紹霧一＋÷細絵・艦・絵噺絵ア　（2．　20）

　　ここでリ1，Y2，り3は三次のLamhの定数である。（2．19）を得たときと岡様の．手続きによって，

（2．20）に（2．1）の展開式を代入し，半空問について積分すると，相1々：作川・・ミルi・ニアンを得，そ

れを形式1’1勺につぎのように書く。

　　　　　　　　　　　　　〃γ数ΣV〃ノ〃～ρ」（t・）　9，r’t〈t）伽〃（〆）　　　　　（2．21）
　　　　　　　　　　　　　　　　tノ，．Jt，Jtt

　　ここで卿ωは，（2．2）で与えられる」モード・サーフォンの生成，消滅演算子の関数である。

またV．x）rt」，，は結節関数である。（2．2工）ぱ弾性エネルギーの非調和項によるサーフォンの相互作用

をあらわすハミルトニアンで，以下の展開で主要な役割をはたすeV〃ノ〃は，考えているモード

の波動関数，およびLam邑の定数に依存する。具体的な形は，3．2節で与えることにする。

　　　　　　　　　3，　温度グリーン時数による表面弾性波の非品評減衰

　3．1　温度グリーン魍数による減衰の一般的取り扱い

　　ここでは温度グリーン関数の方法を川いて表面弾性波の減衰率に1廻する一…般公式を導びいて

おこう。髭空閥における」モードのサーフォンに対するグリーン関数は，摂動の最低次を考え

ると

　　　　　　　　　　D（2）（，f，　’iO）1）逼Dω（」，∫ω，）／ノ（1）（」；’i（1）1）gs）（o）（」；砺）　　　　（3．1）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　一回・β一（刷一・　　　（…〉

であり1は整数，たβはBoltzmann定数である。　D（o）（」）は自lltlな」モードサーフォンのグリー

ン関数であり，1／（1）（」：i（Ol）は・1モー｝ごサーフォンの肉己エネルギー関数である。（3．！＞をFeyn－

mannダイヤグラムで示したのが第2図である。また自己エネルギー関数／1（1（（」．ゴω西〉は

　　　　　　脚圃一撃。馴・左〃州・鳥蝋塩町G晦鴫）幽

で与えられる。ここで1｛1由なノモードのグリーン関数は
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ce）

D（J二iωし）

j

　（1）
Tl一　（J：itu，）

j’

tt

j

げ㌔・iω、）

J

第2図　ノモード・サーフォンの2次の温度グリーン関数（運動：lli’1：表示）

D…G入婦一鶯鶏ア

で与えられる。（3．4）を（3．3）に代入してπについての和をとれば

　　　　　　　胤⑲・凱晒一宮①・・似煽一一β［2｛・＋・・（（t）！）＋11（（ti11）｝・

　　　　　　　　　　．（砺翻訳ぞ；ノザ・レ朝耀）｝・痂鼎登祠

（3．　4）

（3．　5）

ここで

n（（o）　＝　（exp（fs’e））一1）一i
（3．　6）

　　いま，自己エネルギー関数／ノ（1）（」ゴω♂）において虚軸上に存在する離散的な点t：（・）1をk一でお

きかえることにより驚平面へ解析接続すれば実変数ωに対してつぎの公式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　／7　（i＞（，1：　ct）÷，：e）　＝　dJ（（o）十　，：　f，　’L」（（o）　（3．　7）

ここで／．マ．、（ω）は」モード・サーフォンの減衰係数であり，tiJ（ω）はそのエネルギーシフトである。

（3！），（3．4），（3．5）から！》（ω）に対してつぎのような関係を得る。

　　　　　胴一2㌃忍，臥副・・［｛・＋・（e）’）＋7・（（oti）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．　8）
　　　　　　　　｛・回鋪一・（・・）＋・・）・＋a）！t）］＋・伽）一・・叫瑠幽司

これが温度Tにおける周波数ωの，」モード・サーフォンの減衰をあらわす式である。（3．8）に

おいて」ノ，」”は，」モード・サーフォンと相互作用するサーフォンの量子数をあらわす。形式上

は」／，」”は完全系をつくる五個のサーフォン・モードのすべての組をとるが，以下の節の議論に

おいて示されるようにいろいろな湿度，周波数領域において，ノモード・サーフォンと相：互作用

しうるモードは限定される。

　3．2　低温・高周波領域での表面弾性波の減衰機構

　　第1報においては，表面弾性波の周波数ωと熱フォノンの緩和時間τとの聞にωτ＞1なる

関係が成立する条件のもとで，しかも表1了fl弾性波の波長が熱フォノンのそれにくらべて充分長い

場合をあつかった。熱フォノンの速度を近似的に5　×　！05　cm／secとすると，熱フォノンの∫lz均周

波数v（GHz）と温度T（。K）の閥には，り㌶20　T　GHzなる関係が成立し，10。Kでは周波数200

GHzの熱フォノンが励起されていることになる。このような条件のもとでは，表面弾性波は，そ

の表面近くの局在性のためにバルクフォノンとの相互作用により減衰するものと・考えることが出

来た。このことから，第1報においては摂動論の第一項を考えることにより低周波のRayleigh

波が，バルクフォノンにより散乱される過程を計算したが，この結果はもちろんここでの減衷率

の．…．一般的な公式（3．8）において，ノをRayleighモード，，」’と，ノ”をそれぞれバルクフォノンとと
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ることにより容易に導出できる。

　　ところで，より低温のもとで，より高周波の表面弾性波の減衰においては表噸熱フォノンと

の直接の相互作／・i・1を考えなくてはならない。いま，1。K：で20　GHzのRayleighモードの表面弾

性波を入力として用いる場舎を考えよう。！。Kにおいては，．’ド均的に20　GHzの熱フォノンが．励

起されているので，Rayleighモードと相互作用する磁｛率の大きいサーフォンは，その振1隔の表面

からの指数関数的減蓑の特性がRayleighモードほど急激でないモードが，大きな寄与を与える

であろう。（2．　！）で迷べたようにTotal　Refiectionモードがその条件をみたす，唯一一のサーフォン

である。したがって」モード・サーフォンの減蓑をあらわす公式（3．　8）において，」はRモード，

・」ノと」”はTRモードとして結節関数V…xi’．ノ〃を求めて，ズ／（ω）を計算すればよい。この場合の

V．．．〃t．…の具体的な形は，付録に与えられる。（3．　8）において，周波数ω，ω’およびω”はすべて

lll三であり，またωノ，ω”≧ωであるから最後の項しか滅衷にきいてこないことになる。したがって

ノγ．f（ω）はつぎの関係式で与えられる。

　　　　　　　　　　　／”　rg　（e））一　e）　As’”‘　IIIidc’　ililldc”／ll　ililiiKi　cl，Lx　f（a］，　，Lx，　c’，　c”）　〈3・　9）

ここで

　　　　　　　f〈：t，　ei，　c’，　c”）　；一’　i　V－w・．f・・　］2　［？t（y）一it（c＋　，y）］”li／：tt’le’7””i’gyil”bT’　（3’　！0）

また

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ1（x）媒（ex－1）’1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．！！）

　　　　　　　　　　i・…ト［1－C．2卸2似一齢）2一ぐ禦川前　　（…2）

であり

　　　　　　　　　灘篇βω　　エノ漏i3e）t，　　il．繍ct／Ci，1，　　’V瓢ct／／Cノ，1．

である。

　　ここで積分の上限と下限は，表面弾性波の周波数ωに依存していることに注意しよう。関数

f（X，？」，cl，〆ノ）ぱ！！×9項の和よりなっていて，解析的には積分が実行できないので三：霞積分のう

ち速度。’，c”に関する積分はその平均値でおきかえて数値積分を行なった。その結果を第3図に

示す。第’3図より減衰率の周波数，温度依存性として次の表式を得る。

　3
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T＝leK

O　10　20　30　40　　　　　　　　FREQUENCY　（GHz）

　第3図　　表面弾性波の減衰率の糊波数依存｛｛i三
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1擁～ω戸（e）　g3）7t～a，1＋7乙丁4一IL，

　　　　　！．9Sltg2．2

〈3．　！3）

4．　おわりに

　　表面フォノンすなわちサーフォンの理論にもとづき表面弾性波の穿調和減衰の…般論を展開

した。この理論により，原理的にωτ＞！の条件のもとで，表面弾性波のすべての周波数，すべて

の温度領域において物理的な考案によって相互作用するサーフォンを選びだすことにより減衰率

の周波数　温度依存性を導びくことができる。第1報においては，摂動論をもちいてRayleigh

モードとバルクフォノンとの梱互作用を考慮することにより減衰率の周波数，温度依存性を導び

いた。しかしながら，高周波，低湿領域ではRayleighモードとバルクフォノンの相互作用は意

味をもたなくなる。3。2節で考察されたように，高周波表面弾性波の減衰は，温度1。K，周波数

20G｝lz～40　GHzの領域においては，　TRモードのサーフォンが主役をはたすことになる。その

結果，減衰率！．’」，1（ω）の周波数依存性は，ωL＋7t，また温度依存性はT4一π（！．9≦π≦22）に従うこと

が示されたeこれはこれまでに得られた低周波表面波の減衰率の周波数および漏度依存性といち

じるしく異なっており，固体表面の近傍に励起させているサーフォンの特性があらわれた結果に

ほかならない。さらに興味深いことはωのべきとTのべきが指数π㌶2で連動していることで

ある。　また温度がより低い条件のもとでは，たとえばO．1。KではRayleighモードとTotal

Refiectionモードの波動関数のかさなりが温．度！。Kの場合のそれと等しくなる周波数領域は2～

4　GHzであって，この領域で（3。13）は式と間じ周波数依存性が実現される。現在まで得られてい

る表面弾性波（表面超音波）の最高周波数は，著者らの知る限りでは約3．5GHzで，バルク超音

波のそれが約！！4GHzlo＞であることにくらべるとかなり低い。従って現在のところ本論文で得

られた理論約結果を検証する実験報告はまだなされていないが，実験技術の進歩によりこの理論

の結果が検証されることが望まれる。

　　おわりに著者の！人（中山）は，財団法人悪行会の研究助成金を与えられていることに感謝す

る。また本研究の数値計算の部分は，北海道大学大型計算センターFACOM　230－60を使用した。
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